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TRIGONOMETRIA RE TT IL INE A 


778. J-Ja Trigonometria scioglie, quando è possibile , que- 
sto generai problema : date tre delle sei cose che compongo- 
no un triangolo ( 5 o 8 ) , trovar V altre tre. E rettilinea se i 
triangoli son rettilinei, sferica se sono sferici, cioè formati sulla 
superficie di una sfera dall’intersezione di tre archi di circolo. 

779. Preso nella circonferenza ARDA l’arco qualunque 
AM=a minore o maggiore di 90°, c condotti alle due estremi- 
tà M, A di quest’arco il raggio CM , e il diametro DA ; quin- 
di abbassata sopra AD la normale MH; e infine alzata AY 
tangente in A : la normale MH si chiama seno dell’ arco a ; la 
porzione AX della tangente AY, compresa fra il contatto in A 
e l’incontro in X col prolungamento del raggio CM,si chiama 
tangente dell’ arco a ; il raggio stesso prolungato in X fino all’ 
incontro con la tangente, si chiama secante dell’arco a: e final- 
mente la porzione HA del diametro compre», fra il seno e l’ estre- 
mità A dell’arco, si chiama seno verso dell’arco a. Tutte in- 
sieme queste quattro rette prendono il nome di funzioni dell’ 
arco a , e per compendio, in luogo di scrivere seno, tangente, se- 
cante, seno verso dell’arco a, si scrive sena, tango, seca, seri. v. a. 

780. E se, supposto in B la metà de lla semicirconferenza si 
conducano nel modo stesso sul diametro BL, la normale MQ, e da 
B la tangente BT protratta fino all’ incontro in T col prolunga- 
mento del raggio CM, saranno MQ,BT,CT,BQ il seno, la tan- 
gente , la secante e il senoverso dell’arco BM. E poiché in que- 
sto caso BM è ciò di cui AM differisce o in più o in meno da 
qo°, perciò MQ prende il nome di coseno dell’ arco AM, ossia 
dell’arco a, cioè seno del complemento dell’arco a; inteso qui 
per «oinplemcnto, tanto ciò che deve aggiungersi , quanto ciò 
clic deve togliersi ad a per renderlo di go°. Per lo stesso moti- 
vo BT.GT.BQ si chiamano cotangente , cosecante, cosenover- 
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fòg so dell’arco a. Tutte insieme queste rette si chiamano cofun- 
zi'om ; e in luogo di coseno, cotangente , cosecante , cosenover- 
ih. so dell’arco a , si scrive cosa, cota, coseca, cos.v.a. 

781. Intanto osserveremo i°. che essendo QM=CH, anche 
GII rappresenterà il coseno dell’arco a: e perciò mentre può de- 
finirsi il seno quella normale che da una dell’ estremità del- 
V arco cade sul raggio o sul diametro condotto per /’ altra e- 
stremità, potrà definirsi il coseno la porzione del raggio com- 
presa fra il centro e il piede del seno. 

2 0 . Che il seno è metà della corda dell' ’ arco doppio : 
infatti prolungato MH in Z, si sa ( 52 1) che la corda MZ=* 
2Mhfc=2 sena, come pure l’ arco sotteso MAZ=2MA=2a. Per- 
ciò il seno di 3 o° eguaglia la metà del raggio, comecché metà del- 
la corda di 6o°, che vedemmo essere eguale al raggio ( 6 o 5 )j e 
metà del raggio sarà pure il coseno di 6o°, eguale per natura al 
seno di 3 o° (780). 

3 °. Che ai 45 °, ove il complemento eguaglia l’arco, le fun- 
zioni e le cofunzioni si eguagliano $ e di più la tangente , e in 
conseguenza anche la cotangente, è allora eguale al raggio ; poi- 
chèin tal caso il triangolo rettangolo CAX diviene isoscele ( 5 (i 6 . 6 °), 
e si ha perciò AX=AC. 

4 °. Che ai 90° il seno e la cosecante eguagliano il raggio, 
il coseno e la cotangente son nulli, mentre la secante e la tan- 
gente divenendo allora parallele ( 544 )» nè potendo quindi incon- 
trarsi, sono infinite : all’ opposto all’ arco zero il seno e la tan- 
gente son nulli, il coseno e la secante eguagliano il raggio, la 
cotangente e la cosecante sono infinite. Perciò nel primo qua- 
drante, ossia nei primi go°, i seni, le tangenti e le secanti ere - 
scotio di grandezza crescendo V arco, mentre i coseni , le co- 
tangenti e le cosecanti diminuiscono. 

782. E chiaro però che tutte queste funzioni variano col 
raggio CA, e che per esempio uno stesso arco a, che nel circo- 
lo del raggio 1 ha per seno sena, avrà rsena nel circolo del rag- 
gio r (623). Come all’opposto, se ha per seno sena nel circo- 
lo del raggio r , avrà nel circolo del raggio 1. Per maggior 
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Semplici tà noi Supporremo r= l; e se nonio sia, dovranno mol- 
tiplicarsi le funzioni per r, e le loro potenze perle potenze cor- 
rispondenti di r. 

783. Generalmente dovrà in tali casi osservarsi la regola data (689.7°), e mol- 
tiplicare o dividere i diversi termini delle formule per quella potenza di r che le 

rende omogenee. Così le formule f =ren’a-(- cos'a, tango.— s ^_ nn ^ tane ( a-f- 

cosa 

, tanea+langb . . rsena « 

o)— , si ridurranno ad r’c^sen'a-t-cos’a, tanga— ■ , . < . 

1 -clanga tango cosa 

r'tanga+r'tatigb . , , 

tans(a-\-b ) = . . E tali appunto si sarebbero trovate se ni co- 

^ r'— tanga tangb « 

struirle si fosse preso r per raggio. Questa facilità di restituir le formule al loro 
vero valore, unita alla più grande semplicità chele medesime acquistano dalla, sup- 
posizione di r=4, rende tal supposizione evidentemente preferibile alla contraria. 

^84‘ Or tutte le funzioni e cofunzioni spettanti ad un mede- 
simo arcò sono tra loro dipendenti e collegate in maniera, che il 
valore di ciascuna può sempre aversi per il valore di qualunque 
delle altre ; oggetto di grandissima importanza nella Trigonome- 
tria. Ed eccone il modo. 

Primieramente i triangoli rettangoli CIIM, CÀX.CBT dan- 
no ( 65 g) CAm-AXw=CX s ; CBM-BT*= 

CT a : cioè 


i*. serfa+cos^a^i', a\ i+tang 2 a=sec 3 a; 3 *. i-\-cot 2 a=cosec~a. 

Se a= 3 o°, nel qual caso sena — y (781.3°), la 1*. darà cos 3 o° 
t=l j /3 .valore che apparterrà pure al seri 6o°= (780) cos(qo° — 
6 o°)=cos 3 o°; e se a= ( 5 °, nel qual caso sena=cosa (781.3°) , 
avremo egualmente dalia i“. sen^S°=^=cos^5°=y j, 

786. Inoltre i triangoli simili CIIM, CAX, e i due parimen- 
te simili CQM, CBT datino CH : HM :: CA : AX ; CQ : QM :: 
CB : BT , cioè cosa : sena :: 1 : tanga ; sena : cosa:: ì : cota; e 

. sena e cosa 1 

quindi 4 . tanga ; 5 • cola— . 

1 1 O cosa se lui tanga 

786. Infine gli stessi triangoli danno CH :CM :: CA: CX, 
CQ :CB :: CM : CTj cioè cosa : 1 :: ì : seca-, sena : 1 :: 1 icoseca-, 

e perciò 6*. seccr= 7°. coseca— . 

* cosa 71 ' sena 

787. Or sostituendo gli uni negli altri i valori di ciascuna 
funzioue, dati da queste formule , risulterà la seguente tavola , 
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la cui costruzione potrà utilmente servire per abituarci alle tra- 
sformazioni trigonometriche. 


-valori dall 
per il seno 
per il coseno 
per la tang . c 
per la cot. c 

per la sec. e 
per la cosec. e 


<li seua 

di cosa 

13 a . yO— sen*à) 

di tanga 

sena 

i9 a 

y (t — seiYa) 

. j/(4 — cos*d) 
t anga 

t 

44*.— . 

cosa 

X ^’ J rtang*d) 

i 

y(i-+-lang’a) 

■ cota 

4 5» — - 

A 

y ( 1 -t-cot‘u) 

^yyec'a— 4) 

{/(l+cot’a) 

4 

cota 

24 *.|/(iec*« — 4) 
??* 4 

seca 

i 

seca 

y(c osec'a —1) 

J* 

coseca ' 

* coseca 

y (cosec*a-\) 


valori dati 
per il seno 
per il coseno 

per la tang.* 
per la cot. e 
per la secfi 
per la cosec.e 


di cota 

.,,a VO—sen'a) 

di seca 
4 

di coseca 
33“. . * -« 

sena 
„ _ cosa 

y (4 — sen’a ) 
4 

sena 

i 

34» 

y (t — cos*a) 
\ 

25*. - 

tanga 

cosa 

30*. |/(4-4 -tang’a) 
^Y^+cot'a) 

Y (4 — coa’a) 

('+ tan e’ a ) 

tanga 

36*. l/y+cofa) 
seca 

37*. — 

Y {scc'a — 4) 

\ 

26* 

cota 

y (jec*a — i ) 
27*. y (cosec*a-i) 

coseca 

. 

y ( cosec 2 a ~{ ) 



,408 788. Sieuo adesso MA=a, MP =b due archi di cui si co- 

noscano i seni e in conseguenza anche i coseni, e vogliansi i se- 
ni e i coseni degli archi a-hb, a — b. Chiamate m, n, d le corde 
degli archi 2a,'2b,2(_a±:b), avremo (781.2°) m^'J-sena, n—'isenb, 

d-=isen{a±_b'). Ma d’ altronde (680. G81 ) <£=■ -rY (4 — » 2 )±: 


~j/(4 — m a ), dunque poiché (787.13“) j/(i — seri ! b'/^cosb , e 
Y (1 — sen 2 a)—cosa , sostituendo e riducendo troveremo 
38“. sen(a±b)=*=stnacosbl:senbcosa 
ove il segno inferiore del secondo membro ha luogo quando ha 


Digitized by Google 


7 

luogo nel primo; il che s’intenda avvertito per tutte le formule 
susseguenti. E se in luogo dell’arco qualunque a si ponga go° — a, 
e si noti che (780) sen{go° — a)— cosa, 005(90° — a)=sena, a- 
vremo sen(go° — a±.b') =sen{go° — a)cosb±senbcos(go° — a) — 
cosacosb±senbsena. Ma 500(90° — a±b)=sen( 90° — (a—b) )= 
cos(a+b), dunque sostituendo e rovesciando i segni , si avrà 

39*. cos(a±K)=cosacosb+senasenb 


Si osservi che questa formula e la precedente, e gene- 
ralmente tutte quelle che incontreremo in seguito con termini di 
doppio segno, ne rappresentano in sostanza due distinte; una 
cioè col segno superiore, 1 ’ altra col segno inferiore. Perciò se 
per esempio diremo „ sommate le due formule sen(a±by= 
senacosb±senbcosa„ dovrà intendersi che sen{a-\-b)=senacosb-\- 
scnbcosa deve sommarsi con sen(a* — b)==senacosb — scnbcosa ; 
il che sia avvertito una volta per sempre. 

789. Se la 38 ". si divida per la 3 g m , e poi si divida questa 
per quella avremo 


. seiiacosb+senbcosa cosacosb-t-senasenb 

tang^a+b) = c , Jsacosi ^ senasell/ ; > COt ^ b >— sentlc „,b ± se,ibcnsa 

che con dividere il numeratore e denominatore del secondo mem- 
bro nell’ima per cosacosb, nell’altra per senasenb, facilmente si 
trasformano nelle due 


4o\ lang{a-±:b) 


tangiCÌZtangb 
m-tatigatangb y 


4i*. cot{a±b)= 


CQtacotb-+-\ 

cotbzìZcota 


E in pari modo potrebbero aversi i valori di sec{a±:b'), cosec(a-+ - 
/>) ; ma essendo questi di minor uso , ci fermeremo piuttosto a 
considerare la 38 *. e la 39*. che tanto importano. 

790. E primieramente se, ritenuto il solo segno inferiore, 
si cangi a in b e b in a, avremo: sen{b — a)—senbcosa — senacosb, e 
cos(b — a^^cosbcosa+scnasenb. Dunque sen[b — «)= — sen[a — 
ò), Pcos[b — a)=cos[a — b) : d’ onde , fatto b=o, verrà i°. seri — a 
=* — sena ; cioè il seno di un arco negativo eguaglia il seno 
negativo dell’ arco stesso reso positivo-, i”. cos — a=cosa, cioè 
il coseno di un arco negativo eguaglia il coseno dello stesso 
arco reso positivo. Inoltre essendo cos[b — a)=cos{a — b), è chia- 
ro che in luogo dell’ una o dell’ altra di quest’ espressioni potre- 
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mo sempre sostituire cos(a co b ). Avremo infine tang—h — 


(785.4-SÌ-^— «■**» e co t -4=( 7 85.5TS- 


791. In secondo luogo, se nelle stesse due formule, e nel- 
la 4o* e 4i% sia 6— a, il seguo superiore darà 

42’. s«n2a =z2senacosa 

43*. C os2a=coj’a— jen*a= (784.4*) 1— 2sen'a z=2cos’a—t 

2 tanca „ cot'a—f 1—tang’a 

44*. fan§2a= — ■ j 45 . cot2a . — - — .. * 

3 \—lang A iL JLcotCL Ita riga 

E se in queste si ponga 2a=è, e inconseguenza 5 b, avremo 

46*. seni z=2sen[bcos^b; 47*. eosb=i — 2sen'^b=2cos'\b — 1 

2tang\b . , 4 — tans , \b 

48*. lanci = ~r i 49*.eof5=. 2_L . 

° 4 — tang‘ j b 2tang | b 

792. In terzo luogo, ritenuto il segno superiore , posti suc- 
cessivamente a=Qo° e b=o° •, 0=90° e £>=90°; a=i8o° e 
£oao°; rt=i8o° e £=i8o°, e rammentandoci (781.4°) c ^ e 
seno°=o, coso°=-i,sengo°=i, cosyo°=o avremo 

jen90°=4 «n480 o =t 0 «e«270 o =: — 4 ie»360°=0 

coj90°=0 coi 480°= — 4 cos270°= 0 cos360°=1 
e quindi per qualunque valore di b, compreso fra o° e 90° 


Alanti i — lu/iii- 

48 *. taneb = $ 49*. eotb= — 


90" ±b=-i-cosb 
480° ±b=Z^.senb 
270° -±b==—cosb 
360° ±£—±sen b 


90° ±i=^senb 
480° ±b=—cosb 
270° ±b—Ztsenb 
360° ±bz=-\-cosb 


d’onde in forza delle formule 4*. e 5*. ( 786 ), si dedurrà pure 
58*. ( 90° ±b=^.cotb 62*. / 90° rt £=qztangS 

59 » 1 480 ° ±k=-±tangb 63*. 1 4 80° ±b=>±cotb 

6 0*. <a/1 ^i 270" ±b=zicotb 64*- C °* J270" ±b=+tangb 

6( . [360 ° ±b=±tangb 65*. *360° +b=±colb 

793 . Segue di qui i°. che tutte le funzioni e cofunzioni 
degli archi superiori ai 9 °° sora riducibili a funzioni e coj un- 
zioni di archi minori di 90 °. 

2 0 . Che 1 seni degli archi compresi fra i 1 8 o° e i 36‘o° son ne- 
gativi, come lo sono i coseni degli archi compresi fra i 90 ° e i 
270 °, e le tangenti e cotangenti di quelli fra i 90 °ei 180 ° 
e tra i 270 "et 3t>o°. 
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3 °. Che i seni son dunque positivi nel 1® e 2° quadran- 
te ; divengon negativi negli altri due; i coseni son positivi 
nel i° e nel 4 °« negativi nel 2° e 3 °; le tangenti e le cotan- 
genti son positive nel i° e 3 °, negative nel 2° e nel 4 °* 

4 ° Che avendosi sen(go°-+-b)=cosb , crescendo l’ arco 6 , 
e in conseguenza scemando cosò (78 1 -4°) » scemerà ancora sen(go° 
-\-b), cioè i seni dopo esser cresciuti da o° ai go° cominciano 
in seguito a diminuire, finché ai 180° tornano ad annullarsi 
(792). In modo consimile si dimostrerà che dai 180° ai 270° 
crescono di bel nuovo, e dai 270° ai 36 o° diminuiscono ; che le 
tangenti crescono e scemano con l’ ordine stesso dei seni , men- 
tre i coseni e le cotangenti scemano e crescono con l’ordine 
opposto.' 

5 °. Che essendo. sen(i8o° — b') m =senb , il seno di un ar- 
co è lo stesso che quello del suo supplemento . 

6°. Che le funzioni negative — senb, — cosb, ec. apparten- 
gono ad archi che posson sempre determinarsi ; infatti 
senb =fen(l80°-+-J) = /en(360" — b); —cosb—cos(\% 0°-4-5) 

— tangb ~ tanghi 80° — 4) = tang{ 360° — b); — cotb —cot{\ 80°— 4)=eot(360°— 4). 

7 0 . Che fatto b—fó°-±r , sarà go° — b=fó°+r; perciò 
66*. sen( 45 0 ^)==coi( 45 °:±r) ; 67*. tang{fó 0 +r')=col(tfi°±r). 

8°. Che una stessa funzione appartiene a due archi dif- 
ferenti; così l’arco b, e l’arco 180° — b hanno uno stesso seno, 
o lo hanno eguale; gli archi b e 36 o — b hanno uno stesso co- 
seno; gli archi b e i8o°-4-ò una stessa ouna egual tangente, ec. 
Anzi se all’arco b si aggiunga o una,o due, o un qualunque nu- 
mero n di circonferenze, e si formin così gli archi 36 o°-t-i, 2 X 
36 o°- 4 -i, . . . n X 36o°-4-A , è manifesto che tutti questi avran- 
no lo stesso seno, coseno, tangente, ec. che ha l’arco b. 

794. Posto dunque per comodo 360°=2tr, e quindi <80 "=tt, avremo sen(2im 
-+-b)=sc/ib, cos(2rì77-j-b)—cosb. Cangiato b in —b, la prima io ri nula darà altresì 
sen(2nn—b)—sen — 4= (790.1°) — senb, e la seconda cos(2nn — b)—cos—b— . . 
(790.2°) cosb. Potremo dunque stabilire più genericamente 

68*. sen(2mr±:b) —S-senb ; 69*. cos(2rn7-^b)=cosb. 

E se in queste si ponga ff-t-4 in luogo di b, avremo 

7 0*. sen((2»H"t )‘ic±b)=sen{n^b')—{2 92 .5 1 *)5wen4. 

71*. coi((2n-H )ir±:b')=scos(7T^rb'j—(7 92.55*) — cosb. 
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Con 6=6, I» 68*. c U70*. daranno sen2;wr=0, jen(2n-H)ir=0, cd ingenerale 
72*. s«mjr= 0, qualunque sia n o pari o impari, purché intero. 
Inoltre dalla 69*. e 71*. avremo 

73*. cos2nrr=cos0"= 1 ; e 74*. co*(2re-H)jr=— cosO°=— 1. 
Posto infine 6= jir, la 68*. e la 69*. daranno 
75*. sen(2n±{)n=±sen 

76 *. cos(2n-^Zj)n=cotjn = 0 . 

795. Sommate ora fra loro, e sottratte l’una dall’altra 
le doppie formule contenute nelle 38*. e 39*. , verrà 

77*. senacosb=\ scn(a-i-b)~hjsen(a — 6) 

78*. cosneos6=ycos(«+i)+|coj(a— 6) 

79». senaseniz=j cos(a — 6 )— }co.i(<M- 6) 
formule che trasformano i prodotti di seni e di coseni (in sem- 
plici somme o differenze di seni odi coseni. 

79 6. Se in queste si faccia a-\-b—p, a — è=q , onde a= 
\(p+q')< b=j{p — q), si avrà 

80*. senp-+zsenq z=2sen\{p+zq)cos\(p+q) 

81*. cosp-^-cosq=i2cos\(j>-\-q')cos^(j> — 7) 

82*. cosp — cosq^2se.n\{p-\-q')sen^ (7 — p) 

Dalla 4*. e 5*. (785), e dalla 38*. (788) si avrà inoltre 

sen(ps-q') „ * en (7:±:p) 

83*. tanev -s-taneq^ — ; 84*. cotp + cotq — > 

sr — 0 ' cospcosq — senpsenq 

alle quali potremo aggiungere le due seguenti 

85*. tungp + cotp = te " >+C °-^ =(784.1*) — = (791.42*) -L. 

or r senpeosp senpeosp seiup 

sen'p — cos'p 2cos2p 

86 *.tancrp — coti) = — — — -= (791.43 ) — = — 2cot2p, 

nr ' senpeosp seiUp 

formule tutte che cangiano in prodotti o in quozienti le som- 
me e differenze delle funzioni e cofunzioni. 

797. Che se nella 80*. sia p= 90% e nella 81*. e 82*. sia 
q=o, verrà 

87*. 1 -+-senq = 2.ten(45°-<- y7)coj(45°-+-|7) 

88*. 1 -t - cosp = 2eos* \p ; 89*. 1 — cosp=^2sen'\p ; e perdi 
/ \ — cosp *+ -cosp 

90’. sen\p = Y——L; 91 *.c«ip = j/ -~- 


2 ' ~ ’ 2 

formule, che divise l’ una per l’altra danno 

92* tane’»- V - P - =V = 
• n SyP — r 4+cosp V i— COS'P V (\+cotp)' 

e quindi dalla 5 *. (78$) 


1 — cosp 
sciqs 


senp 
1 -4-cosp 
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93 ’. eot’jp — 


senp 


< -\-cosp 
senp 


< — cosp 

798. Dividendo l’ une per 1’ altre le formule del n. 796. ù troverà facilmente 
<*» ten P~*~ sen 9 _ tan pì (/H-y) sen x (p+q) c °s j (p—q) 

' senp—senq ~~ tang ' (p—q) ~~ coi ‘ (p+q)sen ] (p—q) 

95 0 
cosp-f-cosq cosp—cosq T 

97 » cos p-+c°*'ì cot\{p+q) ^ tant>p-*-tanzq senfpltq) 

cosp — cosq tang‘(q—p) > ' utngp_ i _langq senpzfj/) 

tangp-ttangq 

99 ■ 1 tangptangq 

cotp+cotq ° 1 

<00* t ? n SP± tan S ( ! _ sen(p±q)tangptangq 
cotpzjzcotq sen(q^p) 

799. Dividendo anche 1* une per l’ altre le form. 87*. 88*. 89*. si ha 

<01*. ^= taBg .(4S-^); 1 02*.ir» = (793.5-) ^+\g) 

is-senq — 1,7 i+cotp ' cos'^p 

<03*. <+12Z. = eot „ se neII , 98 ». 

i—cosp seri *p i—cosp 1 

•i faccia p— 45°, verrà (793.5°) <05*. — tang(45 0 -±<]). 1£ lauto si 

ha dal sommare e sottrarre le formule della 38*. e 39*. 

800. Se queste ora si moltiplichino, è facile il dedurne 
< 0(f . scn(a-t-b)sen(a — b) = cos'b — cos'a = seti' a — sen'b 
<07*. sen(a-t-b)cos(a->-b) — \sen2Ca-i-b) 

1 08*. sen(a-*-b)cos(a+b) = 1 (sen2a+sen2b) 

<09*. cos(a-t-b)cos(a — b)z=cos'a — sen'b — cos'b — seti' a. E se si dividauo l’un» 
per 1’ altra, avremo 

^ sen(a+b) tanga+tangb scn(a-4-b) tanga-+-tangb 

sen(a — 0) tanga — tangb’ cos(a-t-b) t -\-langatangb 

cos(a+b) < — tangatangb . . 

<<2 •• — = — — — — . Tutte queste formule posson variarsi all uh 

cos(a — b) i-\-langatangb 

finito col sommarle, sottrarle, moltiplicarle e dividerle. 


Calcolo delle Tavole dei seni. Principali serie 
- Trigonometriche 

8 oi. Abbiamo già veduto (674) che il valore del perime- 
trodiun poligono inscritto di 32768 lati non comincia a differire 
da quello della circonferenza fino almeno alla settima cifra de- 
cimale. Il lato di questo poligono non dovrà dunque appena dif- 
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ferire dall’ arco sotteso che alla dodicesima decimale , poiché un 
errore anche di una sola unità nell’ undecima ne porterebbe uno 
sulla settima nel prodotto per 32768. E poiché questo lato sot- 
tende un arco di circa 4° ,r » potremo perciò stabilir l’equazione 
cord. 4o"«=zzrc.4o", e quindi l’altra (781.2°) sen.io u =arc.io" , 
ambedue esatte dentro almeno la centomilionesima partedel raggio. 

802. A più forte ragione si potrà adunque supporre seni "= 
are 1", quando non si esiga un rigore affatto straordinario e qua- 
si infinito. Or poiché la circonferenza totale è divisa in 1236000 

secondi (127), dunque se»i ,, =arc.i ,, =j^^*= (676) 

3 , 1415926 ec. /o/o d/o 

-- V296000 - X a = 0,000004848 1 368 1 1 ec. 

8 0 3 . Avuto cosi il valor di seni" la formula i 3 *. (787) 

darà quello di cosi"; quindi la fa'. (791) quello di seni'*, e 
posto successivamente 0=2", = 3 ", = 4 ,, > ec> e ò=i" nella 38 a . 
(788), potranno aversi i seni di 3 ", 4 ", 5 ", ec. e cosi di segui- 
to fino a 90°. I coseni si avranno immediatamente dai se- 
ni, atteso 1’ essere cosa=sen( 90 0 — a) (780). I seni e i coseni 
farnn conoscere le tangenti e le secanti mediante le formule 4*. * 

e 6*. (785.786); e poiché (j8o')cota=tang{c)0 0 — a), e coseca = 
sec(go° — a), è chiaro che calcolate le tangenti e secanti fino ai 
go°, si saranno pure calcolate ancora le cotangenti e le cosecan- 
ti. Riguardo poi alle funzioni e cofunzioni del rimanente della 
circonferenza, si è già veduto (793. i°) comepossan tutte ridur- 
si a quelle del primo quadrante. Le più ordinarie Tavole trigo-^ 
nometriche, in luogo dei valori numerici delle funzioni, ne dan- 
no i logaritmi , per motivo che più spesso abbiamo bisogno di 
questi che di quelli. E sotto tal forma sono appunto quelle 

di Gardiner che si trovano annesse alle Tavole dei logaritmi 
dei numeri naturali già da noi rammentate (447)/ e delle quali 
si rende ampio conto nei preliminari che vi abbiamo apposti. 

804. Ma per aver direttamente il seno e coseno di un ar- 
co dato x si ponga 

1 *. tenx= jt-j-Bx+Cx'-ì-Dx'+E xi-\-Fx’ ! -\-Gx e -+-I/xi+ec. 

Il a . cosxxx. A,+B,x+CiX'‘-\-Dtx % -+-E,xi-^-F,x , +G,x c -\-H,xi-\-Ltx*-{-zc. 

saranno ( 436 . 3*)^==seno°=(78 1.4°) o, A l =coso°=(iVt) 1 . In- 
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tradotti frattanto questi valori nelle due serie supposte , avremo 
III*. seni=5i-|-Cc , -|-J5r , +S* , +/ i i ! +Gx s +flir , +M • 
rV*. cosx = {+BiX-\-CtJc‘-\rDiX i -+-E,x^-\-F,x i -\-G,x 6 -+-Hixi-\-L,x , -\-ec. 
In queste si ponga — x in luogo di' x; e rammentandoci che 
sen — x= — senx, e cos — x=cosx ( 790 ), avremo 
V*. — senx=z — Bx-\-Cx' — Dx*-\-Exl — Fx' J -\rGx 6 — UxH-ec. 

VI*, cosxxx < — /fiX-f-CiX’ — DiX ì -\-E,x^ — F,x s -4-G,x 6 — H.xi+Ltx* — ec. 
Or la III*, e Y*. sottratte, e la IV*. e VI*, sommate riducono 
la III*, e IV*. alle due seguenti 
VII*, senx — Bx+Dx^Fx^-y-Hx'+ec. 

Vili*. COSI = I-t-CiX*+£,xM-ClX 8 +Z.,X 8 4-BO. 

dalle quali quadrate e sommate si ha 

IX*. je«*x+c 0 s>x=( 78 <M*) * = B’x'+iBDx^BFx^Bffx^ec. 

-+- D’x 6 +2DFx , ~\-ec. 

- H-+'2CiX*-4*2Iì , ix*H- 2GtX c -^“ 2LiX 9 -\-ec. 

~{rCi , x i -i-2CiEiX s -4-2C,G,x > -ì-ec, 
•+• jEVxM-ec. 

Le stesse moltiplicate danno 

senxcosx x=(79{.42*) { sen2x xzBx-+- jDx’-H Fx*-+- Hxl-t-ec. 

-\~BCtX*-\-DCtX i -t-FCtx'ì-{-eC' 

-\-BEtX i -$-DEix'l-\~ec. 

■^-BG,xT-i-ec. 

Ma dalla VII", ponendovi ix in luogo di x , si ha 

| sen2xxxBx-+-iDx’ i -\-\ C/ i x 5 +64 Hx~ -(-ec . 
eguagliando dunque i due valori, e trasportando (422), avremo 
X*. 0 = — 3Dx’ — i5Fx > —63ffxt — ec. 

-l-BC.x'+DC.x'+FCrf-t-ec. 

-\-BEiX*+DE,x7-i-ec. 

+BGixi-\~ec. 

Orse dalla IX*. si toglie l’unità comune all’uno e all’allro 
membro resterà zero nel primo , e la prima colonna del secon- 
do darà subito — r B 3 , valore che posto nella prima colonna 

dellaX*,darà D>=* — In seguito l’uno e l’altro posti 
nella seconda colonna della IX*. daranno E t = che con 

2.3.4 

i precedenti posto nella seconda colonna della X*. darà F=.,.. 
y-jyy J3 5 , e quindi nel modo stesso dalla terza della IX*. avre- 
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mo G £= 


2.3.45.6 


B 5 : come dalla terza della X a . H= 


1 5 ec - P 61 *^ 


2.3 

senx = Bx- 2X0^7 ^ X7 ^ CC - 


co;x= < — - B*x* 4- ■ ' - ZÌMx* — ■■ — 2? 6 x 6 -f-ec. 

2 2 3.4 2.3.4.5.6 

8o5. Resta dunque incognito il solo coefficiente B. Per de- 
terminarlo si supponga l’arco x<go°,e tale che sia parte aliquo- 
ta della circonferenza, cioè che x entri in 27T un numero esalto 
m di volte. In tal caso senx e tangx saranno semilati di poli- 
goni regolari simili, 1’ uno inscritto, l’altro circoscritto, ed avremo 

(6i4) i*. senx<x, 2 3 . tangx> x, ovvero (785.4’) e 


quindi senx> xcosx. Dalia i a . si avrà — - <i;e se si rifletta 

che nel circolo del raggio 1 si ha sempre cosx> cos 2 x{ 6 ']), ossia 
cosx> 1 — sen 2 x , e quindi a più forte ragione (a motivo di x 2 > 


sen 2 x) si ha cosr;> 1 — x a , concluderemo dalla 2’. 

X 

806. Ciò premesso, si riduca l’espressione trovata del seno 
a — = I? — — 4- 2 — 5 — -H«. Poiché la condan- 

ne di x <90°, mentre assegna un limite al valor massimo di x, 
non lo prescrive al valor minimo, e lascia in libertà di assumer 
quest’ arco tanto piccolo quanto vogliamo , si supponga dunque 

tale che abbiasi Bx < 1 , ossia x <— . Sarà in tal caso B 2 x 2 < t , 


ovvero i>B’ l x 2 , e quindi B >B^x 2 , B^x 2 > B 'x'*, B ’x'*>B'x\ 
ec; cioè ciascun termine della serie precedente sarà maggiore del 
termine consecutivo. 

, Or da ciò è facile concludere che B primo termine sarà 

B ' x * 

dunque maggiore, e B — sarà minore della somma totale 


della serie, e per conseguenza di ; avremo perciò i°. B> 
e poiché si ha (8o5)'-^-> 1 — x 2 , sarà pure B> 1 — x 2 ; 

n B'x’ senx . , senx , „ #\r’ T , 

2*. B — -t— < — ■ . c poiché -<i, sara B — - <!• rratlau- 

2.3 x 1 x 2.3 
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lo siccome queste due ineguaglianze debbono aver luogo per qua- 
lunque valore di x, purché < ~ , sarà facile concludere che non 


potrà esser 2?<i ; poiché se fosse B=i — d si avrebbe dalla 

prima 1 — d>\ — x 1 , e quindi x^>d, cioè la* prima ineguaglianza 

non sussisterebbe per gli archi minori di y'd; e neppur potrà 

esser B> i, perchè se fosse B=i-{-d, si avrebbe dalla seconda 

. I -®’ x * _ . , B'x’ 6 d „ 

1 -f-rf 53~< I i e quindi rf<— — , e — <x a , ossia x> V ; 

cioè la seconda ineguaglianza non sussisterebbe per gli archi mino- 

ri di . Dovrà dunque esser JS=i,eJper conseguenza avremo 

x* X S xl X» 

senxxxx — - — |- . e C . 

2.3 2. 3. 4.5 2. 3.4.5. 6.7 2.3.4.5.6.7.8.9 


X* X< X 6 X* 

corx=l — — — I 1 ec. 

2 2.3.4 2.3.4.5.6 24.4.5.6.7.8 

807. Allo «tesso valor di Bz=i può giungersi in una maniera ancor più lumi- 
nosa , facendo uso dei due seguenti principj , che più volte ci occorrerà di richia- 
mare anche iu seguito. 11 primo è, che se si abbia una funzione di una qualunque 
variabile x, della forma A-\-Bx-+-Cx’-\-Dx ì -+- ec. potremo sempre dare ad x un 
tal valore che, indipendentemente dal segno, il primo termine della funzione risulti 
maggiore della somma di tutti i seguenti, o ebe si abbia A'^>Bx+Cx’-\-Dx ì -\-cc. t 
ovvero A'^x(B-\~Cx-\-Dx*-\-ec.). Infatti mentre il primo membro di quest’ine- 
guaglianza ha un valore stabile e fisso, l’altro può rendersi sempre di più in più pic- 
colo diminuendo a piacere il valor di x; con che può dunque giungersi a renderlo 
minore del primo. 


808. L’ altro principio dipendente in parte dal precedente è, che se si hanno 
tre espressioni della forma 

A+Bx +Cx , -l-.Dx , -+- ec. 

A'+B'x+C'x'+D'x'-ir ec. 

A"+B"x+Cx‘-» r D>x>+ ec. 

di cui la prima sia maggiore della seconda, e questa maggiore della terza, e sia 
A"=zA , dovrà aversi pur e A'— A. Infatti sottraendo dalla f a la 2* e da questa la 
3*,avremo le differenze sempre positive 

{A—, 4')+{B-B')x+(£-C)x'M.D— Z>')x’-t- ec. 

{A'— A"y> r (B'—B")x+(C— C")xM-0D'— -D’ V+ ec. 

Frattanto si supponga A '=xA~*-<l : queste differenze diverranno 

-(A-iì')x-KCL-C)x«-K0— 0')xM- ec. 

±d+{B'—B' ')x-+-(C — C ')x’MP' — Z>")xM- ec. 

Oi poiché può sempre darsi ad x un valor tale che il primo termine di queste due 
differenze superi la somma dai rimanenti (807), è dunque chiaro che esse non po- 
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(ranno risultar sempre positive , o in generale del medesimo segno, se non sia d—o, 
ossia se con Az=A", non si abbia anche A— A'. 

„ , seni 

Nel nostro caso le tre espressioni sono i , , 1 — x’, delle quali, come 

abbiamo veduto, la seconda è minore della prima e maggiore della terza. Poiché 
senx B'x % 

dunque si ha ——=2? — jy -t-ec., e perciò A'^JB, ed A=A"=x*, sarà dun- 
que . 

809. Avute cosi 1’ espressioni del seno e coseno date per 
l’arco, facilmente si ottengono quelle della tangente e della co- 
tangente. Si ponga al solito tangx=A -{-Bx-hCx ì -+-Dx 3 -\- 
Ex'i-hec. Cangiato x in — x si avrà tang — x= — tangx(ng o)= 
A — Bx-\-Cx 2 — Dx?-\-Ex'* — i'V i 4-ec;e sottraendo l’una dall’ 
altra equazione, verrà tangx= : Bx-\-Dx ì -i~Fx5-{-ec.=^'] 85.4") 

■x 5 — ec. 

. j d’onde col solito metodo (4aa) , si ot- 


4 , * 

x - 23 x+ TJZE 


terrà B= 1 , D-—\ ,ec . , e 
3x» 


tangx=x- 4- —-4- — 


4- 


*7xi 


3*.5.7 


4- 


62x® 


3*. 5.7 .9 


4- 


4382x" 


4-ec. 


3*.5\7.9.4 4 

In modo analogo a questo, osservando che cotx = — — (^85.5*), 
e usata la nota avvertenza (436. i°)> si trova per valore della co- 

4 x x* 2x* x 7 

Ungente, cot*= — j— JTJ— l^J- ec * 

Si noti i°, che se x fosse maggior di 90“ le due ultime formu- 
le non si verificherebbero •, il che specialmente apparisce nella pri- 
ma } la quale nè darebbe mai negativa, siccome esser deve in quel 
caso (yqS.S 0 ), la tangente, nè al crescer dell* arco la darebbe mi- 
nore (ivi 4°). Ciò mostra che in questo caso la forma generica 
tangx^A -k-Bx -\-Cx' 1 4-ec . data in principio alla tangente, non 
ha piò luogo (434)- Si supplirà osservando che posto x=9<) 0 4- 
z, si ha (792.58*) tangx= — cotz. Si prenderà dunque dalla 
seconda il valore di cotz., e cambiati i segni avremo quello di 
tangx. L’opposto si praticherà per la cotangente. 

2°. Iu ciascuna delle quattro formule precedenti l’arco oc 
deve supporsi dato in gradi nel primo membro , e iu parli di 
raggio nel secondo, diversamente uou vi sarebbe la necessari» 
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omogeneità fra i due membri, mentre il primo rappresenterebbe 
una linea, l’altro un numero. Se dunque x non si conosca che 
in gradi, dovremo in luogo di x sostituire nel secondo mem- 
bro £(678). 

3.® Poiché ( ”88. 38.*) sen{to-*-x)—sentocosx-*-senxcoscù T 
sostituiti i valori avuti di senx e di cosx, troveremo sen(to-±x)— 

j' __ 2*3 

sento zh scosto — j- sento-*- — costo -4- ec. , e nel modo stesso 
x ■ 

cos(to^x)-costo- j r-xsento — -costo-*- — sento- 4-ec. 

8t0. Lesene nelle quali svolgonsi senx e cosx (806) si trasformano in modi 
assai singolari. Si rappresenti la prima con seni rs=* — Ax ì -i-A"x‘ l —« c., l’altra 


con cosx—i , — B l x , -i-B"x ! ' — ec., e in seguito facciasi x=y~; avremo 

z 


B ' B" B"> 
zi — 1-ec. 


, A « 1 f , A' A “ A<’< ) « 1 

seny—=y — t 1 H-— ■ r-Hec. J ;cosf / — ; 

Z Z { * S* 2* f S 

Si riducano nei due polinomi tutti i termini allo stesso denominatore, supponendo 

che z* rappresenti quello dell’ultimo termine- Sari n infinito, e troveremo 

‘ e " v 7 == zk{ : *~^' 2n " ,+ec - } 5 c0,v ì^{ **-*'**"+~- } 

Infine si rappresentino con Z,Z' i due nuovi polinomj, e si ponga Z=0 t e Z’=0 
per discoprirne i fattori (261). È chiaro che soddisfaranno a queste equazio- 
ni, e ne saranno perciò radici, tutti quei valori di z che respettivamente rendono 

senj/ —=0, cos\ — =0. Or la prima di queste due condizioni è soddisfatta dagli 
z z , ** 

i » 4 4 

infiniti valori di y~=( 794. 7 2*) 7r, =2rr, =3jr, =ec osaia da z=— , — 

9 ^, =«*•« “ ri dun< I ne ( 260 - 26 0 K^)G-4Ì)G-i) eC ’ e per " 
ciò M »j / 7 =^^*^)Gnff r )G“ 9 ^) ec -’ ov ” ro ’ di&trlbueDdo cia - 

scuno degli infiniti fattori z che sono in z« fra ciascuno degli infiniti fattori 
binomj, se„V 7 =~(l-^J(<-^)(l-^) ec, e restituito il valor 
1 

di 2 =— , avremo finalmente 

«“K^X < "éX < -£)G“T&X < "' 2 &) ec - 

In egual modo, l’altra condizione cosy — =0 essendo soddisfatta dagli infiniti 

T. II. 2 


Digitized by Google 



«lori (794. 76*) V~=±n, =ec., ossia da s= ±, «.li — 

* ■* ■* 2 rr* 9tr’ 

à Z'=(' z __')( : _-i-^ z __i_)ee. ; d’onde, ragionando ed 


— ,=e c „ sari, 
operando come sopra, trarremo 

— 0-SX<-£X-£X-£)- 

8H. Ecco intanto alcune belle proposizioni, cbe immediatamente si deducono 
da queste due trasformale. Fatto nella prima sarà scn-^-=t (78t. 4.°)= 

"vlv <5 v 35 v 63 v ., a- • . 4.16.36 64. ec. 2.2 4.4 6.6.8 8. ec. 

rzX~X ec . , e di qui 4r= .= _ 

2 4 16 36 64 ^ 3.15.35 63. ec. 3 3.5 5.7.7.9.9. ec. 

espressione singolarissima della quarta partedellacirconferenza, trovata da Wallis. 

8(2. Fatto *=pjr=z45% avremo 2ren*=2sen45°=(784)J'2:=y7r X^X 
63 .. <43 .. 255 .. _< , 1. 3.5 7.9. 11. 13.15. 17.ec. 

64 X 144 X 256 XeC ' _ T r X "^4.8.8.12.12. 16.l6.ec. ’ ° nde ’ S ° StÌtuU ° 11 va!ore 

,. , ... . 2.2 6 6 10.10 14.14.ec. 

di T ir già trovato (811), verrà K2== — , altro bel teorema 

t .3.5.7. 9. t tJ3.t5.ec. 

d* Eulero . 

813. Si cangi x in - — la formula diretta del seno (806) darà sen — - 

V — * |/_ i 

x- 

V — l V — 1 

( 1+ ^)( 1+ 5 :t )( < ' 4 '9^) ec ' FaUo X "=T> si avrà ' , , . , - +-«.= 


x / 4 . x x* \ ^ 

4 "+" 2 3*2 3 4 5 " f “ ec ' y e Ia trasf ormata (8(0) scn ~ — -= ; 


V-* v-< 

tt* 7 r* 

2.3z 1 2.3.4 5s 

7T< 

Z"~ '-f-— — _ 

2.3 ^2.3.4.5 


( < ' t T)0 + Ì)( ,+ à) ec -J * P« *•, 2»-+-—-. X- 
z'—+«c.= ; (^=-H^j-(-i)( s - ( -i) e c. Saranno perciò -1, — ec. 


7T^ 4 g 

le ridici dell’equazione infinita z“h — " — z n ~‘-l - — 

2.3 2.3.4 5 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 

t«-’+ec.=0j e quindi le note formule generali dei paragrafi 287 e 288, 
meglio ancora le particolari del paragrafo 289 daranno 


X... 


tri 

IRT’ 


-P,=l+±+±4-i + ec =5-; 7>,=l+~+l + l + ec . ; 

-P,=l+ì+J. + i +ec . = ^. ^+~+~+i+ec.=^ ; ec . 

D’onde si trae come per mezzo della circonferenza rettificata può sempre aversi 


la somma della serie infinita IH — - 


4 4 

+*7r*-l-ec. 


2‘» 3’» i‘n 
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844. Similmente le formule ilei coseno, cangiatovi come sopra x in , 

V — 1 

ed* 1 io Jjr*z,daranno 4 -p ^ Z +2~3T* CC ' = 0~ t " I )V.'~ , ~9 0* ’ ’ ' 

, 4 4 

( jj - A « e saranno perciò — 4 , — — , — ~ , ec. le radici dell’equazione 

-r 25 J r 3 1 5* 

j i K - i — — *»-+-ec. =0. Avremo dunque 

^ 2.4 2.3.4 3 

14 n* „ . , 4 1 , * . 

-P t =<+ 3 -+^- + ' ec - = J P » = 4 " h T i - H ^ +CC ' = 96 *** ec ' 

, 1 1 1 

Potrà perciò sommarsi anche la serie 4 +— 4- — ec ’ e t l ll " 1,l,au - 

che l’altra — 1 1 — — — -f-ec. differenza tra questa e la precedente. Cosi 

4 4 4 7T* 4 4 4 jr 1 

se « =t , avremo t + -+-+- + ec. =-5- , ed - ■+■ - -^^-l-ec..-- . 

845. Un’ altra trasformazione dei valori di serti e di cosi, più ancor singo- 
lare, e d’ importanza sommamente maggiore, è la seguente. Se in e c = (464 .2°) 

1 i*q — x’ H — ; 3 | *4-4- ec ‘ “ P on g a P r ' raa * — a V — <> poi x — — 

°V-<, e quindi si sommiuo e poi si sottraggano le due serie , avremo 

SV-'+e-oV-' =lQ-~ +^- T l—+ ec. ) =(806)2cosa; 

e °V-<_ e -“V-' =2 y__< ec.) = 2y-l.se.ta. 


ay — 4 — <>y — i 


ancora j/ — 1. lunga = 


al/— 1 — ut/ — 4 al/— 4 — al/_4 

e —e e -f-e 

Dunque senapi T^p — ^ , « coj<*= ■ ^ i “ 0,, de 

al/— 4 —al/— 4 2al/— 4 — 2al/_ 4 

/ e — e e — 4 4 — e 

ancora 1/ — 4. tanea = — — ■ ■ ■ ■ — „ , . — -> 

r S al/— 4 —al/— 4 2at/_ 4 — 2a]/_ I 

e ' -4-e r e r -H 4-+-e 

formule di grand’uso, e fecondissime di conseguenze di cui accenneremo le prin- 
cipali. Ma prima facciamone applicazione alle due belle seguenti ricerche, il che 
gioverà intanto a meglio farcene apprezzare il valore , e rendercene più lamiliare 
il maneggio. 

846. Debba in primo luogo sommarsi la serie s—sena-+-sen(a-^-6)-i-sen(a-h 
2ì)-4-ec. -t-sen(a-4-nò). Posti per sena, sen(a-\-b'}, se«(a+ 24), ec. i valori dati dalia 
prima delle due formule precedenti, e latto per comodo aj/— 4 —p, ò|/ — 4 — q, 
troveremo 2tf/_ 4 =e' > (4-pe’-4-e*4-f eW+ec.-fe' 1 ’) — e-' , (4-4-e-’-+-e- J 4-4-e-’4-+- 
ee. e-*4)jove i fattori polinomj sono manileslamente due progressioni geometriche. 
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r ef(ep+')*—t) 


«<7 a ( cP(e(*Ti )i 

Sommandole mediante la formula ssc — — (372) avremo s — < — — 

q—i ' « cl—i 

e ?_e -»)2 y —1 = 


-p(e-t«-t-')7_() | ot/ ( et>+»4 _ e p-HOH-')f — ep-V+eP s 

senfa-jriti) — se« (a-H(n-M)i) — sen(a. — J)-+-sena 


2(1— cosi) 

( 796 80* 797 89* 1 — 2 ^» T *co*(«-H(ra-H 4 )6)-H2se»y bcos(a~~ | A) _ 

' ’ 4sen*^b 

— coi(a-4- («-4- j )5) 4) sen(a-H{n4) je«y(n-H)i 

— - , =(7^0.04 ) - - - - .soinnr 

2se«^4 v ' senji ’ 


817. Cangiato a in 90-+-a otterremo s = cosa-i- cos(a-hb)-hcos(a~i-2b) . . ,-h 
cos (a-i-j ni) senj (n-j-l)b 

eos(a-hni)= » ; e sesia b=a, ed n-H = m, sara s = 


sellai 

Cosa-)-cos2a-(-cos3a cosmo 


cos | a (m- H 1 ) seri j am 


. Pongasi am — 


» 2tt 1 27t 4ir 

lir, e perciò a = - , saia sen — am = rewr=0, e quindi cos Hcos — -+- 

m 2 m m 

6rr 2?r 4ir ,, 

eoa -Hec . . , -f- cosStv tu: 0 ; ovvero, poiché cos2tt =1, cos — -f- cos — -f- . . 


m 


m 


6ir ( m — l)2ir m — 1 2ir 

cos Hec. . . -H>os - == — 1 : ma (794.69^) cos 2rr=coj — , 

"i m ' m m 

m — 2 4?r 

C ° S — Hi* n ~ C ° S nì’ 6C " ^ unt l ue se m « impari, presa la serie fino alla metà, o 

c i . • m — * , , 2tr 4r 67r 

imo al termine cos — - — 7 77 , si avra cos Hcoj — -<-eos |-ec •+• 

sm m ni ni 

m — 1 1 ^ 

cos >nl j - • Se poi mi pari, e quindi impari il nnmaro dei termini del» 


la serie, siccome in tal caso il termine medio sarebbe cos 2 ir costi : — — 1 , 

2 m ’ 

cosi presa la serie fino al termine precedente , ossia fino a cos ( — — 1) — , si a» 

2 m 


. 2ir 4ir 6ir 

vra cos — -Hco.s Hcos — -4-ec 

m m m 


m — 2 

-cos — — 2ir— 0. 
2 m 


... « tm 

8 1 8. Di qui si ha il modo di inscriver geometricamente in un circolo dato 

un poligono regolare di 17 lati (609). Si faccia m — 17 : sarà — =J- V arco 

m 17 


sotteso dal Iato di questo poligono; chiamatolo f , avremo (817) cosf -+- cos2y > -H 
cos3p-Hcos4p-Hcos5p-Hcos6y-Hcos7y-Hcos8pcz-— Si ponga 1*. cos^+cos4p=3 
p ; 2*. coj2y-Hcoj8j)c=q ; 3*. cos3f-+-cos5f=r ; 4*. cos6p-Hcoi7p=s. Multipli. 
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cando le prime due troveremo pq = 


coxycoa 2y 


(eo.ty-f-coj 4y)(co.»2{H-co.s8y) — 


I -t-eorycor8i> 


=(795.78*) ) 


■j COStp -f-yCOj3y 

5 cov7y-f-|coi9y 
J cov2y-|- ‘ coj6y 
^eo*4y+jeorl2y 


| -+-cos4ycoi2y 
' +cor4ycOi8y 

cioè* riflettendo che cov!2y — co*(17y— 5y)=eoj(2ir— 5y) = (792.57*)=co*5y , 
e cos9y =coz(4 7y — 8y)=cor(27r — 8y)= coi8y, pq=j (cosf-+tos2<p-\-cos3f ■+■ 
cov 1y-4-co*5y-t-coi6y-t-coj7y-+-co*8y); e perciò 5*. pq= — * • Nel modo stesso, e 
Con analoghe riflessioni, troveremo 6*. ri = — J. , 7*. (p-hq) (r-hs) = — 4. 
Frattanto poiché si ha pure 8*. p-hq-hr-hs = — * ,è manifesto che da queste ulti* 
me quattro equazioni , niuna delle quali eccede il secondo grado , potranno aversi 
i valori delle quattro incognite p,q,t, s. Per l’intento nostro non abbisogneranno 
però che quelli di p ed r. A tale effetto, osserveremo che dall’ 8*. si ha (p-hq) * -t- 
2(p-hq)(r-hs)-h('~-hs) ’ = j , equazione che la 7*. riduce a (p-hq) * -f-(r-)-s) * = ; 
è se da questa per mezzo dell’ 8*. si elimini r-t-i, avremo p-hq = — ; -+-V (4-f- 


— ); e quindi r-f-s = — ’-*-(/( 4+ ~ )• Costruito il radicale (685), ed egua- 

gliatolo ad a, i segni di sopra daranno p-hq— — j+o, r-f-j =— ^ — a. Moltipli- 
chiamo la prima di quest’ equazioni per p, l’altra per r, e introduciamo i valori di 
pq, rs presi dalla 5* e 6*; troveremo 

P — [("— J)-1-tI // ( < +("— ’)*)> ,=s — r( n +y)+TV( < "K a +ì)*)- 
Si conoscon dunque, e posson coi noti metodi costruirsi p, ed r. Frattanto poiché 
dalla 3*. abbiamo r=r eo.«3y-H?o$5^=(796.8l*.) 2cos^co$4^, se questo valore •’ 
introduca nella 1*. moltiplicata per còsy, avremo cos* f-+-jr^=pcosy > equazione 
die risoluta darà cosy = * a — 2/*), che pure potrà costruirsi. Dopo di cbe 
elevalo il seno corrispondente al trovato cosy, resterà così determinata 1’ ampiezza 
dell’arco y, la cui corda sarà il lato del poligono richiesto. 

E chiaro che tutto il segreto, per dir così, di questa soluzione dipende dalla 
composizione dell’ equazioni l a . 2*. 3*. e 4*. 1 principi c ^ c conducono derivano 
da un’analisi assai più sublime, che forma il soggetto d’ un’insigne Opera di Gauss , 
intitolata Disquisitiones numerorum. Qui non possiamo altro osservare se non che 
essendo, come abbiamo veduto di sopra, cos5y=:cosi 2y, ed avendosi di più cns7yw=z 
cos(2iy — l7y)=cos(24i> — 27r)=co$24p , gli otto coseni posson riguardarsi come 
distribuiti in maniera tale nelle quattro equazioni , che in ciascuna 1’ arco spettante 
al secondo coseno sia quadruplo di quello spettante al primo. Ciò gioverà a meglio 
fissare l’idea sul modo col quale si compongono le quattro equazioni. 

819. Debba iti secondo luogo sommarsi la serie s z=bsena — f 5* seti2a-\- . . 
^b*sen3a—‘fb*sen4a-+-ec. Operando in principio come sopra (816), e ponendo 

o^—l =zp troveremo 2 sj/ — l=Ae^— ^ ^ — ec. — 

(be*^— ^b*e ec.) =(455) / (1-f Ma. • 
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2r|/ — 1=2 j|/ — 1X.le =s le ^ j dunque sostituendo e togliemmo i logaritmi. 


2j|/— 1 


t-i-Ae ' 


l+Ae 


— V 


. Si moltiplichi ora tutta l’equazione per e 


ponga 


_ 4-H» . ,/ „ „ < 2x1/ — 1 

A = — , e 2rJ/ — 1 — p=2xy — 1 ; avremo e = 


4+f l — e P ) 2xl/ — 1 , — /> 2x1/— 1 

■ ' ; d’ onde (e ' — 1)(1 -f e ') = m(e ’ -H)X 

4-f-e ^ — m(l — e ^) 


(<-e )• D- qui == m ( “ )= m Vy~ j = 

4-H? r ■ ■ 


e 2 ^- +< 


/-H 


a y—\ 

»( — — — - — - 1 ). ossia (815) tangxxxm tang\a, c riponendo i valori di x ed 


-H 

ni, t“ng(s — J a)= - — — lang\a. 

820. Se i= 1, sarà tang (s — ja)= 0 ; e quindi s = ja, dal che avremo dun- 
que .,cna — ^senla-ì-^seriia — Lsenia-1-^senSa — cc. = ; e se si cangi a jnw — a, 

otterremo (794) iena-t-^.ie«2n-f-^ se«3<M-' aen4a-(-«c.=^(5r — a) ; serie che 
sommate daranno sena- jen3a-t-' se«5a-i-ec. = jjr. Che se il cangiamento di 
a in 7T — a si (accia nella serie generale proposta, avremo sz^bsena-i-yò* sen2a-f- 

^ 6\*e/i3<i-f-ec. ; e tang(s — J (tt — a)) = ~ — - cot\a , e cangiati i segni tang(\( n — 

&-H 

«) — s) = c°t\ a , formula che confrontata con l’altra (842) tang\(a } —> a") = 

\ — 

— — — , cot \a, darà ^(tr — a) — s=[ ( a ’ — a"), e quindi s = ^(n—a — a'-4-a"). 

' ~é> '§ 

Ma 7r — a—a x =a ,, i (566) dunque jskj 11 , cioè s eguaglierà il valore dell’angolo 
a u opposto al minor lato g n . Avremo dunque per quest’ angolo , a!' zzbseiui-t- 
^ b* sen2a-+~\.6'sen3a-j-ec. ove b rappresenterà il rapporto g 11 : g l dei due lati che 
comprendono 1’ angolo a. 

82 \ . Nel modo stesso può sommarsi la serie s= bcosa — -J b a co s2a -\-- 3 b'cos 3a 

p 

— ec. ; poiché introdotti per cosa,cos2a, ec. i loro valori, otterremo 2 sz=.be — . . 


i,l>*e^ P +lb'^ P — ec. -f- bc P — ji’e ^ P +\b’'e ^ P — ec. = l{1+be P )-)- 


«a ■ Lui — | l/L y V O | \J 

/(M-Ae ~ P ) =l(i-‘ r be P )({+be~ P ) =1(1 +b'+b(e P +e" / ’))=/(H-J*-f-24 C osa) # 
"Quindi se b = 1 avremo cosa — j cns2a cos3a — Jcos4a-t-ec. = (797 88*) 
i( 2 cor‘ a ) 1 = l2cos j a. Cangiato» in TX— a, aerassi cosu-4- \ tos2a-+-j coj 3 o-+- 
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' « 0 t 4 a- 4 -ec.=— Utenza, e sommate le dne serie, eoia-f-|co*3a+ ' cos5a-|-cc .== 
\lcot\a. Ma ritorniamo ormai alle due formule primitive (845). 

822. Poiché dalle Medesime , viene . e — *4 *z=coia-*~y i X tcrwzzz 

cosa(i-i~y—t. tango.), e presi i logaritmi, -+-a J/ — . t - i CO sa+f ( < ±.y _ 4 . tango), 

si avrà sottraendo 2 «^— 4:=fl±- V ~~ 4 ‘ ta ” S “ , e ( 455 ) a^tanga-—?— 

*^y~-1. tango’ ‘ v ^ 6 ~ r 

tang s a * ... _ 

"'5 1 **• * er ’ e rettifica la semicirconferenza jr. Infatti posto a= 45 ° 3 :— 

v • •*’ 

sarà tingaci (781. 3.<>), ed avremo valore di cui ah- 

* 3 5 7 " 

biamo amicipatamente già fatto qualche uso ( 97 ). - 

, Come per altro questa serie è pochissimo convergente, miglior partito sarà di 

cercare il valor di - nel modo che segue. S’immàginino due archi a, l tali che 
sia tari gaz = J , e b=4a — 45° . Sarà tangbzz= 

•i-i-tangia 

■ ’s ' *—r-taiig la , _1 — taMg*a, -t^.: 

120 . , { 
tflng 4 a^.-_;- a i avrà dùnque Sostituendo fa/ij»5=j-. Ora con questo valore la 


l+iftin^a 

(799. 105.*); e pòi- 


formula superiore 'dà 


4- 


4 


3.259* 5.239* 


4 


. *. • 4 , 4 , v- 

« con targata — da 
5 


"K 4- ri^ + n^-* c ) °* WJ+ T 0>-y.°,04>-Veo.) , 

M* 


dunque 4a — 8=- = — —l_f < 
' 4 239 \ 


3.57121 5.57l2i* , 7.57121’ 


( 4 — T' 0 , 04 + T' 0,04 ’ — T , 0 , 04 J+ec ì“ i *■’ 

' ' i •/• . . 

823. Siccome (787. 48.*) tanga^—^-—., fatto Me, avremo 

- i, _ r .r>=- 


4 4 «. 

-+- -^tang'a = ^(I— y*) *-* 


1 4 ' .—2, 

yfang’a=— y_ r 7(4- ir «) r = 

-+- -1. tangsa = ~^‘>(1— jr*) ^=r 

. — ec. — ec. 

7’. II. 




V 5 V I ! * . 


• « r 

, 
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2 4 * 

. . , * 

e quindi sommando, riponendo il Valor di y—sena, • osservando che il prima 

- . a - ‘ ^ 

■ sen'a •+■ 


membro della somma è eguale ad a (822), troveremo a—sena-\- 
3 


n J 


» 3.-5 i 3.5.7 . / 

• scn s a-\ senTa- serica -f-ec. serie che da l’arco per le po- 

2 4.5 2.4.67 2 4.6.8.9 r v 

. ’* * .■ V ... 

lente del seno, coinè l’altra lo dava per le polente della (angeote . Cangiando 

poi nell’ una e nell’altra * in Jtr — a, avremo l’arco dato per le potente del 

coseno, e per quelle della cotangente. 

Sruoti che queste formule suppongono al solito il raggio ( . Se il raggio 1 r, 

' < -. . seti'a 3 seu ! a 

l’arco diverrà r volle maggiore (623), ed avremo a=r(sena-f-> ^ --. -) — ^ ■ | ec. ) 

ove sena dovrà prendersi , come per Cavanti, nel circolo del raggio 4. Or ai 
ponga bssrscna , seno dell’orco a nel circolo del raggio r (782), e si chiami 


o* l'arco che nel circolo del raggio 4 ha per seno b. Avremo a=3-+- 


b » 

2.3 r* 


34» b' 3b> ■. 

1 - ec ■ ed a 1 t-ec. e sara a minore o mnggiove di a , 

1.4 ' 2,3 2.4.5 ' . ‘ - po » 

i . ‘ * 4 »■ i . \ < J 

secondo e|te il raggio * sarà maggiore o minore deL raggio 4. Di qni facil- 
mente s’inferirà che di due archi che in circpli ^tif/brepu hanno uno stesso 
seno, a so fi sottesi da. una stessa corda, qucUo è men lungo che appar- 
tiene al circolo, di raggio maggiore. 


z àV — 4 


824. merendiamo adesso le formule (822) e ±zcosa z t z p ' — 4 . sina, 

t ti ponga 4 t ' n=: 2 /i 7 r ; 2.® a^=(ìn-f-4)7r; 3.° a=:(2n-t-{)jr. Sarà (794. 73.*) ner 

* . rt-2r«rl/— 4 . ' * » 

primo caso cosarci, sena— 0, ed e . =4; nel secondo .cosà — — 4, 


; (2n-»-4)ir^— 4 


queste tre eqnationi s’ inalzano alla potenza 


a, ... V— 4 :r2H;r , . V— 4 rr(2«H-4)rr , , V — i 

y-1, risulterà 4 r ,{~4) r =e+* . fet^-f) = 

^;(2n-(-r)7r . , 

e , valori tutti reali, infiniti di numero ed inattesi. 


825 Se alle due formule 


-+-2nirl/ — 4 . ->-(2/i-H )rrt/ — 4 

4 .* e =4, 2. e~~' T r =— 4 

• A applicano » logaritmi iperbolici , la 4.* darà ■+ z 2mt)/ — 4= Z) 4 j il che 
mostra che l'unità oltre lo zero (444. 4.®) ha un'infinità di logaritmi lutti peraltro 
immaginar]; come del pari oltre un logaritmo reale, altri infiniti e imma- 
ginar] ne ha qualunque altra quantità b, giacché Ib—lbXI—M+H, Dalia 2.® 
fatto »=0, si trae -+;7rJ / — i — loga-i- e di qui 4 : jr k \ — 4 : log — 4, 
celebre analogia di Giovanni Bernoiilli ^ dalla quale vicn dato il rapporto 
del ràggio alla semicirconferenza espresso du termini amlieduc immagina- 
ri (444. 6.®) ina finiti. 


.-4 t 


4 v , 
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826. Poiché e - 2 ^-‘=«, .d , saia l‘.y \=3 

±2ziy-t ±(^±ly y -< 

e m S bco*—2$/—1 X»«n — , «II*. V _ 4 =« m ; 

m m 

s=cos — -^—TrZtiy — f Xscn n ~^~ “ Ky formule che, posto successivamente n = 0, 
ni m 

=H, =2, ec. daranno tutte le radici m* ime dell’unità positiva e negativa, che non po- 
terono aversi con l’algebra comune (3H).E qui iermandoci a considerare la I*. si no- 
terà 1°. che se, dopo aver posti per n lutti i numeri interi da 0 fino ad m — 1, si 
proseguanole sostituzioni ed i calcoli, torneranno sempre e con l’ordine stesso 
gli m valori primitivamente ottenuti. Infatti ponendo nz=m, = 2m, =3 m, ec. , 
e in generale multiplo qualunque di m , è chiaro per le note formule 

(794. 72 a . 73* .) che si otterrà sempre 1, come da w = 0. Ponendo poi n = 
z=zmp-\- 2, ec., e in generale n z=mp-+-r espressione di qualunque numero mag- 
giore, tua non multiplo di m (4f), e nella quale si ha necessariamente r^m, avremo 

2 nn s n 2nz x 2 m 2nit ‘ 2nr \ 

cos =cos( 2pn-\ \ =(794.69*) cos — .e seri sssent 2o7r-f— ) = 

m \ m J ni m \ ni J 

2 rrt # 

sc/i— — , precisamente come dal porre n = r, ossia dal porre per n quello dei nu- 
m 

meri primitivi minori di m che corrisponde ad r. È dunque chiaro che nè da n=: 
nifj, nè da ri = mp~\-r potrà mai aversi verun nuovo valore. 

Di più se preso »< m, si faccia n = m— r. avremo cos =:cos(2n — . 

ni 

=(794.69*)co$ » r . 7T . . ; sen^^- = sen(2n — -^^ ) = (794.68*) — sew^* ; 
m mm ni ni 

e quindi il segno inferiore darà!/ \ = cos — —-Hi/ — l.if»— , valore identico 

m in 


a quello che dà il segno superiore con /i=r. Dal segno inferiore otterremo dun- 
que in ordine inverso le stesse radici che dal superiore , in modo cioè che 1’ ulti- 
me date dall’ mio coincideranno con le prime date dall’ altro, e reciprocamente; on- 
de neppur valutando i due segni, potremo aver dalla formula più che i soliti m va- 
lori, o le solite ni radici m simc dell’ unità. Avuta poi dal segno superiore la prima 
ancia di queste radici , è chiaro che con gli stessi valori di n avremo la metà ri- 
manente dall’inferiore; di modo che facendo uso insieme dell’ uno e dell’altro, i 
valori numerici da sostituirsi in luogo di /i, potranno ristringersi lino ad * m se m 
è pari, o fino ad |(/w— 0 ® impari. 

E infine da notarsi che a riserva della radice data da » = 0, e di quella data 
da quando m è pari, la formula dà immaginarie tutte le rimanenti. Egua- 

li riflessioni potranno iarsi sull’ altra formula , se non che da questa si ha una sola 
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radice reale quando m è impari, data da 2 «-+-< =m. Quindi se m è pari tutte le 
radici m umc di — t saranno immaginarie. Tutto ciò è conforme a quanto si ride 
altrove (305 e segg.'). 

827. Siamo adesso in grado di risolver generalmente l’equazione a due termi- 
ni (304) =0, o l’altra più generale x "rpa* = 0; poiché traendosi da que- 

rn m m m 

si’ ultima x x= Jzrta»:=J/a»X— 1 —àY— <, posti i trovati valori di a- 

.... . I 2nir . , 2rm » 

vremo per l’equazione col segno superiore i = « J cos —V — 1 .50» 5 , 

* ni m * 


; per quella col segno inferiore x = a { cos-^— 7nt — 1. 


2»-H 


4 m 


qui i fattori generici di primo grado x— cos ziri/— 1 .se/i } perlapri- 

4. in m * 


ma equazione, ed x — a j cos — ì- ttZÌz\/ — 4 . seti — n J per la seconda. Re» 


2h-H 

m 


2 nrr 


spetti vamente moltiplicandogli, avremo i fattori quadratici x 3 — 2 axeos \- a* 

m 

per V una, x 3 — 2 axeos — — Tz-\~a 3 per l’altra j e nei primi potremo dare a 2 n tut- 
m 

ti i valori pari 0, 2, 4, ec. fino ad m inclusivamente se m è pari, o fino ad m — i 
se m è impari ; nei secondi potremo dare a 2n-\-4 tutti i valori impari 4, 3, 5, ec. 
fino ad m — <, se m è pari, o fino ad m se m è impari. Dando a 2/i, o a 2«-4-4 
valori più grandi si dimostrerebbe, come sopra, che tornerebbero i fattori già pre- 
cedentemente comparsi. Si avverla però che dovran ridursi ai fattori semplici x — a y 
x-H* i fattori quadratici (x— a) 3 , (x-f-a) 3 che per la prima equazione risultereb- 
bero 1’ uno dal porre 2n= 0 qualunque siasi m, 1’ altro dal porre 2 «= m, quan- 
do m è pari. Poiché non avendo P equazione che una sola radice eguale ad a, e nel 
caso di m pari un’altra, ma unica eguale a — a (305. e segg. ), non può dunque 
aver due fattori eguali ad x — a,x-\-a. Nel modo stesso e per la stessa ragione si 
ridurrà ad x-d-a il fattore (x-Hz) 3 che per la seconda equazione risulterebbe dal 
porre 2 «4-f = m nel caso di m dispari. 

828. Da l utto ciò si raccoglie che riponendo per semplicità maggiore 4 in luo- 
go di a f avremo nel caso di m pari, I*. x*— 4 = 

2tt 4n m — 2 

(x— 4)(x 3 -t-4 — 2xcoa* — )(x*-4-i— 2xcos— ) . . (x 3 -H— 2 xeos — -tt) (xHM) 
m tu m 


, „ m * X 

.(x *-H — 2xcos ir); 

m 


II a . x*-}-f =(x 3 -+-4 — 2xcos — ) (x 4 -M — 2xcos — ). 

m m 

e nel caso di m impari IJI a . x" — 4 = 

2t r 47 r m—4 

(x <)(x a -H 2xCOi — )(x a -H 2x005—) (z“ + ( 2x005 7r) 

m m ni 

IV*. x--H = 
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(*■*4-1 — 2 xcos — )(x 1 -4- t —ireos — ). . . . (**-+4 — 2xcos ir)f*+0. 

m m m 

jjl — 2 

E la I*. avrà nel secondo membro — - — fattori quadratici trinomj , che uniti al 
fattore binomio e parimente quadratico se* — I, darà luogo al numero completo de- 
gli "r - fattori quadratici competenti ad un’equazione del grado m con m pari. La 


seconda avrà — fattori quadratici tutti trinomj; le due ultime avranno 


■ fatto- 


ri trinomj quadratici , che come sappiamo sono i soli competenti ad un’ equazio- 
ne del grado m quando m è impari , ed in oltre un fattore binomio di primo grado. 
Or si divida la I*. per se* — 1, e quindi si ponga x=t. 11 primo membro 
x** t 

diverrà primieramente ■ •, espressione che ,r=t cangiain (t 76,11 ) Avre- 


mo pertanto \m = (2— 2cos — ' )(2— 2cos — )(2_2co.s— )....(2_2eos ™ — ~ k ): 

m m m m 

ma in generale (797.89*) 2— 2cor/> = 2*sen* jp, dunque introdotti i valori dati 
da questa relazione, e rammentandoci che i fattori del secondo membro sono 
m — 2 

— - — , incontreremo facilmente la rimarchevole espressione 


... n 2n 3tt m — 2 . , m 

V . sen — X sen — X*e™ — X — ir=y - — , che sussiste con m 

m m m 2m 2*-* 

pari , e di più ^>2 ; poiché diversamente non avrebber luogo nella I* i fattori tri- 
nomiali , nè in conseguenza polrebbesi istituire il calcolo precedente. 

Posto del parix=t, la IP. darà immediatamente 

2 =(2 — 2cos — )(2— 2cos— )(2 — 2eos— ) . . . (2— 2coj — — - it ), e cangiati co- 
pi m m m 

me sopra i coseni in seni , avremo 

.... * 3n 5tr m — t . t 

VI ’ ,en ~2m X ‘ en 2m Xsen 2^ K=J/ ^ ’ es P ressione a ' 

vrà luogo con m pari e qualunque, purché intero , non militando qui le ragioni che 
nel caso precedente hanno esclusi i valori di m non maggiori di 2. 

La IIP. di visa perx — t, e postovi come nelle precedenti x — 1, caogerà in 
m il suo primo membro , e darà in seguilo 

„„ ir 2tt 3;r m — t . / m 

vii*, sen — X sen — Xsen — sen •jr=y— . 

m m m 2 m 2 m ~‘ 

La IV*. infine con x=t darà immediatamente 

...... rr 37r 5 tt m — 2 . t 

vili . sen —Xsen — Xsen - — sen — — n—y ; e in ambedue 

Ini lm 2m 2m 2"—' 

quest’ ultime dovrà essere m dispari , e per ragioni consimili a quelle già portate 

di sopra, ^>t . 
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Finalmente ridotti gli archi della V*. e VII*, al denominatore 2 m, e quindi 
moltiplicata la V*. per la VI*, ovvero la VII*, per I’ Vili*., avremo io ambedue 
i casi 

7r 2?r 3 tt 4tt m — i f/m , 

IX*. seri- — X*en — Xsen -—Xsen — X * • — n = — , che avrà luo*' 

2 m 2 m 2 m 2 m im 2*-' 

go tanto per m pari, che per m dispari, purché >1. Cosi posto m = 6, nel qual 

caso — = <5» — = 30°, —=45°, — = G0", ^=75 0 ,saii scn(5 n XJen30'' X 

2 m 2 m 2 m 2 m 2ni 

{ . « « . /\ — cns30° 

ren4.V'Xre/i60 o Xren75 o = — f/6. Ed infatti seri i 5° =(797.90 *) \ - = 

(781)J/ il— ;jen30°='j ie»45°=J/*; scn 60° — j f/3 ; ìo*75° = coj 1 5° = 

\'(i )=|/ — » onde calcolando reti t5''Xren30°Xtenlii o X • • • 

sen§Q° Xsenl 5°=.'-y precisamente come sopra. 


2 rrir 2/i~M 

829. I fattori quadratici X*— 2«*xcos— x a — 2axcos rr-4-a a , c oi*-* 

in m 

rispondono al quadrato del lato di un triangolo , i cui due lati rimanenti aie** 

2 ii7T 2n-M 

no r uno x, V altro a, e contengano fra di loro o l’angolo ,o l’altro —7? 

m rn 

(842). Abbiasi dunque il circolo AA'BB'CC ec. del raggio AK = e se ne di*» 
Vida la circonferenza nelle 2 m parti eguali AA' , A 1 B, BB\ B ] C, CO, ec. ; se a 
ciascun punto di divisione si conducano i raggi KA\ KB, KB', KC,e c. , e da un 
punto qualunque O, preso o dentro o fuori del circolo nella direzione del diarne* 
tro AS ad uua distanza OKxx.x dal centro K, si conducan lereUeO-4 1 , OB, OB\ 

OC, OC, e c. avremo primieramente gli angoli AKA' =— , AKBz =. — , AKB'=z i 

ni m 

— , AKC= — , ec., e quindi A'O* = x a — 2axcos-~- -N**, BO % =x a — . 
m m m 

2 axcos H* a , 5 , 0*=x * — laxcos — ’ -{-a a , CO a = x a — 2oxcos — -{-a 1 , . . 

m m m 

OO'^zX* — 2oxcos — -f-a 5 ,ec. Saranno dunque (828.II a )^f'O a , B'O*, 00 % 9 
m 

ec. i fattori quadratici della funzione x m -t-a M , ossia OK m -+-AK* , ed avremo 
perciò OK m -\- AK u =x.A'0* XB'O* X OO* X ec - Saranno in oltre OB a , 
OC a , OZ> a , ec. i fattori quadratici trinomj di x" — a* (828. P), opiò iu generale 
di ^Zx m z^za m , e quindi di ’*zOK"+AK m . Sarà di piò OS = x-\-a, A O^+Zx^Z 
a , preso il segno di sopra quando il punto () c fuori del circolo. Avremo dun- 
que AOxOS =:£x a :pi a , e quindi OK"—AK*=AOxOSxOB* xOC'ec., 
proprietà insigne del circolo, conosciuta col nome di Teorema di Cotes. 

830. Abbiaosi Tespressioni, f a .& ^ ;2 *.L[(C+Zby — f); 3 a .(n:ì$J/*— 4) ; 
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m . -+-?.P 4 

4*. — l). Eguagliata la 4 a .ad e ed applicati i logaritmi iperbo- 

t t 4 

Iici, memo (444.2°) ;fcs= xlb; e poiché e = coszzhy — t.senz , sarà 

±xF 4 

dunque b = cosxlb±y — 4 . senili. Posto nella 2*. b= titoligli, avremo 

Z(a;tAj/ — 1 )—La( 1 ±y — i.tangh) —La-^-L(_i±y — 4 ,tangA)=(822) La±h X 

y'—i—Lcosh=L r ±Jiy — 4. Ma bua t aneli dà cosh = - , dun- 

coshj r b Kai+b*)’ 

que Z(<t±ij/ — 4) — y i(a * +4 * 4. Medesimamente posto nella 3*. b=z 

a tangh, avremo (urti)/— 4)*= <x»(4±:f/— 4 . tangh)*x= (822)—"" e 

cos"h 

Z= cii7'"k ^ cosnt ^ l -—~V / — 4 . senmh) :=J/(a*•4-i , )*(co^m/«:fcJ^ , — 4 .senmh). Cangia- 

4 m in» h , h 

•ora in avremo per la 4*. \’ (a+zby — 4)= y (a 1 -+-£ * )(co j - ±y— 4 .sen— ). 

T utto ciò mostra che qualunque espressione algebrica , benché irrazionale , loga- 
ritmica , o esponenziale, qualora sia mista di quantità in parte reali, e in parte 
immaginarie, può sempre ridursi alla forma A^zBf/— 4 ; Teorema di D’ Alembert. 

834 . Poiché da e — 4 . seno (822), cangiato a in ma, si ot- 

■±JnaJr — 4 , 

tiene e x=cosma^zy — 4 . senmaxx (cosa^y — ( .seria)”, se di qui si 

formino due distinte equazioni, una con un segno, l’altra con l’altro, e quindi si 

sommino e si sottraggano troveremo 2 cosmax=(cosa-\-)/— t .sena)"-\-(cosa 

y—lsena)", e 2 p / - 1 .senma = (cosa-hy'— l.sena)»— (cosa— J /—1 .sena)", d’ 
onde assai facilmente 

mCm—i Ym— 2 Yw — 3) 

coscia = cos*a co**- » asen * <z~H ù — ■ A 1 cos*-iasen*a- ec. 

* 2.3 4 

2.3 2.3.4.5 K 

cos m ~ l asen s a ec . 

formule che cangiano gli archi multipli in potenze di seni e di coseni d’archi 
semplici. 

832. Avendosi (845) 2cosa = e a ^" -f-e * ne**^ *(4-+- 

— 2aJ/_4 , a y~l — ay — 4 a)/— I -2«l/_f 

e ), e 2y—i.sena=ze — e ' =e (4 — e r ), 

se fatto per comodo a\ — 4=i, s’inalzino queste due equazioni alla potenza m, 

troveremo 

4*. (Q ) w — f "* t | m(m -4) r ( m - 4 ) 5 | )(t»~ 2 ) x 




2*. <2 y-i ^ r ("‘~2)ò m(m-4) f (m_l)5_ m(m-4)(m-2) 

2 2.3 A 
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(m — 6)i 
e' + ec. 

-, . , C m — «X (m-nìay-t . , , 

Ala in generale c =e =(831)cor(/7i — u)a+J/ — — n)a, 

inlrodolti dunque questi nuovi valori, ed eguagliale a parie le quantità reali e le 
immaginarie (247) avremo dalla 1 *. 

771(771 — 1 ) m(m — IY/tj — 

I cosmar+-mcos(m — 2)a+ — - cos(m — 4)<H — ' cosarti — 6)a+ 

ec. = (2cosa) m 

m m(m — 1) m(m — lYm — 2) 

XI . scarna -\-msen[m — 2)a-{ — sen(m — 4)a-| sen(in — 6 )a 


2.3 


+ ec. =0 ; e cambiato m in — m 


III*, cosma — mcoj(m-t-2)a-t- — - - ■ cos(m-\-4)a — ec. =(2 cosa)-" 


IV*. sauna — mscn(m-t-2)a -) — ^ —sen(m-\-i)a — ec. =0 

La 2*. poi, con m pari, nel qual caso (198)(j/ — <)» —-*" *, dark 

V*. cosma — moos(m — 2)a+ - — — - cos(m — 4)a — ec. — ±(2je/ta)" 

VI*, salma — msen(m — 2 )<z+ —seu(m — 4)« — ec. = 0 

e cambiato m in — m 

VII*. cos/na+77ieos(/rs+2)<i+ - ^ cos(m-\-Ì)a-\- ec. =r i Z(2sena)~ m 

Vili*. senma-{-mseii(m-{-2')a-\- - sen(m-+-4)a+ec. — 0 

mentre con m dispari, nel qual caso (j/ — l) ra =:±:j/ — 1 (198) , darà 

IX*. cosma— moos{m — 2)o-t — — - cos(jn — 4)a —oc. — 0 

X*. senma — mstnQn — 2)a-t — - — - sen(m — 4 )a — ec.=ir(2se7«i)"'; 

e cambiato m in — m 

XI*. cosma -\-meos(m 2)a+ j cos(m+-4)a+ec. =0 


XII*. senma-i-msen(m-h2)a+ f en(/»+4)a+ ec. —z^.(2saia)~ m . 

Convien notare che nella V*. e VII*, il segno inferiore ha luogo quando m è della 
forma pari 47»-+-2, nella X*. e XII*. quando è della forma impari 4/1+3 (198). 

833. Di queste serie la I*. la V*. e la X*. danno il modo di convertire le po- 
tenze positive dei seni e coseni degli archi semplici iu somme o in differenza di 
seni e coseni d’archi multipli, oggetto di grandissima rilevanza, specialmente iu 
Astronomia. Ecco i risultamenti che se ne hanno per le prime sette potenze. 
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sena —sena 8»cn hz.= 3 — 4cos2a+-cos4a 

2 seri* a = i — tosla 1 tisana — 1 0 sena — isenìa+scuia 

Vicari = 3sena — sen3a 32seis'a — 4 0 — 4 Hcos2a-+Scosia — costìa 

64sen 7 a — 3 5 sena — 2\senìa-\-1 senHa — seni a 
cosa = cosa Scossa = 3-\-4cos2a-i~cos4a 

7cos % a=z 4-f-coj2« t6cos i a=40cosa-4-5cos3a-4-cosSa 

4 cos ì a = 3cosa-\-cos3a 32 cos 6 a 4 0+4 5cos2a-t-6cos4a-{-cos6a 

6ico $1 a = 35c osa-+- 2 4 cos 3<M-7 cos Sa-4-cos 7 a 
834 L’ equazione isen’a = isena — sen3a dà il modo di trovare prontamente 
le radici reali approssimale di qualunque equazione del terzo grado nel caso ir- 
riducibile (299). Si cominci dal renderla omogenea, moltiplicandone il seconda 
membro per r*(783), e considerando perciò le lunzioni sena e sen3a trasportale 
dal circolo del raggio 4 in quello del raggio r (iVt) ;e quindi si riduca l’ equazio- 

3 4 

neallaforma serica * sena-t r*se«3a=0- Potremo cosi paragonarla con la 

4 4 

. 3rl . 4 

generale»»’ — /za:-t-q=0,il ohe darà 4 ‘.xxxsena, 2 . p— — — -,3 a . q r% senSa; 

ed ò chiaro che dalla 4*. avremo x, se per mezzo dell’ altre due perverremo a 
conoscere l’arco 3a, ed il raggio r del circolo a cui appartengono sen3a e sena. Or 

la seconda dà r = 2j/~ , e quindi la terza scn3a = — ; l’arco 3a è dunque 

quello che nel circolo del raggio 4 ha por seno — (782), ossia ~ j/ — . Calcolato 

P r *P V 

perciò il valore di quest’ ultimo seno, le tavole, per le quali il raggio è 4 , ci fa- 
ran conoscere 1’ arco 3a che gli corrisponde, d’onde l’arco a, e il valore di sena 

nel circolo del raggio 4, che moltiplicato per r, ossia per 2 y ~ , ci darà il valor 

di sena nel circolo del raggio r (782), ossia uno dei valori di x, o una delle radici 

dell’ equazione. Per aver le altre due osserveremo che il seno — 1 / — appartiene in- 

Y P 

sieme e all’ arco 3 a, e agli archi 480 — 3a, — (480+3a) (792.54*.). Dunque 1’ ar- 
co 3a potrà aver ciascuno di questi tre valori, e l’arco a ciascuno dei tre «, 

60 — a, — (60-H»), e quindi sarà x—2p / ~ .sena , — 2p / ,sen( 60 — a), =■ — 


2 J/ .ren(60+a), ove, Io ripetiamo, i tre seni debbono considerarsi come spet- 

tanti al circolo del raggio \, e quindi possono aversi dalle tavole ordinarie. Si 

, \ 3q p s i 

osservi che essendo di sua natura r^senòa, sara 2y -j p> , e >■ Ci ° 

che eon p negativo forma il caso irriducihile (299); perciò quello metodo risol- 
ve 1* equazioni del terzo grado unicamente in questo caso. 
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Esempj 1°. Siax 1 — 3x-4-4 =0, ondep=3, q = 4,se7i3a=^, 3a = 30”,<z = 
40”; dunque x = 2se7jl0°=0, 347296, x = 2ren50 o = 4,532089, x=— 2rer«70”= 
— 4,879385. 11”. Abbiasi l’equazione x 1 — 7x-t-7=0,già da noi riaoluta per altra la- 
boriosissima via (344. e seg.); sarà p = 7, q — T, tenia = - V' » dunque tf= 

26° 22' 8"; 60°— «=33° 37' 52" ;60”-Ht=86° 22' 8". Quindi x= 4,356896,= 
4,69202, = — 3, 048947; i due primi valori concordano esattamente con quelli già 
trovati al par. 345. 

835. Del resto la trigonometria dà metodi prontissimi per risolver l’equazio- 
ne xh±^>x-Hjr = 0, anche Inori del caso irriducibile. Sia primieramente p posi- 

2 p i p 4 p* , a 1 q % 

tivo; si porrà 4*. — \ — =tang?; ed stremo = tang * p, 

• £ n — (787.44*); e siccome fatto per 

comodo l/ — • =/B la 4*. dà — = — — , introdotti questi valori nel valor 
3 2 tangy 

— COSV \\-\-COSV 

generale di x (297), troveremo x=zmy — 1 — m y , ossia (797)x= 

p 5 3 .3 

\ | — l/'cot^y | ; e ponendo 2 a . y tang tango) , avremo infi- 
ne x=y / -~- 1 tango ì — colo* J =^796 8^*) — 2col2&>X \ • Calcolato dunque l’an- 

golo f per mezzo della 1 *., e quindi l’angolo « per mezzo della 2*. , l’equazione 
finale darà il valor reale di x che, come si sa (299), non può esser elio uno soltanto. 

D J y(7* 

Se p è negativo, dovrà aversi , altrimenti si caderebbe nel caso ir- 

« 2n p . 2 p p 

riducibile già contemplato. Sarà dunque -- y — e potremo porre — 

tcnf>. Avremo allora J/( ~ -f- ^-)= je/z* y)=5 ~~cosf ; avremo inoltre 

=— , ed x=_m { V ±^2 } =(797 )-V^ { \ 9 

sena> t w SCU y r sen y ì 3 i 

-+- j/ cot j f | , e fatto come sopra j/ tang } ?=.tanga, verrà x= ~ { tangu-t- 

cotta l =(796.85*) l/— . Si avverta che essendosi sempre supposto q posi- 

' tenia 3 

tivo, se fosse negativo dovrebbe cangiarsi x in — x , e q si ridurrebbe positivo; dopo di 
che non resterebbe che cangiar di segno gli ultimi valori di x. 

836. Con industrie consimili posson risolversi trigonometricamente anche I* 
equazioni dei 4°. grado ; ma noi non ce ne occuperemo, e prenderemo piuttosto a 


3_ 

2 tewf 

S 
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mostrare come possano pure risolversi con gli stessi metodi 1’ equazioni de- 
rivative del secondo grado della forma x*" — 2 <ix*_j;&.^ 0(2 36). La soluzione ana- 
litica di queste equazioni si riduce ad x*=a | 1 TtJ 7 (I H — - ) J se l’ ultimo termi- 
ne è negativo, e ad x» = n | irtj/(l ) J se è positivo. Nel primo caso ponga- 
si — e'_per conseguenza q — eoty X V avremo x n = cotf { 

jmh» 1 y) J j/b; e poiché J/(l-M«ng*y)=^787.30 , ).secy, sarà x* z={cotf~*Zcotf X 

i ecfjy'i. Calcolati i due valori , si rappresenti l’ uno con p", l’ altro con — q"; a- 
vremo x' 1 — -p*==0, x“-t-q n = 0, dalle quali due equazioni potran dunque aversi 
(827) tpUi i valori di x. 

837. Che se l’ultimo termine della proposta sia positivo, ed ahhia dunque luo- 
go la seconda soluzione analitica, distingueremo due casi, cioè di i<«*,e diA]> 

, b b 

a 1 . Nel primo il radicale sarà reale , e poiché si avra — <1, potremo lare — 

xrcos’y, e quindi ed i - i ^~V b > 

~ T ' ^ cosy cosf ' 1 cosy 

equazione la quale infine si terminerà di risolvere come nel caso precedente. Nel 

secondo il radicale, c quindi tuUi i valori di x, saranno immaginar). Porremo b=x 

—eosy, valori che, introdotti in quello di x", daranno x n x= p*(eosf±2 

|/_l.seoy),ed xxsfzl/Coosyirj/^-Csen^^CSJO ~ ), 

Di qui x p(cos — -*~f/ < .se.n — ) =^0; e moltiplicando i due valori del primo 

a n n 

9 a 

membro, x % ~r2pxcos — -t-p*:=0. Ma l’arco y dato dall’ equazione cosy=~, 

bagli infiniti valori espressi da 2àzr±:y (794), potremo dunque sostituir 2kir±f in 

2A‘7r"tr^ 

luogo di $/ nell’ avuta equazione finale, il che darà x*^2pxcos—- \-p * =5 0, 

e di qui visibilmente tulli i valori di x (827). 


Risoluzione dei triangoli rettilinei 

838. Abbiasi il triangolo qualunque ABC, a etti sia circo- 
scritto il circolo ABC del raggio KB-— /. Condotto normalmente 
gd AB il raggio KE, sarà U corda o lato AB^(; 8 1 . 3 ")a/ s<?nEKB*= 
I. U a ^ 


Pi 13 
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F .) (3 (5ai) 2 rsen'AK.B = (568. i°) 2 rjeriACB". Nel modo stes- 
so si proverà che BC= 2 /\senBAC, ed A C— •>. rsen A BC . Chiama- 
ti dunque g,g’, g" i tre lati AB,BC,AC, ed a, a!, a" i respettivi 
angoli opposti, avremo g=irsena, g'=irscna' , g"=irsena " , 
e quindi g :g' : g' :: sena : sena' : sena". Dunque in ogni trian- 
golo i lati stanno tra loro come i seni degli angoli opposti ; 
principio fondamentale, su cui si appoggia la dottrina che inse- 
gna a risolvere i triangoli rettilinei. Prima di passare ad espor- 
la premetteremo i°. che dati due angoli, s’ intende dato ancheil 
lerzo, supplemento degli altri due (56i.i°); 2 °. che se son da- 
ti soltanto i tre angoli, non si potrà arrivare a conoscere i la- 
ti, e il problema sarà insolubile. Infatti tutti i triangoli simili 
hanno gli stessi angoli, ma lati differenti e soltanto proporzio- 
nali (5og). Perciò le questioni solubili si riducono in generale 
alle tre seguenti: ì “. Dati due angoli e un lato trovar gli al- 
tri due lati ; 2 *. Dati due lati ed un angolo trovar gli altri due 
angoli e il terzo lato ; 3“. Dati i tre lati trovar gli angoli. 
839 . La prima è direttamente risoluta oda una, o da un’ 

. . ... . . q'sena g' sena . e” sena’ , 

altra dell equazioni g=' r , , b = - — -rr, che 1111 - 

1 b sena’ & scita" 3 & sena" 

mediatamente derivano dal canone fondamentale (838). Cosi se si 

abbia g= 2801 , 83 , a = 26 ° v i 7 l 5g",4» — ^4° 56' sar ®l 
a ,, = i 8 o u — (a-4-a)=68 0 45'36",3; e poiché g'= ^ se ' m . . , g" = 


gsena M 
sena ’ 


perciò applicati i logaritmi , si troverà 

/ g = 3,36207 1 4 Ig =3,36207(4 

- 4 -l sena ' = 9,9083043 -+-/ sena" 9,9691 193 


somma — 3,3603737 
•— L sena = 9,6464709 


somma = 3,33 1 5207 
~-lsena = 9,6464709 


difj *.= 3 , 7 1 39048 <hff\ = 3,6850498 

=/g' =/5 174,93 =/#"=M8 12,28 

84o. Si noterà che le tre precedenti equazioni, benché in 
apparenza diverse, sono in sostanza una cosa stessa, e l’ una va- 
le per l’altra ; essendo indifferente il chiamare o g, o g’ , o g" il ia- 
to dato, e a, o a', o a" qualunque degli angoli dati. Beusì se 
chiameremo g il lato dato, dovrà chiamarsi a l’angolo opposto; 
o se permuteremo g in g', o in g", dovi anno permutarsi q 
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g " in g, oda* o a 11 in a, c reciprocamente 5 il che è ben chiaro. 

84 .. Nel secondo quesito debbun distinguersi due casi dige- 
renti; poiché l’an"olo dato può essere o opposto ad uno dei lati dati, 
o fra di essi compreso. Nel primo caso le stesse formule che 
hanno servito per il quesito primo, servono manifestamente an- 
che per questo secondo. Così se sia ^==1 53 i 2 , 4 i> g 1 — 986'5,ja5, 

< 2 — 56 ° 1 o 1 37 ", 8 si avrà primieramente sena' , a'— . . 

180 0 — (a-f-a 1 ), g"—- — ; e applicati i logaritmi 

a sena J a 

/§'= 3,994(08( ig =4,(850436 

-\-lscna= 9,9194770 +1 sena" z= 9,9998583 

somma— 3,9135851 sommai 4,1849019 

— Ig = 4,1 850436 — / semi = 9,9 1 9 1 770 

tliff*. =9,7285415 dijp. — 4,2054249 

— Isena'—lsen 32”2l'34",5 :=/§"=/( 8425,74 

e poiché a — 56 10 57 ,8 
clunque 180 — («-ha') = 9t 27 47 ,7 

84 ». Ma se l’angolo dato a sia compreso fra i lati g 1 eg”, 
le formule superiori non son da per se stesse sufficienti , per- 
chè in ninna di esse si trovano combinate insieme le quantità 
note a, g\ g" con veruna delle quantità g, a!, a' 1 , che si do- 
mandano. Osserveremo frattanto , che siccome (8. >8) g' : g u :: 
sena 1 : sena ", sarà g 1 Wg" :g'-i-g" :: sena 1 cesena, sena 1 -{-sena":: 
(ygS.g/l^tangi^a 1 r na ,, y.tangi(_a!-i-a"')=( k S 6 i . i°')t.ang(go u -ia) 
= (792. 58 a )co^a; dunque tang \ (a 1 crt a" a,. Con ciò 

si ha la scmidifTerenza dei due angoli a 1 , a"; e poiché Ka'-f-a 11 ) 
=()0°— \ a, è dunque in tal caso nota la semisomma e semidifferenza 
degli angoli a 1 , a" : posson perciò determinarsi ambedue , c quin- 
di anche il terzo lato g. Si osservi che essendo in nostro [arbitrio 
il chiamare g 1 o g n piuttosto l’uno che l’altro dei lati dati, se 
con g' rappresenteremo il maggiore, avremo g'>g'\ e perciò 
a'>a u ( 56 ‘ 8 . 4 °)- e se divisi per g } il numeratore e denominatore 
del secondo membro della precedente equazione, si faccia g' , :g , =. 

lungi . , verrà tang [ (a 1 — a")= 7^77^, coti a= [ a= 

(799.i°5 a )2an,g(4Ì7 0 "^)cot[a, formula che più speditamente ri-, 
solve il prolilema. 
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Sia ^'=44^6,7845 a=\G" '!<>' 4o M ,4: avre- 

mo |a=a3 u 24 " 5o", 2; yo° — {a— 66? 3 5 1 9", 8 


Zg" = 3,6440246 
— /g* = 3,6499950 
diff*. = 9,9910266 
Utili g).=ltangl 4°24 l 29 l ',2 

45°—).= 0 n 35'30",8 
Z tartg(i5° — ).) =8,0) 44 330 
l col ja =0,3634844 

ltangj(a'- — a"):=8, 37764 74 
= ltang 4°24 , 59 I, J 9 
'a'-4-5«"=66 35 9 ,8 


somma = 67 57 9 ,7 =a' 
difp .— 65 43 9 ,9=a" 


dunque Z^' = 3,6499950 
-falena = 9,862907 3 
somma = 3,5 4 29023 
— Z*e«a' = 9,9670208 
dijf\z=z 3,5458845 

= Zg = 2354 4,64 
oppure Zg 11 = 3,6410246 
+ lsena= 9,8629073 
somma =3,5039289 
— Z sena" = 9,9580474 
=3,5458845 
= Zg=Z3544,64 


e cosi l’uno di questi due ultimi calcoli serve di prova all’al- 
tro, e a tutta l’operazione. 

843 . Venendo infine all’ ultimo quesito, si riprenda il trian- 
golo ABC, e dal vertice dell’angolo A si conduca sul lato op- 
posto la normale AD. Avremo (660. 3 °) Oig ] X DC=g , 2 -t-g' ,,:! — 
g 2 . Ma ( 838 ) DC : AC :: senDAC : senADC :: jenCgo 0 — A CD): 
«7190° :: cosACD : 1 , ossiaDG : g [l :: cosa : 1 ; dunque DC —g v cosa^ 

• v I li 1, . .1, , 

e quindi 2 g g cosa=g M -g 2 — g 2 , e casa— ìTp " 

8 44 - Da questa formulasi ha quindi 1 ’ angolo «, quando si co- 
noscono i tre lati g,g',g ". Ma per renderla più comoda al calco- 
lo logaritmico, si aggiunga all’ uno e all’altro membro un’unità; 
osservando che i-f-cosa = 2cos 2 ) 12(797. 88*), troveremo acos 2 , a 
g'*+g' ' 1 —A’ 1 -+-2gV 1 (g'+g' ') 1 — S 2 (g'-h g' '+g)(g'+g"— g) 


%'g" 


W 


Fatto pertanto g-^-g ì - > rg n —iq , e quindi — g=-aq — ^g, 

sostituendo, riducendo ed estraendo la radice, otterremo così a=> 

j/*-- ,, 77- . Oppure si sottragga l’uno e l’altro membro dall’u- 

8 S 

nità, e si osservi che 1 — cosa=-2sen 2 { a;, troveremo 2 sen 2 ja= 

Vg"— g'*-g"*+g a 


2g'g" 


- 5 maag'g"— g' 2 — g l,2 -+-g 2 =-=g 2 — (g"— g') a 

rKsH-ff"— sr')(sr — ^"-+-§'>=2(7— g'ìX^q— g") ; sostituendo 
dunque, riduceudo ed estraendo la radice, avremo seri \ i 


/J 
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|/0?— g)(?— g 1 ) £) iv j sa questa formula per l’ altra risulterà la tei*- 

sV 

za tang[a=y ^-~^^ q ~y ~ , e ciascuna delle tre risolverà in mo- 
do egualmente facild il proposto quesito. Applichiamo la secon- 
da , e sia 

è petciò lg' = 3;7 139045 
-Mg" =3, «850499 


? = 2 30 4 ,82 
g' = 5)74,9^, 

g"=4842,28 


somma = 7,3.989544 


saia’ =42319,03 
<7 = 64 59.54 
q — ■ 4 » , = 984,58 
9 _g"= 13)7,23 


colog. = 2,604 0456 
- 4 -/( 7 — s') — 2,9932540 
•) = 3,449664 6 

somma =8,74 39582 , 

£so;/mwi = 9,3569794 = Z .«e/i 43° 8 f 59 ,f , 5 
e quindi come sopra (839) « =26 47 59 ,0 

845. Del resto la formula %g y g" cosa=g h -hg" 2 — g 2 dà al- 
tresì la soluzione diretta di tutti i quesiti della secotida specie 
(838.840- Infatti se sou dati g\g" e l’angolo compreso a, e 
si cerchi il terzo lato g, l’equazione sciolta rapporto a g, darà im- 
mediatamente g=y (g'^-ì-g" 2 — ig'g"cosa); se poi coi medesi- 
mi dati vogliami a, a", si cangi nella formula a in a 1 , ? per 
conseguenza (84<>)gin g' e g' in g, avremo l’altra igg' cosci 
g 2 ->rg' 1 2 — g ,? -, che sommata con la primitiva darà g'cosa-hgcosci— 

g". Ma (83t)) g= — — ! sostituendo dunque e risolvendo, si a- 
vrà cola — ; e quindi pure cofà"= > c,le vi( “ 

g sena * g sena 

ne dalla precedente, cangiata a 1 in a”, e perciò g* in g" e g" in 
g'. Se infine sienO dati g, g' e l’angolo a opposto a g, e voglia- 
si il terzo lato g", la formula risoluta rapporto ag", darà g"= 
g'cosarlz V(g* — g' 2 sen 2 a). Queste espressioni sono utilissime, qua- 
lora non si tratti che di avere il valore analitico delle incognite 
che rappresentano ; ma nei casi pratici e nelle applicazioni 
numeriche sono onninamente preferibili i metodi sopra indicati. 

846. Fin qui abbiamo considerato un triangolo qualunque. 
Se è rettangolo, i‘ quesiti son meno numerosi, e le soluzioni mol- 
to più semplici; poiché uno degli angoli, cioè l’angolo retto, è 
Sempre noto; dei due angoli acuti, dato l’uno si conosce subi- 
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to l’ altro, che ne è il complemento ; e «li più il teorema dell’ 
ipotenusa ((i 5 <)) dà sempre uno dei lati, «pianilo si conoscono gli 
altri due. Le cpiestioni puramente trigonometriche che possati far- 
si in questo caso, considerate in tutte le loro possibili varietà, si 
riducono alle «juattro seguenti; data f ipotenusa ed un angolo 
trovare i due cateti ; dato un cateto ed un angolo trovar l i- 
potenusa', dato un cateto ed un angolo trovar f altro cateto j 
dati i due cateti trovare i due angoli. 

Or si supponga a 1 ’ angolo retto, e per distinzione si can- 
gi in h la denominazione g del lato opposto. Sarà sena=*= 1, 
cosalo, e di più avremo sena! a = a cosa" , sena"— cosa' , tanga = 
cota", tango." — cotti'. Frattanto 1 ’ equazioni generali (839) 
gsena' —g' sena, g' sena"=g"sena' , daranno i°. g'—hsena = . . 
licosa 11 ; g"—hsena"—hcosd ; formule che risolveranno il primo 
c secondo quesito; 2 0 . g'scna''=g"cosa!', g' cosa'— g" sena. , ov- 
vero g'—g" cota"—g" tango' , g"=g'cota' —g' tango." , formule 
che risolveranno il terzo e «piarto. 

8/17. I seni degli archi compresi fra i gradi 88 e 90 diver- 
sificano si poco gli uni dagli altri, che i loro logaritmi differi- 
scono appena, e neppur sempre, ili qualche unità nella sola 
settima decimale. Se dunque l’angolo che si cerca cada dentro 
i suddetti limiti , e le formule portino a farlo conoscere per mez- 

zo del suo seno, come accade in sena'==t r , le ordinarie tavole 

h 

logaritmiche non sarebbero sufficienti a farci distinguere a qual 
arco questo seno precisamente appartenga, c la soluzione rimar- 
rebbe incerta, almeno quanto alle unità dei secondi , dovute all’ 
arco o angolo ricercato. Altrettanto e per le stesse ragioni av- 
verrebbe,sc l’angolo fosse al ili Sotto di due gradi, e dovesse co- 
noscersi per mezzo del suo coseno, come ha luogo in cosa'^= 

7-. Si eviterà l’inconveniente trasformando le formule in altre 
/< 

per le quali il caso non abbia luogo. Abbiasi sena— ; sarà 
li: g' :: 1 : sena' , e quindi h — g' : h-\-g' :: 1 — sena' : 1 -\-send :: 
101 )' :tcmg 2 ( 45 -f- 1 a J—rzZ : conosciuto dun- 

o 
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qll 

qtle 1' angolo 4 avremo a!. Abbiasi cosa'= j- ; sarà h : 

«a iivfivif l -““Cosa 

V :: I j cosa > ed /i-H# : /i — ^ i- 4 -co$a : 1 — cosa :: 1 — 

O & & 1-f-COJrt' 

"(799* 1 °4‘) 1 : fa”# 2 j «'» d’onde tawg ì a'==|/ formula che dà 

immediatamente a , e quindi a'. Abbiasi infine sena—- e 'p- 

(83q) } porremo in luogo di sena l’espressione equivalente 
f/ (i — cos*a)', sciolta l’equazione, avremo l’arco a per mezzo del 
suo coseno. 

’ ’ ‘ ' • , ' [ 

Applicazioni della Trigonometria rettilinea 

alla Geodesia 


848. Le applicazioni della Trigonometria si estendono ad 
ogni ramo di Matematiche. Non essendo qui il luogo di mostrare 
appieno l’importanza e vastità dei suoi usi, ci limiteremo ad al- 
cuni fra quelli che servono alla Geodesia , scienza che ha per 
fine la misura delle distanze e altezze degli oggetti terrestri. 

I“. Si supponga nota la distanza dei punti A, B; e vo- F.tH 
glia determinarsi quella di ciascuno di essi ad un terzo pun~ 
to C visibile dall’uno e dall’ altro. Si dirigano da A le visual 
li AB,AC ai punti B,C; e da B le visuali BA.BCai punti A,C. 
Misurati gli angoli BAC, ABC, e risoluto il triangolo ABC (83c>), 
in cui si conoscono un lato e gli angoli adiaceuti , avremo AC, 

BC, distanze richieste. 

Che se oltre C abbiasi un quarto punto D visibile da C e 
da B, formati nel modo medesimo gli angoli DCB, CBD, dal 
triangolo CDB, in cui per 1’ operazion precedente già si conosce 
CB, avremo DB, CD. Come pure per un altro punto E visibi- 
le da D,C, formato il triangolo DCE, in cui è già cognito DC, 
avremo DE, CE. Ed è chiaro che così proseguendo a stendere 
questi triangoli, e volgendoli in più direzioni , possiamo aver le 
distanze reciproche di un numero considerabile di punti , con a- 
ver solo misurata sul terreno quella dei pilliti A,B. A questa pri- 
ma ed unica misura suol darsi il nome di base, e a tutto l in- 
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sigine «lei triangoli quello di refe o catena trigonometrica . 1 .’ 
arte di costruir le Carte topografiche e corografiche di un pae- 
se o di una provincia è principalmente appoggiata a quest’o- 
perazione fondamentale. 

II*. Sia KFHG il letto di un fiume di cui voglia saper - 
si in larghezza. Presa e misurata sopra una delle due sponde 
una base qualunque AB, fissato sulla Sponda opposta un punto 
0, e determinate col metodo precedente le distanze ÀC, BC, s’im- 
magini condotta la perpendicolare CD. Ambedue i triangoli ACD* 
BDC, in cui si conoscono le ipotenuse ed uno degli angol i adia- 
centi, faranno conoscer CD (846), larghezza richiesta (5 19 ). 

III*. Misurare la retta inaccessibile AB. Presa a piacere 
ove si può, e misurata la retta qualunque DC, si formino e si 
misurino gli angoli ADB, BDC, ACD, ACB. I triangoli ADC, 
DCB daranno AC, CB (83q), quindi il triangolo ACB, in cui 
son noti AC, CB e l’angolo ACB contenuto, darà AB (84»). 

M/ IV*. Misurare l’ altezza della torre BC. Se la torre 

s’ inalza sopra un piano orizzontale e libero , preso su di esso 
un punto qualunque A, misuratane la distanza AB dal piede B 
«Iella torre, ed osservato quindi l’angolo CAB, o il suo eguale 
Cl)E, formato sopra CÀ dalla DE parallela ad AB, il triangolo 
CAB rettangolo in B darà immediatamente CB ( 846 ). 

Che se la torre ò inaccessibile , si misuri sul piano la ret-* 
ta DE; e condotte le visuali DC,DB,EB si determinino gli an j 
goli BDE, DEB, CDB, Il triangolo DEB darà allora DB, e quia- 1 
di il triangolo CDB rettangolo in B darà , come sopra, CB. 

Che se D, ed E sieno o più elevati o più depressi di B, e 
perciò DB Uon risulti orizzontale , converrà di più condur la vi- 
suale EC, e misurare gli angoli CDE, DEC, Allora dal triango- 
lo DCE avremo DC (83q), che unitamente a DB e all’angolo 
compreso CDB farà conoscere CB per mezzo del triangolo CDB. 

•Se in laogo di una torre fosse da misurarsi l'altezza di un monte alquanto e** 
levato e discosto, gli angoli osservati dal piano sarebbero maggiori del vero, atte- 
so l’ effetto di ciò che i Fisici chiamano re frazióne della luce , del quale è neces- 
sario spogliare le osservazioni prima di porle in orticolo. Non potendo entrar qui in' 
una piena discussione di questa particolarità , ci contenteremo di averla accennata, 

V a . Dati tre punti B, C, D di posizione nota, determinar 
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quella di un quarto punto A nel piano dei tre primi, da cui p.iiil 
possan quelli vedersi. I tre punti B, C, 1) essendo dati di po- 
sizione , tutto sarà dunque noto nel triangolo BCD ; e potendosi 
da A condurre le tre visuali AB, AC* AD, saranno parimente no- 
ti gli angoli BAC,C AD. Ciò premesso si faccia BC=m, CD=n, 
BCD— c,BAC=p,CAD— <7, l’angolo incognito ABC=<y, e l’al- 
tro parimente incognito ADC=y. I triangoli BAC, CAD col la- 


to comune AC daranno (83q) AC= Di ciilì . . 

J senp ieiuj 1 

insertò serup r nsenp * senrp 4 

= , e tatto - — — =tansk * avretno — -- =» , , d 

tisenp s elite itisene] ° sente tangX 

onde sen'p: sèna:: i :tang\, e seno — sento: seho-¥- sento:: 1 — ... 


tang\i i-\-tangk. Dunque se " r 

tang j (f — &>) 


;^'j,cioè (798.940 


seny-\-sente 

(799.105*) tangU 5° — X). Ma <p-+- ao=36o° — 


taugj 

p — q (596.1°), e perciò tang\{y->ruy=tang{\ 8o° — \{c~hp-¥- 

^))=^-taw^Kc-i-^-i-9)( 792)jdunque tang\('p—co')—-tang[ X 

(c+p-+-qjtang(,^°^-l) , ossia — tangHf — a)= (790) tang\ X 

(a — <p)—tang j- (c->rp+q)tang{i\ 5°— X) -, o anche taiig\(o — 0»)=!= 

tangsC'C-t-p-^ q^tangO- — 45°), e in generale tahgi(6»vxò)=x 

langì(c-{-p-\-q)tang(i\5 0r s>l). Di qui si avrà la semidifleren- 

za degli angoli co, (p che unita alla semisomma ^ ( 'pH— (30)“=* ì 8o° — 

j{c-hp-bq) farà conoscere questi due angoli: avvertendo che in 

forza dell’equazione^^- = — ^-r-, qualora risulti X<45° e per- 
x sente tangX 1 ' L 

ciò tangX <1 (781.3°), dovrà esser sen'jXsen'p, e quindi dovrà 
darsi ad a (juello dei due valori' che o in eccesso o in difetto 
si discosta maggiormente dai 90°: tutto si farà all’opposto sesia 
X>45°- Inflne risoluti i triangoli BAC, CAD si otterranno le tre 
distanze AC, AB, AD, di cui 1 ’ ultime due potranno aversi per 
riprova anche dal triangolo ABD. 

Si avverta che se il triangolo BCD giacesse in posizione <20 
inversa, l’angolo rientrante BCD ( 5 c> 5 ) sarebbe allora eguale a 
36 o° — c, e quindi — p — q, e tatig\ (f&ay==tang ( (c— 

p — q'tangi 45° — X). Che se il punto A fosse al di dentro del l2< 
triangolo BCD si avrebbe come sopra y-+-i)=36o ' — c — p — q ? 
e le formule non varierebbero.. 
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Es. sia m=6549,3; »— ■ 1747»7 23 ? i5 f 47 11 - 9> 

o= 3 - 2 ° 55' 38", 9 ; c=54° 3a' 2",8 si avrà 

/ogm = 3,8161949 c = 54" 32' 2",8 

+logstwj = 9,7332610 p=23 15 47 ,9 

somma = 3,5514559 7 = 3 2 55 38 , .9 

c-4-p-\-q —4 <0 43 29 ,6 

coAso/n .=6,4485441 t(*+P+?)“ ! 55 21 44 >8 

+/ogn= 3,67 64854 180°_|(e+/»-t-7)=Ì(?-4-«) =<24 38 15 ,2 

-\-logsenp = 9,5965500 
logtangA =9,724 5795=/fan£ 27° 46' 35", 97 
45°^).= 47 43 24 ,03 
logtang(4 5° cf. X) =: 9,4943592 
Itangj (<H-^-H/)== 4 0, 4 60634 4 


sommai 9,6519933 =/tang^(<aa>f) = fc««g .... 24 10 3 ,4 



somma = « = 

148 

48 

18 

,6 

logm = 3,8464949 

di/f 

’• = ? = 

100 

28 

44 

,8 

■4-/ienACB= 9,1 398463 


7 = 

32 

55 

38 

,9 

2,9560412 


f+q = 

133 

23 

50 

,1 

• — logsenpzzz9 r 5965 500 

ACD=180°- 

7 — 

46 

36 

9 

,3 

logAB =3,359491 2 =i 2288,19 


c = 

54 

32 

2 

,8 , 


-4-/og*e«u =9,7142878 c— ACD=ACB= 7 55 53, 5 


somma =3,0737790 
~/<c«ACB=9, 1398463 

/ogAC=3,9339327 =2 8588,80 
-1-/*enACD=9,86 1 2988 
somma 3,7952315 
— logsentp = 9,9927085 

log AD = 3,8025230 =1 6346,34 
F.j <9 VI*. Trovar la disianza DC dei due. oggetti D, C litri 
dall’ altro visibili, e da ciascun dei quali possati vedérsi gli 
oggetti A, B ‘di nota distanza fra 'loro e situati in uno stesso 
piano con D,C. Si póngala richiesta distanza DG=i, e quindi 
col metodo già dato (III*) si trovi il valore che in quest’ipotesi 
ne proverrebbe per AB. Supposto m questo valore, sarà (5^9) 

CD : i :: AB : m, d’onde CD-- —AB. 

m 


At5 = 


AC = 


mspwACB 
senp 
AB setm 
senACB 
ACsenACÙ 
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849- Chiaro intanto è che la maggiore o minor precisione 
dei risultamenti ottenuti con questi mezzi , dipende soprattutto 
dall’esattezza con cui si sarò misurata la baseo lato, che in o- 
gnuna delle soluzioni si suppone conosciuto , come pure dalla 
bontà delle osservazioni degli angoli. Che se o nella base o ne- 
gli angoli incorra qualche sensibile errore , esso inlluirò tanto 
maggiormente nelle distanze cercate, quanto queste saranno mag- 
giori di quella che si assume come nota. Perciò qualora sia pos- 
sibile , ò necessario combinare in modo la scelta delle stazioni e 
dei punti da osservarsi, che i triangoli risulfino di buona for- 
ma, nò vi sicno angoli molto al di sottodi a5°. 

850. «Sarà pure ottima regola Hi effettuar, quanHo si possa, l’ osservazione Ha 
ciascuno dei (re vertici del triangolo : nel qual caso la somma dei tre angoli osser- 
vati deve, come si sa , risultare di 480°. Affinché per altro questo succeda, non è 
solo necessario aver bene osservalo, ma conviene in olire che il ceatro del circolo 
o arco graduato si sia fallo coincidere più esattamente che si può col vertice di eia* 
se un angolo: diligenza che bene spesso non può praticarsi. In tal caso si rendono 
necessarie non poche correzioni , che essendo di sommo imbarazzo , han fatto pre- 
ferire il costume di ridur ciascun angolo al piano dell’orizzonte del luogo di os- 
servazione; il che, più facilmente e più sicuramente che dal calcolo, si ottiene me- 
diante l’ ingegnoso e semplice meccanismo dei Teodoliti , macchine a tal effetto 
immaginale, e in oggi sostituite ai Quadranti , Grafometri e Circoli antichi. Per 
Lai via in luogo delle distanze dirette ed assolute fra i vertici , si liaunò queste sles- 
se distanze ridotte, come suol dirsi in pianta , cioè quali sarebbero se i tre vertici 
fosserolutli situali in un medesimo piano orizzontale, il che è «appunto ciò che abbi- 
sogna, allorché vuoisi delincare in una mappa la configurazione di un Territorio. 
Deve però in questo caso avvertirsi, che se si fratti di triangoli mollo estesi e di 
gran superfìcie, gli orizzonti di ciascun dei tre vertici, attesa la sfericità delia ter- 
ra, sono necessariamente inclinati fra loro, e i tre angoli ridotti appartengono al 
triangolo sferico formato dagli ardii raspolli vamente intercetti fra le tre stazioni. 
Quindi la loro somma deve superare i 180°, siccome vedremo (866), di una qual- 
che piccola quantità, cui è stalo dato il nome di eccesso sferico. Non ci occupere- 
mo di determinarne il valore, ricerca di ben poca importanza; tanto più che secon- 
do un elegaule Teorema di Le-Gendrc , che in breve dimostreremo (895), per 
aver in lai caso il giusto valor dei lati, basta diminuir d’un terzo dell’eccesso sie- 
rico ciascuno dei tre augoli, e calcolar quindi il triangolo come se fosse piano. 

85 1 . Quanto poi alle regole da osservarsi per una buona 
misurale alla descrizione degl’ islrumenti atti a prender gli an- 
geli, e al modo di maneggiarli, argomenti son questi che mal 
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com porterebbero la brevità voluta dall’ indole di questo libro ; 
è nei limiti che ci sono permessi non potremmo darne che un’i- 
dea incompletissima, e quindi di niuna reale ed effettiva utilità. 
Perciò rimandiamo il Giovane studioso agli Autori che ne han- 
no espressamente trattato, e specialmente al Sig. Cagnoli ( Tri- 
fonometria Piana e Sferica), al Sig. Puissant ( Topografia e 
Geodesia), al Sig. Delambre ( Base metrica T.I.) e al Sig. 
Barone di Zach ( Attrazione delle Montagne ) : sebbene rap- 
porto agli strumenti sarà molto miglior consiglio il procurarsi , 
potendo, di avergli sott’ occhio e alla mano ; senza di che riesci- 
rà sempre difficile l’acquistarne una piena cognizione. 

85a. Non vogliamo ometter per altro di dare almeno una 
qualche idea del nonio, artificio quanto semplice tanto ingegno- 
so, con cui si perviene a valutare le piccole suddivisioni dei gra- 
di , che l’ arte giunger non potrebbe à scolpire sui circoli anche 
di non ordinario diametro, del che tanto più ci convien far paro- 
la, quanto che i principi sui quali questa felice invenzione si ap- 
poggia sono affatto analitici , nè potrebher comprendersi con là 
sola ispezione delle macchirie o col vederne il maneggio. Sieno 
p l2 , BD, EC porzioni eguali dei lembi di due circoli concentrici editi 
immèdiato contatto fra loro, l'uno interno e fisso, e eli e perciò si 
chiama circolofisso o semplicemente circolo, esterno l’altro e 
girevole intorno al primo, e che dal nome di chi ne concepì la 
prima idea, si appella circolo nonio, o semplicemente nonio. Si 
rappresenti con a 1’ arco BC, che può riguardarsi come comunè 
ai due lembi , e si supponga che la porzione BD del circolo fis- 
so cqntenga n divisioni numerate da destra asinistra, elacorrispod- 

dente EC del nonio ne abbia n — t . Saranno — nell’ uno, — — 

nell’altro le larghezze di ciascuna divisione, oper dir meglio i nu- 
di interstizi frapposti in ambedue fra divisione e divisione; ed è 
evidente che quelli del nonio saranno più grandi di quelli del 

circolo di tutta la quantità o differenza — — — -r—n Frat* 

1 h — ) n n{n — ) ; 

tanto si disponga il nonio in maniera che la sua prima divisio- 
ne EB a sinistra , la quale porla il nome d’ indice o di zero del 
nonio , collimi esattamente con mia divisione AB del circolo. Au- 
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che l’estrema opposta FC del nonio collimerà conia sottoposta f. »22 
DC del circolo ; non cosi però veruna delle intermedie; anzi 
quella del nonio che procedendo da sinistra a destra s’ incontra 
la prima in ordine dqpo l’ indice o zero , si troverà visibilmen- 
te avanzata nel medesimo senso sulla sua corrispondente nel cir- 
colo di un arco equivalente alla differenza degli interstizj, ossia 

del valore di - ? - ■ — ; la seguente del doppio, ossia di j la 

terza di ; e in generale V m sima di — — — — • Sedunime ah 

n(ri — 4) 7 ° ii[ii — 4) 1 % 

l’ incontro si trasporti il nonio verso la sinistra fino a tanto che 
la sua divisione m tin ^ a collimi con 1’ ai uma del circolo , lo zero, 
non potrà più collimare con AB, masi troverà avanzalo, nel sen- 
so della numerazione delle divisioni del circola, di un piccolo 

arco del valore di , cioè precisamente eguale a quello di 

cui 1’ m i,ma divisione del nonio si trovava discosta dall ’pi s, " ,a del 
circolo, e che quindi ha dovuto percorrere per raggiungerla. Co- 
nosciuti dunque a, m ed n, potremo valutare l’arco che rimar- 
rà allora intercetto fra AB e lo jero del nonio, ancorché veruna 
effettiva divisione lo contrassegni. Così se il circolo sia diviso an- 
dantemente dimezzo in mezzo grado, e tutta l’estensione BCdel 
nonio abbracci un arco di t5t° do 1 , contenente perciò divisioni 
di, e si supponga che la coincidenza cada sulla ig m " divisione, 

avremo o=iò» 3o'=gdo ,ra=di, m= 3 ^==^ 

ed - - W - a ■ == i q 1 , cioè l’indice del nonio dovrà valutarsi avanzato 
n(n — t) -z ■ ’ 

di ìg 1 al di là della divisione AB del circolo, cosicché se que- 
sta corrisponda ai d5°, oppure ai d5° do 1 , il punto ove si sarà ar- 
restato l’indice corrisponderà nel primo caso a d5 u ig’, e nel 
secondo a d5° 49* • 

85d. La quantità o differenza può chiamarsi forza 

del nonio , e corrisponde a ciò di cui 1’ arco percorso dall' in- 
dice aumenta , allorché la coincidenza s’ inoltra da una divisione 
qlla successiva. Cresce crescendo il numero delle divisioni effet- 
tiva del circolo, nel qual caso può anche rendersi minore l’ar- 
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F.<23 co a. Così se il circolo sia diviso di io in io minuti primi, e 
quindi ogni grado contenga 6 divisioni , preso un arco io° io' 

„ , i a 6<0 ' <' ii • i 

=6 io , avremo n — oi , ed — — — = -—-==—== io ; cioè 

«(« — i) tn.ou b 

la forza del nonio darà, ossia renderà sensibili gli archi di io". 
In questo caso la coincidenza delle divisioni 6", i 2*, i8‘,ec. cor- 
risponderà respettivamente ad i, 2, 3 ,ec. minuti primi completi, 
il che suole indicarsi con numeri apposti a tutte quelle divisio- 
ni del nonio che godono di tal proprietà. Ciò contribuisce a ren- 
der più facile la lettura ; poiché se per esempio la coincidenza ca- 
da sulla quarta divisione dopo quella contrasseguata col 6, è chia- 
ro che l’ arco varrà 6' più i 4°" che ha guadagnati nel passar 
che ha fatto la coincidenza da questa alla 4* divisione susseguente. 

854 * Termineremo con l’esame di un caso che spessissimo 
occorre in pratica; qualora cioè l’ osservazione che far si dovreb- 
be ad uno dei vertici del triangolo, resti impedita o per la difficol- 
tà dell’accesso, o per ostacoli frapposti, che tolgono la possi- 
bilità di veder da quel vertice gli altri due. In tal congiuntura 
si presceglie un punto di stazione, quanto più si può, prossi- 
mo al punto impedito; ed ecco come l’osservazione fatta nel 
primo si riduce a quella che avrebbe dovuto farsi nel secondo, 
a cui suol darsi il nome di centro. 

<24 Sia C il centro , A, B gli altri due vertici del triangolo, O 
il punto di stazione, AOB l’angolo osservato , ACB l’angolo ri- 
cercato , e si faccia ACB=C, A 0 B= 0 , CO— r, distanza della 
stazione al centro, che suppongo potersi determinare o con la mi- 
sura immediata e diretta , o con alcuno dei mezzi che abbondan- 
temente nei diversi casi la Geometria somministra. Si ponga in- 
oltre CO A=y angolo che il centro o vertice C fa con l’ oggetto 
o vertice A, cioè con quello dei due che resta alla sinistra del- 
1 ’ osservatore ; G,D le distanze AC, CB degli stessi due vertici 
dal centro C. Avremo ACB=C==ATB — CAO= (559) AOB-f- 
CBO- — CAO. Ora AOB= 0 ; e quanto agli altri due angoli si 


1 .... . COjr/iCOB 

ha (8J9) ìwiCBO= — 


,ie " ( °+ r) , se»CAO= GO “" AOc 


D 


CA 


rscuy 



ina essendo r immensamente minore di I) e G, 


questi 
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due seni sono dunque piccolissimi ; possiamo perciò supporli prò- F ili 
porzionali alloro archi (Ho t) e stabilir quindi le analogie CBO : 
senCBO :: i": seni", CAO :senCAO :: 1 " : seni", d’onde si avrà 


$c«CBO 

LiUU — — 


C=0 - f 


seni 
rsen(Q-+-j) 


Dseni 1 


rsen(0-hy) 
" Dseni" '> 
rseny 
Gleni " 


r K r\ w,tCAO _ rseny 

seni" Gleni" ’ 

Quanto a D, G potranno averse- 


juindi 


ne i valori se non assoluti , almeno abbastanza approssimati , cal- 
colando il triangolo ACB nell’ipotesi assai vicina al vero di 
C—O ; oppure dopo averli calcolati dietro questo supposto, si 
applicherà a C il \alore che ne proverrebbe dalla formula tro- 
vala , e di nuovo calcolato il triangolo si avranno G, D con tal 
precisione da non lasciar dubbio sopra il nuovo valore , che la 
formula dark allora per C. Tal diligenza potrà esser necessaria 
quando la distanza CO sia alquanto grande , nel qual caso i va- 
lori di CAO, CBO dovranno trarsi da quelli dei loro seni dati dal- 
le due formule trovate di sopra. 

855. Ecco alcuni Problemi per esercizio dei principianti . 

I. Trovare un angolo x la cui tangente sia nP la del suo seno. Ris. cosx r 

TV-<) 

oppure jewx= . 


II. Dividere un dato angolo a in due angoli x, a — x tali che i loro seni sieno 


li -i »• n msena 

nella ragion data di m.n. Ris. tangxz=: * . 

n-j-mcosa 

UI. Data la differenza d di due angoli x, x-+-d e la ragione n : m dei loro se- 

ìisend 

ni , trovare gli angoli. Ris. tangxxx — — , 

m—ncosd 

IV . Date le ragioni n : i dei seni , m ; i delle tangenti di due angoli x, z , tro- 
vare gli angoli. Ris. tangxxxy ^ ^ tangzzx — y — j— )= 


4 

— tansx. 
m 

V. Un vascello si avanzò di 50 miglia verso Levante, e di 116 verso Tramon- 
tana. Si cerca la posizione e la lunghezza del viaggio o della linea retta per cui ha 
camminalo. Ri s. 11 vascello è audato per una retta che fa un angolo di 23° 19* 3",7 
con la direzione di tramontana , ed ha di lunghezza miglia 426,32. 

VI. Dalla sommità di Al ant ciuco , Castello diruto della Toscana nella Provincia 
del Chianti , osservato con un teodolito P angolo fra il Campanile del Duomo di 
Siena e il Mastio di otterrà , lu trovato di 39 u 8‘ 9 M ,7. Operazioni trigonometri- 
che precedenti avevano dato per la distanza g n di Mouteluco ai Cautpauile del 
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Puomo ai Siena tese. 10382,974 , per la distanza g 1 di Monteluco al Matti» di Voi* 
temi tese 26875,000. Determinare la disianza g fra il Mastio di \ olleiTa e il Cam- 



5, e in fine g=z tese <9929,72. 

VII. Dalla velia dell’ Alpe delta di Pratomagno, monte di Toscana che di- 
vide la provincia del Casentino dal Valiamo superiore, furono osservati gli an- 
goli p— 8° 42' 0", 0 fra Monteluco e il Campanile del Duomo di Siena, e tf== 
31° 38' 26", 7 fra il Campanile di Siena e il Mastio di Volterra. Ammessi i dalie 
risai Lamenti del problema precedente, determinar le distanze della stazione di Prar 
tamagno al Duomo di Siena e al Mastio di Volterra. Ris. Si troverà (848.V ) 1 — 
28° 57' -}5",7; 6)5=160° 9' 6", 2; y=37° 50' 27", 3; e quindi per la prima delle 
^lue distanze richieste tese 23306, 35;per 1’ alt''* tese 35580,80. 

Vili. Dalla somihità del Monte della Falteroua, prossimamente alle sorgenti 
dell’Arno fu osservato l’angolo della stazione di Pratomagno con la Torre del Pa- 
lazzo vecchio di Firenze.che risulti) di 62'- 38' 38", 5 In seguito dalla Torre di 
Palazzo vecchio, fuori del centro e aduna distanza dal medesimo di tese 15=1,303 
fu osservato l’ angolo 0=40° 5' 40", Q fra le due stazioni d. Fallerei» 
alla sinistra e di Pratomagno alla destra , la prima delle quali faceva col centro un 
iyigalo jp=l 50° 29' 50". Sapendosi thè la distanza delle due stazioni fra loro e di 
tese 12631,68, ridurre al centro del segnale l’ osservazione fatta in Firenze. Rts. La 
data distanza delle due suzioni e i due angoli osservati daranno prossimamente 
(854) logG=4, 2817187, fogD=4,2410374. Introdotti dunque nella nota formula 
((vi) questi valori, e quelli di Ipgse/if =9,6923760, logsen{(U?)=9, 2643653, 
log/ == 0, H 49444, /ogsenl"= 4,6855749 , e avvertendo che l’angolo O-+jr>t80 < ' 


rende 


negativo il termine 


rscu((M-f) 
Dsen\ " 


(792), troveremo C=40°5 , 30",25. 


IX. Nell’eccellente Circolo ripetitore posseduto da questo Osservatorio delle 
Seuole Pie di Firenze,la graduazione procede di 5' in5';ed il nomo abbraccia un 
arco a=6°l0'; se non che le sue divisioni in luogo, di essere una di meno (852), 
sono anzi una di più di quelle dell’arco del circolo , e l’indice ù sulla destra in- 
vece che sulla sinistra. Si domanda 1°. qual sia la forza di questo nonio ; 2°. co- 
me dovrà leggersi , supposto che 1’ indice cada fra i 55 e 35 e i ■>■> e 40 , e la, 
coincidenza abbia luogo sulla3\ divisione del nonio, dopo quella segnata dinnm°.2. 

a M 

(?is. 1*, Avremo primieramente t=74 , e per la forza del nonio * ’ 


2*. si lederà 55° 37' 12". 

X. In un triangolo son noli i lati g', g" e l’angolo compreso a , se ne ter**, 
^ superficie r ■ Ris. s^= ig'g"sena. 
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TRIGONOMETRIA SFERICA 

Nozioni preliminari relative alle pioprietà geometriche 
dei Triangoli sferici 

856. La Trigonometria sferica risolve i triangoli, che sulla superfìcie della sfera 
vengon formati dall’intersezione di tre archi di circoli massimi. Come i priocipj 
da cui si parte sono specialmente fondati sulle proprietà geometriche di questi 
triangoli , convinceremo dal fare una breve esposizione delle medesime , avendo 
noi a bella posta differito a parlarne fmqui (751), perchè quel tanto d’ essenzia- 
le che conveniva dirne, più d’appresso si trovasse al trattato di quella scienza, che 
non solo immediatamente , ma nnicamente ne scaturisce. I Giovani, che non fosse- 
ro in grado di proseguire il corso oltre il primo anno del loro studio, non dovranno 
lasciar di percorrere anche questo piccol trattato , benché impresso incaraltere mi- 
nore; senza di che privi rimarrebbero di cognizioni, lequali mentre da un lato ser- 
vono di compimento alla Geometria, sono dall’altro indispensabili per la piena e 
chiara intelligenza dell’ alla Geodesia, e dei principj più ovvj della Slera armilla- 
re, della Geografia e della Astronomia. Prevengo intanto che se talvolta nominerò 
circoli o archi senz’altro aggiunto, intenderò sempre parlare di circoli massimi o 
d’ archi dei medesimi , i soli contemplali nella Trigonometria. 

857. Poiché tutti i circoli massimi hanno per centro comune il centro mede- 
simo della sfera (751), è chiaro 1°. che tutti i loro piani debbono reciprocamente 
intersecarsi; 2°. che la loro intersezione deve essere sempre un diametro; 3°. che 
all’ estremità di questo diametro debbono sulla superficie della sfera intersecarsi le 

loro circonferenze. Quindi 4°. se due archi APa, AMa si sono intersecati nel può- F.125 
to A, non s’ intersecheranno di bel nuovo che nel punto a diametralmente opposto, 
a 180° di distanza da A. Perciò 5°. due soli archi non possono in verun modo chiu- 
dere una porzione di superficie della sfera se ciascuno non sia di f 80°, nel qual 
caso la superfìcie compresa prendo 11 nome di fuso ; onde 6°. se i due archi sieno 
minori di 180°, vi vorrà il concorso di un terzo arco per chiudere una qualche par- 
te della superficie della sfera, con che verrà a formarsi il triangolo sferico, cia- 
scun dei cui lati dovrà esser perciò minore di <80°. L’altro triangolo , che la ri- 
manente porzione della circonferenza del circolo a cui appartiene il terzo arco, fa- 
rebbe coi primi due, e che avrebbe perciò un lato maggiore di 180°, ma l’angolo 
opposto rientrante, generalmente non si considera; e noi non ci occuperemo che 
del primo. 

858. Come infiniti sono i circoli massimi che possono aver comune uno stesso 
diametro della sfera , così infinite saranno le circonferenze che potranno tra loro 
intersecarsi in due punti diametralmente opposti della sua superficie, ove tutte sita- 

T. II. 4 
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glieranno in due parli eguali. All’ incontro per due punti non diametralmente oppo- 
sti può bensì farsi passare un’ infinità d’arclii di circoli minori, come è evidente; 
non visi potrà però far passare die un solo arco di circolo massimo; diversamente si 
avrebbe una porzione di superficie chiusa fra due archi ciascuno minore di 1 80' : , i I 
che si è veduto impossibile. Quest’arco pai non solo sarà unico nella sua specie, 
ma di più, poiché ha per raggio il raggio della sfera, perciò , siccome a suo luogo ab- 
bialo mostrato (82 3), sarà men lungo di lutti gli archi di circoli minori cbepolreb- 
ber farsi passare pei medesimi punti , e che tutti iranno un raggio minore. Quin- 
di l’ arco di circolo massimo che congiunge due punti sulla supei fioie della sje- 
ra, misurala distanza dall’ uno all’ altro sulla superfìcie medesima. 

859. Si formi ora l’angolo sferico EBG con l’incontro in B dei due archi BE, 
BG, e se ne voglia la misura. E chiaro che la maggiore o minore ampiezza di que- 
st’ angolo dipenderà dalla maggiore u minore inclinazione dei piani dei due circo- 
li , cui appartengon gli archi dai quali è formato : quindi potrà valutarsi nel moda 
medesimo, col quale si è veduto dover valutarsi quell’ inclinazione (70f). Prese 
frattanto sopra di questi archi, o sopra i loro prolungamenti se occorra, le porzioni 
BA, BC eguali ciascuna a 90°, e condotti i raggi BD, AD, CD, saranno retti gli an- 
goli ADB,CDB, cioè ambedue i raggi AD, CD saranno normali in un medesima 
punto D al raggio BD, comune intersezione dei piani. Dunque il loro angolo ADC 
misurerà l’inclinazione di questi piani(ù't), e perciò l’ angolo sferico EBG. Ma l’an- 
golo ADC è misurato dall’ arco AC (565), dunque la misura di un angolo sfe- 
rico EBG sarà l’ arco di circolo AC compreso fra i suoi lati a 90° dal vertice. 

860. Perciò 1°. ogni angolo sferico , e molto più ladifferenza di due, è <^t 80°; 
2°. un arco che cada sopra un altro torma due angoli la cui somma è 180°; 3°. 
.prolungalo quest’ arco , gii angoli opposti sono eguali , e la somma degli ango- 
li sferici intorno ad un punto è 360°. 

86f. Di lutti gli infiniti diametri che attraversando il centro della sfera attra- 
versano dunque altresì il piano di qualunque circolo massimo , quello che sorge nor- 
malmente su questo piano si chiama asse del circolo, e le sue estremità se ne di- 
cono i poli. E poiché uno stesso diametro non può esser normale nel tempo stesso 
ai piani di due circoli massimi, i quali dovendo fra loro intersecarsi (857.1°) non 
possono esser mai paralleli , così ogni circolo massimo ha pali ed asse suoi pro- 
prj, come ogni diametro è asse di un determinato e distinto circolo massimo. 

862. Abbiasi frattanto il circolo AMaEA e P p ne sia l’asse, e quindi P , p ne 
sieno i poli. Se dal polo P si conduca ad un punto qualunque A del circolo l’arco 
PA, questo misurerà l’angolo retto ACP; perciò! 0 , tutti gli archi che dai poli di 
un circolo scendono sulla di lui circonferenza sondi 90°. Inoltre il piano del cir- 
colo dell’arco AP passando per P e per C,si stende necessariamente lungo il dia- 
metro o asse P p normale al circolo dato , al cui piano è dunque esso pure norma- / 
lf (703). Sarà quindi retto l’angolo sferico PAM (859); perciò 2°. tutti gli arclfì 
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che scendono dal polo di un circolo son normali alla di lui circonferenza. Al- 
l’opposto se l’arco AA' sia normale all’arco AM, il suo piano che (leve passare 
necessariamente per C conterrà l’ asse P p ; laonde l’ arco normale AA' prolungalo 
dovrà passare per P ; dunque 3°. se un arco sia normale ad un altro , prolunga- 
to quant’ occorra incontrerà il polo di quello , il che visibilmente accederà a 90“ 
di distauza dal punto della comune intersezione dei due archi. Perciò4“.se due cir- 
conferenze son fra loro normali , i poli dell' una si troveranno sull’ altra a 90° 
dalla loro intersezione ; 5“. se due urchi sieno normali ad un terzo dovranno 
incrociarsi al di lui polo. Infatti questo deve trovarsi nel prolungamento dell’ uno 
e dell’altro arco, e perciò nella loro comune intersezione. Infiue 6 °. se da uno 
stesso punto A scendano gli archi AB, AD ambedue di 90°, A sarà polo del 
circolo che passa per B, D. Infatti immaginati nella sfera tre raggi AC, BC, DC, 
che dal centro C vadano ai tre punti A, B, D, i due CB, CU faranno angolo retto 
col terzo AC, che essendo perciò normale al piano del circolo che passa per B, D 
(705), ne sarà dunque l’asse, e l’estremità A ne sarà il polo. 

•Supposti perciò di 90“ i due lati AB, AD dell’angolo sferico BAD, A sa- 
rà dunque il polo dell’ arco BD, e ciascuno dei due Iati sarà Dormalo a BD, ed a- 
vrà i suoi poli sul prolungamento di quest’arco, l’uno in E a 90“ da B , l’altro 
in F a 90° da D (862.3"), e in conseguenza a una distanza fra loro F F— BTÌ Ma 
BD misura l’angolo BAD, dunque l’angolo sferico è altresì misurato dall’ arco 
interposto fra i poli dei suoi lati. \ 

863. Sia adesso il triangolo sferico qualunque BAD. Condotti dal centro C 
della sfera i raggi CA, CD, CB ai tre vertici , verremo a formare in C un angolo 
solido a tre faccie, i cui tre angoli piani avranno respcltivamente per misura i lati 
AD,AB,BD del triangolo dato. Come frattanto niuno di questi tre angoli piani pu 
superare o eguagliar la somma dogli altri due (717), nè la somma dei tre pitògiungere 
a quattro retti (718), altrettanto dunque avrà luogo rapporto ai lati del triangolo che 
gli misurano; e perciò 1 °. in ogni triangolo sferico ciascun lato è sempre mino- 
re della somma degli altri due ; 2“. la somma dei tre lati è minore di 360“. 

864. Abbiasi in ultimo il triangolo qualunque ACB, dai cui vertici eomcpoli si 433 
descrivano e quindi si prolunghino Uno all’ incontro scambievole gli archi FE,ED,DF. 
Poiché A,C sono a 90° dal punto F, sarà F il polo di AC, come D, E lo saranno 
di CB, BA (862 .6 Q ) : perciò prolungati in G, H ed in M, K i iati di ACB fino al- 
l’incontro di DEF, saràDU=FG=90° (862.1°),e DH-+-FG=DF+GH;=1 80°, on- 
de DF sarà il supplemento di C=GH (859), come FE, ED lo saranno di A, B . Del 
pari, poiché AK=BM=90“, sarà AK-+-BM— MK-f-AB=l 80°, onde MK=E sarà 
supplemento di AB, come D, F saranno supplementi di CB, AC. 

865. Questa singoiar proprietà del triangolo DEF di aver cioè i lati e gli angoli 
respetlivamente supplementi degli angoli e lati del dato triangolo ABC, gli ha acqui- 
stato il nome di triangolo supplemcntario apalare, brattatilo poiché A= 180“— EF, 
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J\ 128 B=180°~ED, C=I80"_DF, sarà A+B+C=510°-(EF+ED4-DF) Ma EF+ED-f- 
DF è 360“ (864. 2“), dunque A-4-B-+-C sarà ^(80°, cioè la somma ilei tre an- 
goli di un triangolo sferico e sempre maggiore di 180°. E poiché ciascuno di essi 
è <180® (860.1°), perciò la somma sarà sempre contenuta Ira 180° e 540°. Noti 
può dunque nel triangolo sferico, come nel rettilineo, dedurti il valore del terzo 
angolo dalla somma degli altri due; e possono i tre angoli essere acuti, [retti e ottusi: 
ben è vero che la somma di due è sempre ^>90" se l’altro sia eguale a 90°, o <^9G°. 

866. Si avrà pure A-+-B— C=180°— (EF-f-ED — DF); e poiché EF +ED^> 
DF (863.1°), e perciò EF-t-ED — DF>0, sarà dunque A+B— C<^t 80", cioè in ogni 
triangolo sferico la differenza fra un' angolo e la somma degli altri due è sempre 
<^180°. Quindi 1°. se il triangolo è rettangolo in C avremo A-+-B<270“; ma co- 
me abbiamo veduto (865) deve aversi A+B;>90°, dunque in ogni triangolo sfe- 
rico rettangolo la somma dei due angoli obliqui e sempre ^>90" e <^270° ; 2°. 
se il triangolo è rettangolo in B ; avremo A — C<90“; e perciò in ogni tiiangolo 
sferico rettangolo, la differenza dei due angoli obliqui è <^90". 

^29 867. Infine prolungati a 180° in A i lati DB,DC (857.4°) del triangolo BCD, e 

parimente fino a 180“ in E i lati BC,BD, e fino a 180° inF gli archi CA, CE.avremo 
DBA=BAE, DCA=CAF„ BCE=CEF , e quindi tolte le parli comuui sarà BD=; 
AE, CD=AF, BC=FE, cioè il triangolo BCD sarà eguale al triangolo AFE, e per- 
ciò il fuso CAFEC==CAE+-CBD. Dunque i tre l'usi DBACD, BCEDB, CAFEC pre- 
si insieme saranno eguali alla superficie 2r*7r (764) dell* emisfero DBAED piò due 
volte il triangolo BCD. Or poiché supposti a’, a", a'" gli ardii che misurano gli 
angoli A, B, C (859), s la superficie della sfera, s", s"‘ quella dei tre fusi, deve 

4a'r*7r 

aversi s : s' ine : a' e quindi s'— — — ■ = 2a'r. come nel modo stesso *" 

’ 2(tf 2nr 

c=2a"r, s"'==2a"'r; dunque 2r(a'-t-a' l +a l ") — 2BCD— 2r* 7r, e BCD s=^r(a'-+- 
a"-t-a"' — nr) superficie del triangolo ; perciò la superficie d’ un triangolo sfe- 
rico corrisponde al rettangolo del raggio nella somma ilei tre archi che misu- 
rano i tre angoli diminuita d’ una mezza circonferenza. 

Risoluzione dei Diangoli sferici 

430 868. Abbiasi il triangolo sferico GFH. Se dal vertice Fai conduca sul lato op- 

posto GH l’ arco normale FD, e dal centro E della sfera i raggi EF, ED, EH, in- 
oltre daF sul raggio DE la perpendicolare FK, e lungo questa normalmente al raggiai 
EH il piano triangolare FAR, saranno FA ed AK ambedue normali ad EH (693), 
e perciò il loro angolo FAK misurerà 1’ inclinazione dei due settori circolari HEF, 
DEH (701), ed equivarrà in conseguenza all’angolo sferico GHF (859) che denomi- 
neremo con H. Inoltre saranno (779)FK = se«FD,FA=sc«HF j e poiché il ti'ian,, 
jjulo FAK rettangolo in K dà (838) FA : FK :: 1 : senF AK, quindi per il triangoli; 
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sferico rettangolo FDH sussisterà sempre la proporzione renHF : sen FD : : t : se/iH. Fig. 1 30 
Dunque egualmente per l’altro triangolo parimente rettangolo FDG dovrà sus- 
sistere l’altra proporzione senFG : aenFD :: 4 :aenG j e poiché queste due danno 
la terza tenUF : senFG:: sen G : senH; perciò in ogni triangolo sferico i seni 
dei lati stanno fra loro come i seni degli angoli opposti. 

869. Se duuque come nella trigonometria rettilinea si chiamino g, g\ g" i 
tre lati, a, a', a" i respettivi angoli opposti , avremo 

1.* sengsena'=seng'sena; sengsena"=seng'sena} seng’ sena."^:seng" sena' 
e ciascuna di queste tre formule scioglierà il problema nel caso che dati due lati 
ed uno degli angoli opposti ai cerchi l'altro angolo opposto, o dati due angoli e 
un lato opposto si cerchi l'altro lato opposto. 

870. Ripreso il triangolo GFH, e condotte GA, GB tangenti nel punto co- 
mune G l’una all’arco GF, l'altra all’arco GH, ti prolunghino fino al respettlvo 
incontro con le medesime in A e in B i raggi EF,EH. Le due tangenti trovandosi 
t’una nel piano del settore circolare GEF, l’altra in quello del settore circolare GEH, 
ed essendo ambedue normali al raggio GE (538), comune intersezione dei due set- 
tori, faranno fra loro un angolo AGB corrispondente all’inclinazione dei piani dei 
due settori (70l), e quindi all'angolo sferico I1GF (859). Frattanto i triangoli pia- 
ni AGB, AEB col lato comune AB daranno (843) AB’sAG’+BG’— • 2AGX 
BGco<AGB=AEM-^£’ — 2AExBEcosFEH. Ora iu forza della fatta costruzione 
AG=tangGF, BG— tasgtìH, AE=secGF, BE^rsecGH.esi ha di piuong.FEHz= 
urc.FH.Se dunque si ponga AGB=FGIh=a, FfI=g,GF.=g', GHzrg", e s’introduca- 
noi valori del quadrati delle secanti (784 2.*) troveremo t<sngg'langg"cosaes — 4-f- 

cosg 


434 


sene sene cosa 

secg'secg' cosg , ossia — 2 — + 

f'/s c r-n e a" 


quindi 


eosg'cosg” cosg cosg 

IL* cosascng' seng' '=■ cosg — cosg ' cosg " 
formula che il triangolo supplemenUrio (865) cangia nella 
1 1 1 .* co sgsena' sena" s=cosa-\~cosa' cosa". 

Con queste si risolve il problema quando o dati i tre lati si cerchi un angolo, 
o dati i tre angoli ti cerchi un lato, o dati un angolo e due qualunque dei lati, 
oppure due angoli e uno qualunque dei lati, ai cerchi nell’un caso il terzo luto, 
nell’altro il terzo angolo. Da queste si apprende pure che se due triangoli sfe- 
rici abbiano tutti i lati respeltWamenle eguali avranno eguali anche gli a a - 
goti, e reciprocamente ; onde nell’uno e nell’altro caso saranno eguali. 

87 4. Se nella IL* si pone g", a’ ‘.per g,a e viceversa, avremo cosa" senffseng^z 
cosg 11 — eosg'cosg, e posti nella II* il valore di cosg” preso da questa, e di seng" se 

sengsena ” : sena (869), troveremo cotasena"———^ (t — cos'g') — cosg'cosa" ,cinè 

seng' 

IV.* cotasena"a=cotgseng‘ — cosg'cosa" 

formula clic risolve il triangolo nei casi che dati due lati ed uno degli angoli oppo- 
sti si cerchi l’angolo compreso, o dati due lati e l’angolo compreso ti cerchi uno 

T. IL 4 * ’ 
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degli angoli opposti, o dato un lato e gli angoli adiacenti si cerchi uno degli altri 
due lati, o dato infine un lato, l'angolo opposto ed uno degli angoli adiacenti, si 
cerchi il lato opposto all’altro angolo adiacente. Mostra in oltre che due trian- 
goli sferici sono eguali , se abbiano respettivamente due lati e l’angolo com- 
preso eguale, o eguali un lato e gli angoli adiacenti. 

872. Con queste quattro formule, date tre qualunque delle sei quantità a, a 1 , a", 
g,g', g" , posson dunque sempre trovarsi le altre tre, e il problema trigonometrico re- 
lativo a qual si voglia triangolo sferico è pienamente risoluto. Ma le ultime tre posson 

ridursi nei diversi casi in forma più comoda per il calcolo logaritmico, operando presso 

a poco nel modo che per lo stesso oggetto si tenne nel la Trigonometria rettilinea (844). 

Vogliasi dalla II. 4 il valore dell’angolo a. Avremo 

(i-^-cosa)seng ] seng" = (797. 88 *) 2cos , \aseng'seng > ' =zcosg — (cosg'cosg" — 

seng'seng")c:cosg— cos( S '+g")=(796. 82.*) 2 sen } (g-hg’-hg’’)sen; (g'-hg 1 g), 

» r a * scnqsen(q—g ) 

ossia, fatto g-f-g’-f-g n =2q f 4. cosfaz=y — 1 seng 0VC n0D * uo 8° ^ 

doppio segno, perchè fa è sempre <90* (860. 4 .°), è co* fa non può dunque esser 
negativo. Di qui pure (4— cos* fa)seng i scng ,, z=seri* faseng 1 seng" z=seng' seng* I — 
senqsen(q—g)=(795 ,79.*) • coj(g'— g")— J-corfg'-f-g")— } cos g+ \ cos{2q—g)= 
\cos{g'~g")—l s cosg= (796. 82.* ) senì(g-hg'~ g")se/.{ (g— g'4-g")= 

*en(q — g')sen(q — g"); d'onde 2.* sen\ a=.y ~—L — Dividendo in- 

seng'seng” 

fine la 2. a per la 1.*, avremo 3.* tangla=V^^- — — £L-2 formule che 

senqsen(q—g ) 

danno gli angoli qnando si hanno i tre lati. <, 

873. Fatto a+a'+a' , =2m, il triangolo snpplementario (865) cangia nelle se- 


guenti le tre formule precedenti : 1 .* sen j g—y 


— cosmcos(m — a) 


costiti — a')cos(m — a") 


i 3 .* ttnglg-y- 


■cosmcos(m — a) 


i 2 * così 6= 
— , ove è da av- 


sena sena" ' coseni — a’)cos x m — a") 

vertirsi che il segno negativo non rende immaginario il radicale, perchè m è 
sempre ^90* e <270° (865), e in conseguenza corni è sempre negativo; e 

d’ altronde essendo m — a= , ed avendosi (866) a’-t-a 1 ' — a<t80°, 

co«(m — a), come pure cos(m — a 1 ) e co»(m — a") son sempre positivi. Queste 
formule danno dunque il valore del lato qualunque g, quando si conoscono i 
i tre angoli ; del resto si sarebbero egualmente ottenute operando sulla HI.* nel 
modo che abbiamo fatto sulla II.* (872). 

874. Vogliati parimente dalla II.* il valor del lato g opposto all’angolo a. 

cosff' 1 

Fatto tangg"cosa^zlangy , verrà cosg=cosg"(seng'tangf-^-cosg , )— X 

‘ cnsq 

(seng'scnf-i-cosg'cosf)=: (788. 39 .*) -° Sf! cos(g’u>f). 
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875. Dalla stessa vogliati g' ■ La formula precedente darà cos(g’ as ip)=; 
cosgcosf : cosg". 

876. Vogliasi dalla III.*aoppurea'. Fatto tauga'cosgssscotf, troveremo per il 
l.°caso cosaascosa'' scn(a' ~^f) : scafi d’ondepetil2.° sen(n' — f'pasenf cosa: cosa". 

877. Nel modo stesso, fatto tanggcosa"=atangf, avremo dalla IV.* cola— 
cota" sen\g ' — p) : senf per l’angolo a, e sen(g' — f)—tanga\' cotasenf per il lato §'. 
E fatto tangacosg—colf, avremo cotgaacotg' cos(a" tr.f) : cosf per il lato g, e 
cos(a” U'.f)^langg l cotgcosf per l’angolo a". 

Avuta col olezzo o di queste, o delle formule precedenti la quantità cercala, 
la I.* (869) farà sempre conoscere le altre due. 

878. Scendiamo adesso a dei casi più particolari, e sia in primo luogo g=g'. 

La IL* (87 0) darà cosaseng'seng"za:cosg'( l—rcosg’ )= (797 . 89.*) 2cosg‘ren‘^g" ; 
e poichfc (791. 46.')seng"=2sen{g"e0STg' .avremo per l’angolo opposto a g, uno 
dei lati eguali, cosa=cotg'tangi g". Equi potrà osservarsi clic cangiando a in a', il 
secondo membro non varia (840), il che dà cosa’aacosa, ed a' za a ; perciò nel 
triangolo sferico isoscele , come nel rettilineo, gli angoli opposti ai lati eguali 
sono eguali. j • ... 

879. Sia g'^g". Avremo dalla IL* (870) cosg—cos'g'+sen'g'cosa e quindi 
i—cosg—sen’g’( t — cosa), d’onde (797.89. ) sen \g=seng' sen\a, e per l’angolo 
compreso fra i lati eguali sen j azasen j g : seng’. 

880. Sia in secondo luogo a=a' ; la HI * darà cosgsena'sena !, =cosa\i-i- 

cosa")= (7 97. 88 ') 2cosa l cos’^a" ; d’onde, operando come sopra, otterremo per 
il lato opposto ad a, uno degli angoli eguali , cosg—cota’cot^a' . E qui pure si no- 
terà che cangiato g in g'.si avrebbe egualmente cosg 'zzzcola'cot | a'zacosg , dun- 
que g'=g ; e perciò se un triangolo sferico abbia due angoli eguali, aura eguali 
anche i tati opposti, e sarà isoscele Di qui si ha pure che in ogni triangolo 
sferico ad angoli maggiori sono opposti Iati maggiori e viceversa. Infatti se nel 
triangolo ABE abbinai l’angolo A^B, condotto l’arco AD in modo che sia BAD=B, 
il nuovo triangolo ADB sarà isoscele ed avremo BD=AD, d’onde BEc=AD-+-DE. 
Ma si ha AD-t-DE^AE, dunque BE^AE. “ ■ 

881. Siaa'^a 11 ; la III.* (870) darà cosgsen’a'zzcosa-i-cos'a'; d’onde 1 -\-cotaa. 
sen'a’^i-i-cosg), ovvero (797.88.*) cosj azasena’cosjg , e quindi per la base 
del triangolo isoscele cosjg—cosja : sena’. 

882. Sia infine gz=g‘=g" j il valor già trovato di cosa (878) si cangerà in 

eora=cofgtangig’=(797. 92 ,*)-~^ — — ; e se a—a'=:a'’, quello di 

14-cosg H-cosg 

... , cotasena cosa 

cosg (880) si cangera in cosg=cotacot|m= (797. 93 )- ,va- 

i — cosa 1 — cosa 

lori che spettando manifestamente a ciascuno dei tre angoli nel primo caso, ed 
a ciascuno dei tre Iati nel secondo, mostrano in oltre che ogni triangolo sferica 
equilatero e ancora equiangolo, e reciprocamente. 

T. IL 4 * 


Fig.427 


Digitized by Google 


56 

•» . « 

88.1. Talvolta non son dati che nn lato e l’angolo opposto, ein luogo di un altro 
lato o di un altr'angolo non si ha che la somma o la differenza degli altri due 
angoli, o degli altri due lati, n triangolo non è men risolubile in questi due casi. 
Infatti se nel valor di senj. (a-j-a^z^senjacos ^a'-+-sen\a'cas Ja si pongano i 
valori già trovati (872) di sen\'a, cos^a, e quelli di senja 1 , cosja' che si hanno 
dai due precedenti, cangiando a in a 1 , g in g', e g 1 io g, troveremo dopo facili 

riduzioni seni(a-\-a')=sl sen{q—g')+sen{jq—g) } — 1 y s er iq s en(q g ) Q r 

come)/ ^ ( ^ (8 72.l.-) CO r’u,co,is.,à a „ 

r efn o' e/>rt o ■ tonotonol * • 


seng'seng 'I ,x ~ 1 ’ ' r sengseng 1 

ed inoltre sen{q—g’)+sen(q—g)z=. (796. 80.*) 2stn$ (2q— g— g)cos$(g— g’)= 

2 serij g"cotj(g — g')=( 791 . 46.*) — ; — -coi j (g — g 1 ). Sostituendo dunque avremo 


cot ÌS 


»enL(a-+n')= C0,z “ -, cosl(g — §')■ In un modo affatto simile potranno aversi 
T eoi’# 1 ' 

analoghi valori per seni (a 


*'), cos|(«-Hs')j cos\(a — a') ; con che porremo 
insieme il seguente sistema di formule dovute al celebre Gauss : 
’seni(a-Hi')cosjg"=coSja"cosi(g—g');cosf(a-ha')cosjg"=senja"cosj(g-t-g') 
serica— a t )senig"=oosja"senj(g~g');cosl(a—a')senìg l, =sen}al'sen’(g-+g') 
le quali opportunamente combinate risolvono il problema nei casi proposti. 

Così se si abbiano a 1 ', g" e la differenza g — g', la t.* e 3. a daranno i va- 
lori di y(a-4-a'), j (a — a'), che sommati e sottratti faranno conoscere a ed a 1 . 

884. Se le formule precedenti si dividano l’una per l’altra, si perverrà alle 
seguenti proporzioni conosciute col nome d’analogie di Nepero. 

tan Si( a — a ) : cotja" ::senf(g— g') •• sen^-f-g 1 ) 
tangf (a-H»') : cot\a" :: cos\(g—g‘) : cos$(g-+g') 
tan S\(jSS') : tan 8i«" sen\(a—a') : senf («-H»') 
tangi(jg+g) : tang\g" :: coi '(a— a 1 ) : coi}(o-t-u') 
che risolvono con molta facilità il triangolo nei casi già contemplati anche so- 
pra (871), che si abbiano cioè due lati e l’angolo compreso, o un lato e i due 
angoli adiacenti. 

885. Fin qui il triangolo sferico si è considerato obliquangolo o qualunque. 
Se è rettangolo le formule divengono molto più semplici. Infatti supposto a l’an- 
golo retto, e cangiata in A la denominazione g del lato opposto, avremo 

dalla I.* seng'zzscnhsena' dalla III.* coshsBcota'cota" 

oppure seng"=senhsena" dalla IV.* tangg'^Uanghcosa" 

dalla II.* cosh=^eosg , cotg l ‘ oppure tangg l 'z=tangkcosa ' 

la quale ultima equazione nasce dalla precedente permutandovi g' ed a 1 ' in g" 
ed a' (840). 

Infine se nella III-* e IV.* si cangi a" in a, a in a" e per conseguenza 
g in g " supposto sempre a=90°, troveremo 
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cosa" ^cosg" sena' oppure cosa' s^cosg' scila" 

tangg" stanga" seng' tangg' stanga' seng" 

Con queste dieci formule, date due soltanto delle cinque quantità h, g', g", 
a 1 , a", si arra qualunque delle altre tre. 

886. Qui pure se i seni e i coseni degli angoli o lati cercati sieno molto gran- 
di, e si esiga un estremo rigore, converrà ricorrere alle solite trasformaeioui 
(847). La formula seng'z^senhsena’ dando t : senh :: sena' : seng', avremo l+senÀ: 

i+senh sena' -{-seng' 

1 — senh:: sena' -\-seng' : sena — sene : d onde ■ = - , ossia 

° f — senh sena’— seng' 

(7 99. ( 0 1 *,e 7 98 .94*)ta;i,g(4 5°H- } h) j / (tang [- (u'-t-g 1 ) : tang [ (a 1 — g")). Si avrà 


pure \ : sena' :: senh : seng' , e di qui nel modo che sopra tang(4i”+^ a')=± . . - 
^(tang^Qi+g) :tang\(h — g')), formule che danno h ed a 1 . Volendo g', potremo 
con h ed a 1 aver g" da tangg" stanghe osa' (885), e quindi g' da cosh— cosg' cosg”. 
887. Similmente la formula cosh=scosg'cosg " dà f : cosg' :: cosg " : cosà, e di 

qui - - --- ~ , ovvero (799.104*, e 798.97*) cot\g'=\^cot\(1i-{- 

t — cosg 1 cosg"—~cosh 

g")cot{(h~g''); d’onde g' . Permutando g' in g" e g" in g', si avrà pure g". Vo- 
lendo h, porremo cosg' cosg” =tang‘f, ed avremo H-cosÀ=l -4-tong’p, ossia 


(797.88*, e 784.2*) 2cos’lh=sec’v ; d’onde cosih= (787.29*) — . 

v ’ T r cos?y 2 

888. La formula cosh=cota’ cota" cangiata in cota" —tango! costi dà 1 : cosh :: 

1-4-cosÀ tango! -{-cota" \ -{-tango' tango! i 

1 — tango' tango! 


tango' : cota", ed - 


-, =(800.H2*) 


1 — cosh tango' — cota " 

cos(a'cna") , , . cos(a! Via") 

— : — - = coi ’ , h ■ d onde cotsh=cy— ■ — , ove il radicale 

cos(a'-{-a") * cos(a'-{a") 

non è immaginario perchè con a= 90° deve sempre aversi (866) a' Via" ^90° , 

a'-+-u"i>90° e <^270°, e quindi cos(a' vja") positivo, e cos(a'~{a'') negativo 

(793.3°). 


889. Infine da tangg' z=tanghcosa" traendosi f : cosa" : : tangh : tangg', si con- 

sen(h-g') formnU cbe dMk 
sen(h-{g') 

a", e cangiati al solito a" e g' in a', e g", avremo anche a'. Del resto le più di 
queste trasformate servono ancora a risolvere il triangolo rettangolo, qualora in luo- 
go delle due quantità date non si conoscano che la loro somma e la lor differenza. 

890. Anche la formula 1*. (869) dei triangoli obliquangoli , che quando ti ab- 
biano i dati necessari serve egualmente per i rettangoli , cade visibilmente tra quelle 
che esigono nei casi sopraddetti (886) una trasformazione. Facile è peraltro vedere 
come 1’ analogie di Ncpero (884) convenientemente scelte ed adoperate, supplisco- 
no da se medesime a questo bisogno. 

89 f. Non insisteremo sulle applicazioni numeriche di queste formule, basta»- 


eluderà come nel caso precedente tang’ I a"^=J/ 
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do per la cognizione e l’esercizio del calcolo , quelle che abbiamo già date rie!- 1 
1» Trigonometria rettilinea. Aggiungeremo bensì le due seguenti necessarissime av- 
vertenze. In primo luogo che qualora, fatte nel secondo membro le opportune so- 
stituzioni dai dati valori , qualche funzione risulti negativa, e renda tutto ihtero il 
membro negativo , prima di passare ai calcolo si cangerà l’ equazione di segno , e 
quindi coimezzo di una delle formule già date (793.6°), si trasformerà in positiva 
la funzione incognita del primo membro, che la precedente mutazione di segno a- 

vrà resa negativa. Coli se in cosg'= — — - |f si abbiaÀ=127°25'20",.g'"=13° 17' 20", 


cosg- 

sarà cosh= — ten 37° 25' 20" (792.51*), e quindi cosg'—— 


sor, 37“ 25* 20^ 
coti 3° iT' 20" 


Faremo dunque -~cosg’ 


, 370 lei unii 

— , e poiché (793.6°) — cosg'=cos(480 d 


cos t3° 17' 20" 


sen 37° 25' 20’» 


Calcolando si trova . . . 


— §')> porremo infine cos(t80 0 ir§')= —— ^Tw'- 

cos 13 1/ JO 

cos(480°rfcg')=cor 51°2l'44" ,8. Sarà dunque t80 o t±rg'=5l o 2l' 4l", 8, e quin- 
di g > =ziz5i 0 2 1 ' 41' ,8 — 180, cioè, escluso il risultamento negativo che visibil- 
mente non servirebbe , f£—i 28° 38' 18", 2. Noi abbiamo già praticato anche altro- 
ve (848. V a ) questo stesso giro d’operazione. 

892. In secondo luogo si sa che ogni funzione trigonometrica, sia positiva, sid 
negativa, appartiene in comune a due archi differenti (793.8°); perciò qualunque 
volta un arco o un angolo venga dato mediante una sua qualunque funzione, il pro- 
blema avrà sempre due soluzioni. Siccome per altro nei triangoli sferici tanto i 
lati che gli angoli Son sempre minori dii 80° (857 .6°, 860); perciò, qualora o gli 
uni o gli altri sieno dati per mezzo o del coseno o della tangente o della cotangen- 
te , una delle due soluzioni rimarrà necessariamente esclusa , attesoché dei due ar- 
chi o angoli a cui queste funzioni respettivameote appartengono, uno è minore di 
480°, l’altro maggiore, nè l’ultimo può in conseguenza aver parte nel triangolo. Non 
tosi relativamente ai seni; poiché dei due archi o angoli che hanno in comune lo 
Stesso seno positivo , l’ uno è supplemento dell’ altro , ed ambedue son minori di 
480°. Quindi è che da tutte le formule , le quali danno gli archi o angoli per mez- 
zo di seni , si ha sempre una doppia soluzione , o come suol dirsi una soluzione 
dubbia. Spesso per altro il dubbio può esser tolto da una qualunque delle seguen- 
ti considerazioni. 

..... cosa+cosa' cosa" 

893. 1*. Poiché la III». (870) da cósg=c ■ ■ , e supposti acuti i 

seiui'scna" 

tre angoli a, a', a ", il secondo membro c quindi anche il primo son positivi ; per- 
ciò se tutti gli angoli di un triangolo sjericò sono acuti, tutti i lati saranno mi- 
nori di 90°. 

2*. Dalle analogie di Nepero (881) abbiamo tang \ (a-+-o')Xeos j (g-l-g')— 
eot jo" cos J (geo g 1 ). Or poiché nè j<i", nè -J (gte g') possono giungere a 90® 
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(360 857.6.°), il secondo membro e in conseguenza anche il primo, dorranno 
risultar sempre positivi, e quindi j(a-ha') ed j(g-+-g‘) dovranno esser sempre 
della medesima specie, cioè o ambedue acuti o ambedue ottusi. D’altronde della 
stessa specie son pure {(atta') ed { (gV)g') t perchè ambedue minori di 90°; 
dunque in generale in ogni triangolo iferico la semisomma e la semidifferenza 
degli angoli son sempre della stessa specie di quelle dei lati opposti. 

3. * Poiché con g=g‘ abbiamo (S78) cosa—cotgtang\g", e tang\g'' è 
tempre positiva (857. 6.°), il segno di cosa seguirà dunque quello di cotg, e 
perciò nel triangolo sferico isoscele gli angoli eguali sono della stessa specie 
dei lati opposti. 

4. * Per la stessa ragione, siccome con g" abbiamo (882) cosassi 

ed t-f-cosg è sempre positivo, perciò nel triangolo sferico equila- 
tero gli angoli son della stessa specie dei lati ; onde se i lati sono di 90° , 
tutti gli angoli saranno retti. 

5. * Poiché nei triangoli rettangoli (885) tangg"sztanga\'seng', e seng' è 
sempre positivo (793.3.°), dunque tangg" e tango 11 dovranno in lutti i casi 
avere uno stesso segno, e g" ed a" esser quindi della medesima specie ; per- 
ciò in ogni triangolo sferico rettangolo gli angoli obliqui son della stessa 
specie dei lati opposti. 

6. ‘ Nella stessa formula, escluso il caso di g'=90°, si ha sempre seng'<i 1, 
e quindi (67. t tanga n ^tangg" ■, perciò se sia a"<90°, dovrà aversi a u '^g ,> , 
e l’inverso nel caso opposto; di qui in ogni triangolo sferico rettangolo cia- 
scuno degli angoli obliqui è maggiore se acuto, minore se ottuso del lato 
opposto. 

7. * Negli stessi triangoli avendoti (885)senhsena'=xeng’,ed essendo sena'<^i, 
sarà seng'-C_senh (67. 4.°); e quindi te sia g'<90°, avremo altresì g'<h, men- 
tre se sia g'^>90°, avremo g'^k ( 793. 4.°) ; perciò in ogni triangolo sferico 
rettangolo i cateti saranno minori o maggiori dell" ipotenusa , secondo che 
saranno minori o maggiori di 90°. Di qui si ha pure che l’arcò normale è 
minore o maggiore di tutti gli archi che scendono da uno stesso punto, se- 
condo che e minore o maggiore di 90°. 

8. ® Infine avendoci negli stessi triangoli (888) cos(a'u>a ll )= — cos(a'-f-a' l )X 
eot'\h, e ««(a'-t-a 1 ') essendo Sempre negativo (ini), il primo membro di que- 
st’equazione sarà positivo, e quindi a 1 eoa' '<90°; perciò in ogni triangolo ret- 
tangolo sferico la differenza degli angoli obliqui è sempre minore di 90*. 
Passiamo ad altre considerazioni. 

894. Se i lati g, g 1 , g" siano piccoli in modo che le loro dimensioni oltre 
la seconda sieno trascurabili, in tal caso potremo porre (806) seng=^g,seng'=:g { , 
seng"= g", cosgcH— \g',cosg'c=i—\g", cosg"-{—\g ,! ',e del pari tangg=:g,ec. 
Introdotti questi cambiamenti nelle formule superiori, queste nella maggior parte 
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si troveranno cangiate nelle loro corrispondenti già troviti# nella trigonometria 
rettilinea; quindi le ultime potranno sempre impunemente adopfnrsi in luogo 
delle prime, qualora i lati abbiano la piccolezza dovuta. Per altro ancorché que- 
sta lunghezza sia alquanto maggiore, talché si esiga di tener c'onto anche delle 
terze e quarte poteoze degli archi nell 1 introdurre i valori dei seni e dei co- 
seni, potranno continuare ad .adoprarsi le formule dell» trigonometria rettili- 
nea, parche si diminuiscano gli angoli a seconda de! Teorema di Legendre 
già da noi annunziato (850) e del quale diamo adesso la promessa dimostrazione. 

895. Poiché si ha in generale (870. li.*) cosaseng'scng il xzcosg — co$g'cosg tr , 
e gli archi g , g } , g' si suppongono piccolissimi in proporzione del raggio, 
che si assume al solito per unità , in luogo dei loro seni e coseni potremo 
inlrodur nella formula i valori dei medesimi, dati per gli archi (805), li- 
mitali lìtio ai terniini della quarta dimensione. In tal caso latte Le opportune 
riduzioni, troveremo 4g'g v cosa(6 — g' 4 — g rti — 
6g ,% g ìft » equazione che moltiplicata nell* uno e nell* altro membro per 6-4- 
g'*-\-g ,n t trascurati al solito i termini oltre la quarta dimensione, rende in- 

line cosa= * ■ ■ ? --4~ - ■ ” ** A IL £-2—. Sia adesso 

*g'g" H?'s" 

A l’angolo opposto a g in un triangolo rettilineo, che abbia i Iati g, g ’ , g u 
eguali in lunghezza a quelli del supposto triangolo sferico : avremo (843) 

g'H-g"-*’ . „ «V’-W* 

W =-—(<- 

g'g" , # t S 

cos' A)=- — - seri* A ; onde introdotti questi valori nella precedente espressione. 


si avrà cosa=zcosA — jg'g^seri* A. Or poiché g'g [t è una quantità piccolissima 
di second’ ordine in faccia al raggio 1, ne concluderemo che ancor più piccola 
sarà la differenza fra cosA e cosa, e quindi fra gli archi A , a: onde ponendo 
a=A- +-x e perciò cosa~cos(A-t-x')=cosAcosx — scnAsenx , potremo supporre 
senx=x , cosx=f, e quindi cosax=cosA- — xsenA f valore che confrontato con 
l’altro già trovato di sopra dà xz=ig i g ìì senA. Ma g senA è l’espressione della 
normale calata sul lato g 11 dal vertice dell’angolo opposto (846), dunque x è il 
terzo della superficie del triangolo rettilineo (632) ; la quale se si chiami s , avre- 
mo a=A-\-f. Dunque anche a { xxA [ -\-^ 9 a‘ e di qui a-{-a'-+-a li =z 

A-\-A x -t-A { '-+-s=-\ 80°-f-j. Sarà dunque s l’eccesso della somma dei tre angoli 
del triangolo sferico sopra i due retti : e resta dimostrato che tolto un terzo 
di quest’ eccesso da ciascuno dei detti tre angoli , si hanno gli angoli del 
triangolo rettilineo, i cui lati eguagliano in lunghezza quelli del dato trian- 
golo sferico. 


! 
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CURVE 

Nozioni preliminari sull’ uso dell' Algebra nella 
descrizione delle Curve 

896. Dal punto fisso A, considerato come punto d’origt- F.ua 
ne, parta la retta indefinita AX, sulla quale sieno prese le por- 
zioni o ascisse ( 58 y) AP, AP', AP", ec. Da ognuno dei pumi 
P,P',P", ec. si alzino ad angolo qualunque le parallele ovvero 
ordinate PM.P’M 1 , P"M",ec. prolungate in maniera, che regni 
sempre un determinato rapporto fra ciascuna ascissa e 1’ ordinata 
corrispondente j cosicché chiamale l’ una x, l’altra y , i valori 

d’ ambedue (498) soddisfacciano insieme ad una data equazio- 
ne, come per esempio ad y*=%ax-~~ x*. In tal caso, le estremità 
delle ordinate y si disporranno in una linea , che generalmente 
sarà una curva , la di cui natura ed indole varieranno a seconda 
della diversa qualità dell’equazione di rapporto, che perciò si 
chiama equazione della curva • Data quest’ equazione, l’Algebra 
non solo insegna a descriver la curva corrispondente, ma ne svi- 
luppa ancora le principali proprietà con maravigliosa prontezza. 

897. Le ascisse e le ordinate si chiamano con nome comu- 
ne coordinate, e diconsi di più ortogonali , allorché il loro 
angolo è retto, come per lo più lo supporremo pei l’avvenire, 
quando altro non si avverta. La retta AX sulla quale si preudon 
l’ ascisse si chiama asse della curva o delle ascisse o delle x; 
come per analogia si chiama asse delle ordinate o delle X , la 
retta indefinita AY, condotta per il punto d’ origine A parallela- 
mente alle ordinate. Inseguito rappresenteremo cou X il primo 
asse , ossia quello delle x, e con Y il secondo 0 quello dello y; 
e chiameremo piano degli assi , o delle xy , quello che resta 
determinato dagli assi X,.L(69a.5 0 ), o da due coordinate x.y. 

898. Non sempre l’origine A cade sull’estremità dell’asse 
delle ascisse, ma può stabilirsi in qualunque altro punto del me- 
desimo 5 se non che allora , considerate come positive le ascisse 
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02 prese da una parte dell’ origine, debbon riguardarsi come nega- 
tive quelle prese dalla parte opposta ( 1 39) : siccome egualmente 
l’ordinate possono aver luogo tanto al disopra che al di sotto dell’ 
asse X, purché in un senso si assumano positive, e nell’ altro 
negative. L’ascissa è visibilmente nulla per tutti quei punti 
della curvn che cadono sull’asse Y-, l’ordinata è nulla per tutti 
quelli clic cadono sull’asse X; quindi se la curva passa per l’o- 
rigine A, ambedue le coordinate in quel punto si annulleran- 
no. 1 punti iu cui la curva attraversa l’asse si chiamano punti di 
tragitto. 

899. Se a,b sieno i valori particolari delle coordinate spet- 
tanti ad un dato punto M, l’ equazioni si chiamano 

equazioni del punto M', nome che egualmente ritengono quando 
pure M non appartenga alla curva , ma sia dovunque e comun- 
que situato nel piano degli assi X,Y . Fratianto da ciò che si è 
detto risulta che considerati come positivi gli assi AX , AY , e 
come negativi i loro prolungamenti AX', AY'; se il punto M ca- 
de nell’angolo YAX le quantità a, b saranno positive; se cade 
nell’angolo opposto X’AY', oin uno qualunque dei due adiacen- 
ti Y'AX, YAX 1 , nel primo caso a,b saranno ambedue negative, 
nel secondo sarà negativa b, nel terzo a, e l’ equazioni respetti- 
vamente diverranno in ciascuno di questi tre casi x=-— a, y=- 
r-b\ x=a, y=—b ; ,r=?— a, y=b. Se poi cade nell’asse X 
avremo b— 0 , se nell’asse Xavremo a=o; quindi l’ equazioni 
diverranno x=a, y= o, oppure x=o, y=b; ed a nel primo 
Caso, b nel secondo indicheranno o a qual distanza dall’origine A 
si trovi il punto M sull’asse X, o a quanto si trovi al disopra 
dell’origine sull’asse Y. In ultimo se M cada in A, punto di 
concorso degli assi, avremo insieme a=o, b=-o , e per equazio- 
ni x=o,y~==o. Che se gli assi sieno ortogonali, a, b rappresen- 
teranno generalmente le distanze di M dall’un asse e dall’altro, 

900. L’ equazioni x^=a , y=b determinano la posizione 
del punto M nel piano degli assi. Perchè ciò meglio si compren* 
da, premetteremo che l’idea di posizione essendo un’ idea di pu- 
ro rapporto , come quelle di lunghezza o di estensione , non può 
giungersi a chiaramente assegnare la situazione di un punto M 
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sopra di un plano, se non riferendola a quella di un altro pun- 
to A del medesimo piano, che si supponga già nota. Al che non 
basta l’indizio della sola distanza AM; poiché a questa medesima 
distanza da A si trovano, oltre M, tutti i punti della circonfe- 
renze descritta col ceutro in A e raggio AM. Ma se condotto co- 
munque per A 1’ asse indefinito AX, scenderemo da M su di 
quest’ asse con la retta MP, e daremo il valore e la direzione del- 
l’ ascissa AP e dell’ ordinata MP, la posizione di M resterà deci- 
samente determinata , essendo chiaro che le coordinate AP, PM 
nel senso in cuisison prese, non competono che al punto M. 

901. In luogo delle coordinate x, y si può anclie assegnare la posizione del pun- 
to M mediante la distanza AM, e 1’ angolo die la retta AM fa con l’ asse delle a 

, scisse oselle ordinate. Chiamato 9 il primo di questi due angoli, r la distanza AM, 

e supposte infine ortogonali (897) le coordinate x,y, queste si cangiano allora in 
rcosi, raeuO (846. l.°); d’onde le due nuove equazioni del punto M, r=rcos9, 

y 

versetti. E poiché da queste si trae tang 9= — , ed r=|/(ac’-f-v-*), cosi I* un si- 
• X 

sterna d’equazioni potrà sempre cangiarsi nell’altro; è chiaro infatti che date x, 
y potranno sempre aversi re 0, e date r e 0, potranno aversi r, y. 

902. Ogni retta BM che da un punto determinato B dell’ asse, preso ad una di- 
stanza nota AB=:a dall’origine si conduce ad un punto qualunque M della curva, 
prende il nome di raggio vettore. Posta BM=r, e chiamato p 1’ angolo MBP, il 
triangolo rettangolo MPB, in cui BP=x — a, darà x=rcos5-+-a, ed f=/ sen5j va- 
lori che introdotti nell'equazione della curva, la canneranno in un altra , che avrà 
per variabili r e (?, e che allora prende il nome d 'equazione polare o angolare. > 

903. La direzione, la reciproca inclinazione c la concorrenza A degli assi X, Y 
talvolta sono date, talvolta sono arbitrarie. Quando sono arbitrarie si preferiscono 
sempre le più opportune al caso, c soprattutto si procura di porre i due assi ad 
angolo retto fra loro. Quando sono date, può convenire, e può anche esser neces- 

• sario cambiarle; ed ecco come le coordinate x, y clic riferivano il punto M agli 

assi priniilivi*X, 1 si potranno trasformare nelle x', y' che Io riferiscono ai unir- 
vi X 1 , Y'. Per maggior generalità supporremo qualunque 1’ angolo die si questi 
che quelli fanno respeltivamente fra loro; e per maggior semplicità rappresentere- 
mo tutti gli angoli per mezzo dei lati cheli comprendono; scrivendo p. es. seuxy, 
senx'p per denotare i seni degli angoli formati dalle coordinate x,y, o dalla nuo- 
va ascissa x 1 con l'ordinata primitiva y. Còntinueremoachiaiiiare .V, X'qnelli de- 
gli assi che procedono da destra a sinistra; Y, l n quelli che scendono dall’alto 
al basso: ed a riguardare come parte positiva degli assi X,X quella che resta al- 
la destra della rcspettica origine, come negativa la parie clic va verso la sinistra; a 
del pari come positiva quella parte degli assi ) , J 1 che sale al Hi sopra degli assi 
X, X', e come negatila quella che scende al di sotto. Osserveremo infine che le 

r. //. 


Fig. 133 
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coordinate primitive r, y dovranno dipendere dalle nuove r',> 1 per mezzo di cqna- 
lioni di primo grado della forma x—my-px -Yqj jzx.m'-\-p‘x'y-q' y '. Infalli , 
siccome ni punto qualunque M non compete clie una sola coordinala nel sento di 
cioscunodei quattro assi, così 1’ equazioni di rapporto dell’une coordinate colle 
altre debbono esser tali, che, per qualunque coordinala sieno risolute, non som- 
ministrino se non nn solo valore, il che non potrebbe accadere qualora le coordi- 
nate vi si trovassero ad un grado maggiore dell’unità, ossia, le equazioni non fos- 
sero lineari. Non altro adunque rimarrà che conoscere le quantità m, m 1 , p, p', </, 
q\ che essendo di lor natura indipendenti da x, x' , debbono mantener sempre 
Uno stesso valore qualunque siasi la posizione del punto M. 

Ciò premesso , si supponga in primo luogo che i nuovi assi A 1 , Y' abbian co- 
mune l'origine in A coi primitivi X , Y, e solo ne differiscano nella direzione. 
In tale ipotesi se s’ imagi ni il punto M traspoi tato nell’origine A, le coordi- 
nate x, y, x',y K si annulleranno insieme, il che dà tosto m=m'= 0. E se in se- 
guito s’imagini M trasportato in un punto qualunque della parte posili^ dell’as- 

x y' 

so A', sarà i / J =0, d’ onde x=spx\ yxxp'x', e quindi P—~, > P — ^ | • O™ *’ asse 

A 1 , o per meglio dire, la parte positiva di quest’asse può cadere o dentro l’angolo 
YAX degli assi primitivi al di sopra dell’ asse X, o sotto il medesimo al di fuo- 
Fig. 278 di quell’angolo. Frattanto se dal punto M preso nel modo che sopra siqonda- 
ea la MP parallela all’asce Y , avremo in ambedue i casi AM=rar' , AP.=x ; e nei 
primo caso IV1P=>, nel secondo MP=r — yt e il triangolo AMP darà in ambedue 
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, x senx'y . , , . y scnxx' — y 

i casi — ;= ; e inoltre nel primo caso — — = , nel secondo — =s. . 

x 1 senxy 1 *•' 


tenxx 


Dunque ps 


senx'y 


senxy 


senxx ■ ...... 

p' = - 1- t : preso il segno inferiore m p' 

senxy ~ te »xy * enx y 

quando la parte positiva dell’ asse A' cada al di sotto di quella dell’ asse A. E se 
infine il punlu M si fsccia cadere sull’ asse Y' , nel qual caso x’=0, avremo allora 

X Y 

x=qy'; } — 'ff'ì d’ onde qs=. — . Or qui pure è manifesto chel’ aste 

Y ' potrà trovarsi alla destra dell’asse Y, o alla sinistra. Costruiti pertanto i soliti trian- 

sen yjr 1 seni rr* 

«oli, e operando in tutto come sopra, troveremo </ = i_ — , a — , preso 

° r senxy senxy 

il segno inferiore in’q quando Y' cada alla sinistra dell’asse Y T roveti così i valori 

x'senx' i H; > 'senyy' 

delle sei costanti, l’equazioni generali si cangeranno m senx y — * ~* ’ 

r'senxy'-y-x'senxx' . , . . , 

v=' L -= : formule che varranno per qualunque situazione del pun- 

senxy 

to M, purché alle coordinale x, y, *', y' si applichino s segni voluti dai precetti 
già dati altrove (899). 

904. Si supponga adesso che i due nuovi assi X 1 , Y 1 differiscano dagli assi pri- 
mitivi non solo nella direzione, ma ancora nell’origine ; e per fissar le idee sia 
questa in A' dentro l’angolo formalo dai prolungamenti degli assi A, 1'. Fatto con- 
correr* in A un nuovo sistema d’assi AX"=A", A Y paralleli respeltiva- 
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meute agli .usi X 1 , 1 ', e protrailo l’asse 1 " fino all’ incontro in N con l’asse X 1 , 

è chiaro in primo luogo che se si chiamino x", " le coordinate che riferisco- 

no il punto M agli assi X", Y 1 ', avremo dalle formule precedenti x— 

x"senx ] >-yjr'sehyy' j " senxy '-^x" senxx' . 

" ’ J . E chiaro altresì che saranno 

senxy 


l ig 280 


senxy 




A'N ed AN le coordinate che riferiscorio il punto A al punto A' nel senso degli as- 
si X', Y\ e che rappresentando l’ una con af, 1’ altra con fs 1 avremo 
jr'fcgs'4» jà'ji d’onde x''=x'— a', y u sxy ' — fi', valori che sostituiti stelle due for- 

(x' — «')se/ix'yHK( r 1 — l ’j')tenrt 1 


mole precedenti daranno per il caso attuale : 

(*'— «’)senxx'+(y'— p')senxy' 

senxy 


senxy 


905. Che se 1’ origine A fosse all’ opposto contenuta nell’ angolo formato dai 
prolungamenti degli assi A', Y', nel qunl caso le coordinate a’ e fa’ si cangerebbe- 
ro di positive in negative, ben si vedeche allora avremmo x'^x'-f-a', y"=y'y-^' , 
e quindi le coordinate a 1 e 6' cambierebbero ambedue di segno nelle due formu- 
le; come con egual facilità si scorge che cambierebbe la sola se A cadesse nel- 
l’angolo inferiore destro, e la sola a' se nel superiore sinistro. Con queste formu- 
le, fatta scrupolosa attenzione a tutte le dichiarate avvertenze relativamente ai se- 
gni , potremo dunque aver sempre i valori delle coordinate primitive x,^dali per 
le nuove x', y 1 . Ma come la promiscuità dei segni potrebbe portare ambiguità e 
confusione nelle diverse applicazioni, meglio sarà presentarle semplicemente nel- 

., (xl-t -a')senx'r+(r'-by)senry' 

1 aspetto seguente; x= — — — — ; y — , 

(x , -j-x t )scnxx'-\-( y'+p , )Meiixyl 
senxy 


senxy 

■ , sotto la qual forma potranno valere per qua- 
lunque direzione, che abbiano gli assi e per qualunque posizione del ponto 111 e 
dell’ origine A' t purché 1.” si dieno, come abbiamo avvertito (899) alle quattro 
coordinate x , y, x', j 1 i segni convenienti alla situazione del punto M rappor- 
to agli assi X, Y, X', Y 1 , ed alle coordinate a' e J3* i segni opposti a quelli, che 
converrebbero alla situazione dell’ origine A rapporto agli assi X 1 Y 1 : e purché 2.° 
condotti o invaginali condotti dall’ origine A gli assi A", Y" parallelamente agli assi 
X'fY 1 ,|si considerino respelli vamente comenegativi gli angoli xx’,yy\ l’uno quando 
la paite positiva dell’asse X " si trovi cadere al di sotto di quella dell’asse A; l’ altro 
quando la parte positiva dell’ asse Y 1 ' si trovi cadere alla sinistra di quella dell’as- 
se Y. Questa regola è generale e costante, ed é facile vederne la congiuenza con 
tutte le precedenti avvertenze. 

906. Talvolta in luogo delle coordinate a', 6' che riferiscono l’origine A al- 
l’origine A', giova introdurre le coordinate a e [3 che riferiscono A' ad A nel sen- 
so degli assi X ed Y. Le formule divengono allora molto piu semplici ; e per ot- 
tenerle osserveremo, che in tal caso per il punto A' abbiamo x=uz ,jx=3, x'x=0, 

y'—Q, valori che posti nelle formule superiori danno . 


senxy 






r ^ srn3 y ~ >r7 senxr . equazioni clie sottratte dalle prediale formule, daranno 

•' setixy 

x'srnx' v-*-y'senrr > 0 y>tenx yl-y-x’senxx 1 
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luogo le regole già esporti (905) relative ai segni; se non elio quelli delle coor- 
dinale a e (3 dovranno prenderei tali, quali convengono alla posizione dal pnoto A* 
rappoitongii assi Xed Y, e non contrariamente, come nel caso opposto. 

907. Finalmente sarà utile osservare l.° che se i primi assi sieno ortogonili, 
sarà jry=a90 o , x>=90°— xx 1 , xy'-90°— yy'i d’onde x=(x'-i-a')cos xx'+... . 
( y’^-p^senyy'sra+x'cosxx'-iyr'scnyy' : y=(x'+a'')seBXX l -^-(y l •t-p , ) X- 

coryy= 54 -x , *enxx'-i-y'co»y/ J . J° Se inoltre gli assi X, X 1 sieno paralleli fra 
loro sarà di più xx'—0,yy'=90°— x’y‘, e quindi x=(x'-H*')-t -iy'+P'ìcosx'y’ 
—x-\-x '+r 'coix'y’i K=( r'+p')senx'r'=i+y'ienx’y’. 3.° Clic infine se ambe- 
due gli ossi nuovi sian paralleli ai primitivi, qualunque siasi il loro angolo, sarà 
xy=xr, e quindi x=x'+a , =x'-H*,r=.t '+P=J ' + ?- Cosl P°*™ nno trovarsi 
cousiuiili riduzioni per altri casi. Ed in ciascuna dovranno sempre rapporto ai se- 
gni* tenersi ferme le regole generali già riportale (905). 

908. Confrontando i valori trovati d’xe d ’y coi valori generici (903) x=zm-t-px’ 

aftenx' y+b'senyy’ B , 

-p-qj', r=m- 4 -p j x'-+-< 7 > , ,si trova m=«= sen fJ- X — 

senr v -4-« semi _ _ llesle j ue costanti dipendono dunque insieme c dalle origi- 
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ni degli assi e dai loro angoli, mentre p, q, p', q' , non dipendono che da questi 
ultimi. Di più se osserveremo che yy'z=xr — xy' , xx'=x r—xy , potremo 
concludere facilmente che le qnnntilà />', q' dipendono reciprocamente dalle due 
p,q, in gnodo che dei sei coefficienti, quattro soli sono arbitrari nel caso 
che sia arbitraria la scella dei nuovi assi. lattodotti frattanto i valori trovali J’ie 
d’y nell’eqna'ùone della curva data essa si caugerà dunque in un’ altra, che con- 
serverà il grado della prima, ma ne differirà e nei coefficienti e nel numero dei 
termini, senza però cessare di appartenere come quella alla curvi primitiva, c no» 
ad altre; essendo chiaro che tanto le coordinate x, Y , quanto le x y si riferiscono 
agli stessi punti M dei quali si compone la data curva. Perciò una stessa curva può 
•ver differenti eqnazioni, come all’ opposto differenti equazioni possono appartene- 
re ad una medesima curva. Chiameremo equazioni trasformale o derivate tulle 
quelle che per effetloo col mezzo di tali sostituzioni nascono da ima prima equazio- 
ne derivatrice, o vi si posson ridurre; nei quali casi dunque, come abbiamo av- 
vertito, tutte quante spettano esclusivamente ad una stessa curva, che è quella del- 
» 1’ equazione derivatrice. 

909. Or SU queste semplicissime nozioni , c sopra poche 
altre che daremo in appresso, è specialmente fondala la teoria 
algebrica delle curve, clic tutta si aggirerà intorno ai tre seguen- 
ti generali quesiti. 1 ” Datala curva trovarne V equazione, c 


col sussidio di questa e di una jacile sintesi rilevarne le 
principali proprietà ; 2.“ Data l’equazione trovarne il luogo 
geometrico, ossia la curva corrispondente -, 3 .° Trovar le curve 
aventi una qualche data proprietà , o atte a soddisfare ad 
una condizione assegnata, o a risolvere sia isolatamente, sia 
congiunte insieme un dato problema. 

La soluzione del primo quesito esige che si conosca la 
genesi della curva, cioè la legge secondo la quale è stata de- 
scritta, o uno almeno dei suoi caratteri distintivi. Il secondo 
quesito suppone già completamente risoluto il primo, onde non 
altro resti che ridurre, quando sia possibile, l’equazione proposta 
ad una di quelle spettanti alle curve già note. Diversamente non 
potremo che limitarci a descriver la curva coi metodi che da- 
remo, e porne in chiaro le proprietà con quelli che pur daremo 
per il primo quesito. La soluzione del terzo dipende interamente 
dall'arte di ricavare dalle date proprietà, o dalle condizioni del 
problema, una o più equazioni; dopo di che questo quesito 
ricade subito nel secondo. 

910. Per dare intanto un qualche saggio sul modo di risol- 
vere tali quesiti, cominciamo dal primo, e proponiamoci di 
trovar l’equazione alla circonferenza di un circolo del raggio 
CB=a. Si sa che questa curva è descritta dall’estremità B 
del raggio CB, che partendosi dalla situazione CB, si muove Fìg <39 
in giro intorno all’altra estremità immobile C ( 4 y 4 ). Or si 
supponga B giunto nel punto qualunque M. Sarà primieramente 
CM=CB=a; e se preso il raggio CB o il diametro AB per 
asse delle ascisse, e il centro C per origine delle medesime, 
si cali la normale MP, saranno CP=x, MP= r le coordi- 
nate del punto qualunque M riferite all’origine C. Frattanto 
il triangolo rettangolo CPM darà y*= a *—x\ equazione cer- 
cata. Che se l’origine delle ascisse si voglia prender piuttosto 
all’est remità A del diametro AB, in tal caso avremo AP=x, 

AC=x — a , e lo stesso triangolo CPM darà y 2 = 
a ] fa* a-Y—iax — x 2 , altra equazione alla circonferenza del 
circolo del raggio a, la quale suppone dunque l’origine del- 
l 'ascisse non al centro come la prima, ma ad una delle due 
estremità del diametro. 

T. //. r , 
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Fig.<39 Abbiamo adunque così ricavata l’equazione dalla ben nota 
genesi della curva. Vediamo come potrebbe egualmente aversi 
partendo da qualche sua singoiar proprietà. Sappiamo ( 657 ) 
che la normale MP è media proporzionale fra i due segmenti 
AP, PB del diametro. Poste perciò come sopra MP==y, CP=cz, 
saranno AP -=a-\-x, PB— n — x, ed^ a =(a-t-x)(a — x)=a 2 — x 2 , 
equazione cercata conforme alla prima delle due precedenti. 

Vediamo infine con un esempio come dalla trovata equa- 
zione possati dedursi le proprietà di questa curva. Si condu- 
cano le corde AM, MB ; avremo AM*=MP , -t-AP 3 ==y* -h'a-hx) 2 , 
BM a ==MP J -t-BP*==yM-(a — x) 2 , e quindi ÀM 2 H-BM»= 2 ^ a -f- 
(a-Hr)*-i-(a — x)*=ayM-a«M-a:t** e posto il valore di y 2 da- 
to dall'equazione, AM a -t-BM 2 = 2 a l - 4 - 2 xM- 2 a* — ax a = 4<**= 
( 2 a) a =»AB a . Dunque il triangolo AMB è rettangolo in M (65<)) ; 
dal che si conclude che nel circolo tutti gli angoli inscritti 
appoggiati sul diametro son retti (568. a. 0 ). 

9tt.Se in luogo di prendere l’origine delie esci 8M ani centro o all’ estremità 
del diametro si fosse presa in un punto qualunque A' nel piano delle xr, e si 
fossero cangiali gli assi ortogonali X , Y negli assi X' , Y' posti ad angolo qualun- 
que, l’equazione avrebbe presa una forma ben differente. Per trovarla con facilità, 
basterà prendere i valori di x e di^ dati per le coordinate Jr’, jr 1 avvertendo che qui 
gli astiar,^- sono ortogonali, e che l’equazione j'=a' — x* spettando a qualunque 
diametro, ci lascia in libertà di considerare l’asse X come parallelo all’asse X nel 
qual caso avremo (907. 2.°) x=ar , -Ht , -+^J’' , H-6 l )co**y, ,/:=( v'-t-S 1 ) scnx'y ’ : 
sostituiti questi valori, cangiate di segno, secondo il precetto (905. t.°), le coordi- 
nate a’ e 6’ che riferiscono il centro o la primitiva origine alla nuova, fatte le de- 
bile riduzioni e omessi gli apici per maggior semplicità, avremo per la richiesta tra- 
sformata l’equazione generalissima (y — 6)’-)-(* — a)*-(-2(x — a)(y — S')cosxy=:a•. 
Che se i nuovi assi si suppongano ortogonali e in conseguenza ambedue paralleli ai 
primitivi, saràx7'=90 1 ’, e l’equazione ti cangerà nell’altra più particolare (x — <*)% (- 
(f— 6)’=a’.Se inoltre l’origine si suppone cadere in un punto qualunque del dia- 
metro, sarà 6=0 ed avremo y % =a' — (x — a)’. In tutti questi casi però e in altri 
che volessero supporsi , non si manchi di attendere alle avvertenze già fatte al 
paragrafo 905. Coti te l’origine è trasportata sulla estremità sinistra del diametro, 
nel qual caso 6=0, a=a, l’equazione ultima darà immediatamente r’=2ax — x* 
come già si sapeva (910) : mentre se l’origine si trasporti sull’estremità destra , 
tutte le ascisse diverranno negative; in conseguenza si dovrà cangiare x in — x, 
a in —a, ed avremo y'zxat' — (a — x)*, che, posto il valor di a=a, darà pure 
y ’=2ax— x*. Ma ritorniamo alla trasformata. 
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0)2. Risolvendo le potenze e i prodotti contenuti in questa generale equazione, e 
ponendo )*. 2cosxy=— 6, 2*. 26+ai= — d, 3’. 2x-+-S6~— j , 4'. 6*-H*€4-t-a a — 
a'=g, si ottiene r'+bxy-y-i'+dy-yfx-Xg— 0; ove è da notarsi )°. che b è un 
mimerò, d , f sono linee, g una superfìcie, come appunto esige 1* omogeneità dell* 
equazione (689.7°),* 2°.che questi coefficienti derivando da quattro distinte equazioni, 
sono quindi affatto indipendenti tra loro (23f); 3°. che ciascuno essendo funzione 
di tutte o di parte delle quattro arbitrarie xy 9 a, 6, a, può quindi variar con esse in 
infiniti modi, ed aver perciò qualunque valore; 4°. che questa generalità soffre sol- 
tanto una qualche restrizione rapporto al coefficiente numerico b , che indipenden- 
temente dal segno deve esser sempre ^2, giacche deve sempre aversi cosxy<^\. 
Frattanto poiché l’equazione è una trasformala di quella del circolo, concluderemo 
(908) che ogni equazione omogenea di secondo grado fra le coordinate x 9 y nel- 
la quale i quadrati x % 9 y * 9 ed il rettangolo xy abbiano per coefficiente quelli 
V unità positiva, questo un numerò , o un rapporto di due rette qualunque (498) 
che , astrazion fatta dal segno , sia ^2, appartiene esclusivamente ad un cir- 
colo. Quando sia data , e note sienoper conseguenza le costanti b, d 9 f 9 g , dalle eq. 
2 a . e 3 a , avremo a e € , e quindi dalla 4 a il raggio a del circolo corrispondente. E 
se in oltre sia dato l’asse A'X J , e l’origine A‘ delle ascisse, presa A , N , =flt f e con- 
dotta N'A'=3 sotto un angolo ÀN'X'^^* dato dal coefficiente b per mezzo dell’ 
Cq. f*., il punto A determinerà la posizione del centro (907). 

Si osservi che se d ed y’sieno zero, avremo a=0, 6=0, e l’equazione ridotta ad 
y * -y-bxy-\-x 2 -+-£=0 verrà riferita al centro del circolo. Se manchi il secondo ter- 
mine, sarà 6=0 e quindi xy~90°, cioè anche le coordinate della trasformata sa- 
ranno ortogonali. Se questé vogliansi o debbau supporsi obliquangole, la trasfor- 
mala non potrà più allora ridursi alla derivatrice^ *-4-x a =a 1 , ed apparterrà ad al- 
tra curva (908); il che accaderà pure ogni qualvolta una qualche estrinseca condi- 
zione limiti il numero delle arbitrarie , o ne ristringa la generalità. Se con 6=0 
ed x^’=90°, si abbia in oltre g=0 , sarà a 2 -4-6 11 =a * , e l’equazione i a 4-j*4- 
djr*\-fxssQ avrà quindi l’origine delle sue coordinale ortogonali all’estremità di 
un raggio, e perciò in un punto della circonferenza. » 

qt3. Passando al secondo quesito, abbiasi in primo luogo l’- 
equazione indeterminata di primo grado y=ax-\~b, e si cerchi 
la linea a cui corrisponde. E visibile i°. che ogni differente va- 
lore di x darà un differente valor di X, e quindi ad ogni ascissa 
corrisponderà un’ordinata unica e diversa da tutte le preceden- 
ti e seguenti ; c>.°. die x=-=o dando y^—b, ed y—o dando x= 
*—b : a, la linea dell’equazione taglierà l’asse Y ad un’ altezza 
b al di sopra del punto d’origine (8qq); taglierà poi l’asse Usui- 
la parte negativa (8q8) , ad una distanza da quel punto equi- 
valente a b : a, ossia equivalente ad una quarta proporzionale do 
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[io a , i c b, ove il termine i corrisponde a quella retta che nel 
computo dei valori di x e di y (89(1) è presa per unità di misu- 
ra; 3 U . che y sarà e si manterrà positiva, e quindi la linea igno- 
ta rimarrà tutta al di sopra dell’ asse (899), finché x sia posi- 

li va, o cangiandosi in negativa non dive: .ga>~-j mentre con x ne- 
gativa e > — , y diventerà negativa, e il ramo corrispondente 

della linea cercata si stenderà al di sotto dell’ asso } 4°- che nel 
senso delle ascisse positive , y crescerà indefinitamente crescendo 
x, e ciascun successivo punto del ramo superiore della linea si 
scosterà di più in più dall’asse; nel senso opposto si avrà una 

diminuzione nelle ordinate da x=o fino ad , al qual 

a 4 

punto, come già abbiamo notato , y si annullerà, e nel seguito 
divenuta negativa crescerà indefinitamente con x, onde anche il 
ramo inferiore divergerà sempre dall'asse siccome il superiore. 

Fin qui nulla più abbiamo che l’idea della posizione e di- 
rezione dei due rami della linea cercata. Per conoscerne la qual i- 
F.MO tà e la natura Conviett dedurne dall’ equazione una qualche ca- 
ratteristica proprietà. Sia dunque M un suo punto qualunque, 
F, Ir quelli del suo respettivo tragitto (8q8)per i durassi AY,AX 
concorrenti in A, e posti ad angolo qualunque fra loro. Si condu- 
ca da M parallelamente all’asse AY la PM , e si faccia infine 
b : a=c- Sarà (Hqtì) PM ==y , AP=\r, AF --=b~ac, AG *=c, 
OP-— jc+c. Frattanto introdotto nell’equazione il nuovo valor 
di b, avremojp=:a(\r-t-c), d’onde y : x-\-c : : a : 1 ::ac:c, e quin- 
di PM.-GP:: AF: AG; cioè in qualunque luogo della linea cer- 
cata si prenda il punto M, il rapporto PM :GP è costante ed e- 
guale a quello di AF : AG. Ma questa è proprietà esclusiva di 
tutti i punti della retta DC che passa per GeperF (^77), dunque 
questa retta è la linea, o il luogo geometrico (909 2 0 ) dell'e- 
quazione proposta; e ben si vede come ad essa edalla sua posizione 
convengano tutte le particolarità che abbiamo rilevate sopra. 

Del resto alla 'stessa conclusione saremmo del pari perve- 
nuti se direttamente cercata si fosse l’equazione della retta DC. 
Infatti i triangoli simili GPM, GAF ci avrebber dato PM : GP:; 
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AF: G A, ossia y : x-hc :: ac :c::a:i, d’onde y=a.r-\-ac=a.r F ilo 
=+-A, equazione che sarà dunque quella della retta qualunque DL. 

9<4. Poiché n — - — , introdotto queslo valore, 1' equazione si cangérà in yz=z 
c 

e sarà come abbiamo veduto &=AF, c=ÀG. Sieno lrattanto w, to' 
c 

gli angoli AGF, GFA che la reUa fa con gli assi X, Y; avremo b:c :: sento : 

sento' d'onde ù==-—^, c= ^ valori che successivamente sostituiti nella 

sento' sento 

fciuova equazione., daranno I*. ysento'z^xsento-ì-csento ; li • y sento =àrse«w-t- 
tfsento' . Quindi se la retta passa per il punto A, nel qual caso b , c son nulle, 
tanto la 1*. che la II*; si risolveranno iti ysento' ^tsento ; 2°. se la retta sia paral- 
lela all'asse X, nel qual caso w=0, la II*. dar hy=b, e se sia parallela all'asse Y 
e quiudi to'=O t la I*. darà x= — c, che si convelle in ±=c quando la retta incon- 
tri l'asse X dalla parte positiva, mentre allora l' AG prende una direzioue oppo- 
sta alla primitiva (898); 3 a . se gli assi sono ortogonali sarà w'=90°— w, e perciò 
sento' =costo , sento^=costo ' , e quindi la II*. darà y=xtangto-t-b, é là I*. x= . . . 
ytanfito' — c, che si converte al solito in x=ytangto'-+-c ogni qualvolta la retta in- 
contri prima Passe X che Passe Y. E di qui frattanto s' inferisce 4°. che nel caso 
il più frequente, in quello cioè degli assi ortogonali, P equazione dèlia linea retta 
potrà indifferentemente venire espressa o da jrz=ax-\-b , o da x=ny-+-b; 5°. che in 
ambedue i modi il coefficiente a equivale alla tangente dell' angolo che la retta la 
coni' asse corrispondente alla coordinata alla quale quel coefficiente appartiene; 6°. 
che perciò il valore di queslo coefficiente non cangia se tion quando la vetta cangi 
di direzione, ed è dunque lo stesso per tutte le rette parallele; mentre all'opposto 
quello di b varia ogni qual volta là retta cangi comunque di posizione, ed ha poi 
Sempre il valore che prende la coordinata del primo membro, quando quella ilei 
secondo si annulla (899); ed è nullo quando là retta passa perii punto di concorso, 
mentre allora le due coordiriate svaniscono insieme (899). 

91 5 . Abbiasi in secondo luogo l’equazione jr^iax— x 2 ,o. 
fìngasi di non sapere e di voler Conoscere à qual curva appar- 
tenga. Osserveremo i°. Che da questa equazione traendosi im- 
mediatamente y=-t-|/ [iax — x 1 '), ad ogni punto dell asse, o ad 
ogni ascissa corrispondon dunque due eguali ed opposte ordina- 
te (898) : onde la curva ha due rami perfettamente eguali , uno 
al di sopra, l’altro al di sotto dell’ asse. a°. Poiché con x=o. 

Come con x=ia si ha ^=0, perciò la curva attraversa 1 asse 
in due punti, uno corrispondente a quello d’ origine, o all a- 
scissa x=o, l’ altro all’ascissa x=a«. 3 °. Poiché con x>u«, e 
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parimente con x negativa risulta y immaginaria (t 89), la cur- 
va non si estende dunque al di quìi dell’ origine, ossia della par- 
te negativa dell’asse, nè al di là di x=ia, ed è dunque ri- 
stretta fra x=o , ed ,r=aa ; e come in questi punti il ramo 
inferiore si congiunge col superiore, perciò la curva è rientrante 
o chiusa. 4 °. Fatto x-—a, si li a y —=. 1 a; fatto x=a-+-z, si ha 
(ri 1 — z*')<a ; duo (pie la curva ha due ordinate massime 
eguali alla metà del suo asse effettivo, e corrispondenti ad un’ 
ascissa parimente eguale a questa metà. Inoltre poiché il valor 
di y è tanto più piccolo quanto più cresce z, cioè quanto a- dif- 
ferisce o in più o in meno da a, cosi le ordinale saranno tanto 
più piccole (pianto più il valor delle ascisse corrispondenti sa- 
rà o maggiore o miuore di a ", and< ranno dunque dall’ una e 
dall’ altra parte gradatamente diminuendo da y=a fino ad y*=o. 
5 ". Poiché si ha lo stesso valor di y da x=a — Z, come da 
y- -a-\-z ; [lercio a due ascisse di cui l’una sia tanto maggiore 
quanto l’altra minore dia, corrispondono ordinate perfettamen- 
te eguali. La parte sinistra della Curva è dunque interamente 
eguale alla destra , nel modo che abbiamo veduto esser la parte 
superiore eguale all’inferiore. 

qi 6‘. Tutti questi caratteri spettano evidentemente alla cir- 
conferenza del diametro 2 a ; ma potrebbero insieme convenire a 
«[uniche altra differente curva, onde non può dirsi ancor dimo- 
strato che cpiesta circonferenza sia esclusivamente la curva della 
nostra equazione. Toglieremo per aliro ogni dubbio se condot- 
F.439 ta dalla metà C dell’asse la retta CM all’ estremiti! M d’ un’or- 
dinata qualunque, osserveremo che il triangolo CMP dà CM 2 = 
PM 2 -t-CP 3 =^y 2 -f-(a — x) 2 ; onde avendosi dall’equazione 
•iux — x *, sarà — x 2 -\-a~ — 2 ax-\-x 2 =a 2 , e in conse- 

guenza CM=a; d’onde abbiamo che ciascun punto M della cur- 
va è ad egual distanza dal punto C, proprietà distintiva della 
curva circolare, alla quale dunque apparterrà unicamente la da- 
ta equazione. 

917. É noto a ciascuno come questa curvasi descriva per 
punti continui , cioè col tratto continuato d’ una delle punto d’ 
un compasso, che fisso si tenga con 1’ altra punta nel centro. 
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Ma quando ciò non costasse, l’equazione c’insegnerebbe a de- 
scriverla per punti discreti , dandoci cioè il modo di segnare 
quanti si voglian punti tutti spettanti alla cercata circonferenza, 
i quali poi destramente riuniti ci presenteranno la curva con 
tanta maggior verità , quanto saranno più numerosi e per con- 
seguenza men discosti fra loro. Per giungere a ciò si faccia rap- 
presentare l’asse ia da una retta qualunque AB, e questa si di- F .139 
vida in Un numero qualunque di parti eguali, per esempio in 
20 . Presa una di queste parti per unità di misura (49$), sarà 
20=20 ; c se da ciascun punto di divisione si alzeranno tanto 
al di sopra che al di sotto di AB delle normali respettivamente 
eguali in lunghezza a quei valori di y, che si hanno dal porre 
nell’equazione, 20 = 20 , ed 3 = 0 , = 1 , = 2 , =3, ec. lino 
ad ;c= 20 , è chiaro che l’ estremità di queste normali saranno 
altrettanti putiti in curva , che colla loro disposizione ne indi- 
cheranno la figura ; e che con arte e con la guida dell’ occhio 
riuniti verranno così a rappresentare la curva cercata. Ecco i va- 
lori di y, con sopra i doppj valori di ara cui corrispondono (go4)- 
0,1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 

20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 

y=± 0 , j/l9 , 6 , 051 , 8 , 075 , V84 , 091, 096, 0)9, 10 
Le ordinate di valore irrazionale possono agevolmente costruir- 
si o coi noti metodi geometrici , o con alcuno dei mezzi mec- 
canici per questo e per molti altri simili usi ingegnosamente 
immaginati. Quanto ai primi, se qui non si presupponesse 
ignota la maniera di descriver la curva circolare, nò ciò formas- 
se appunto l’oggetto dell’attuale ricerca , tornerebbe a proposi- 
to qualunque di quelli esposti al § 5gi. 11°. Cosi per costrui- 
rej=^y 19 , basterebbe descrivere un semicircolo sopra il dia- 
metro AB, ed elevare sulla prima divisione un’ordinata; questa, 
comecché media proporzionale fra i segmenti x e 19 (fi 5 7 ), cor- 
risponderebbe precisamente a t/ 19 . Del pari 05 1 si avrebbe e- 
lcvando un ordinala sulla terza divisione. Ma non potendo qui, 
senza incorrere in una manifesta petizion di principio, applica- 
re questo mezzo, del (piale faremo poi liberamente uso nella 
descrizione delle altre curve, proporremo per momentaneo com- 
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penso il seguente, die, quantunque dell'altro men semplice, à 
peraltro assai facilitato da un teorema ben noto nell’Algebra 
sublime, cioè che tutti i numeri interi si compongono della 
somma o di due, o di tre, o di quattro quadrati. Così 1 9= 
9-+-9-M , 5 i== 4 f) — l - 1 — ì— 1 , ec. Trattandosi perciò di costruir 
F.<39 j/ 19, presedue retteCl), DE eguali ambedue a 3 delle parti di AB, 
si formi il triangolo rettangolo CDE , sarà CE=^(CD 2 -ì-ED a ) 
■~y' 18. Si alzi da C normalmente a CE la CF=i,e chiuso il 
triangolo EFC, avremo FE— ^ (CE 2 -t-CF*)=J/ 19. É chiaro 
per l’enunciato teorema che iti ogni caso due, o al più tre trian- 
goli soli ci condurranno sempre all’intento. 

918. Quanto ai mezzi meccanici, due sono i principali, som* 
ministrati l'uno dal Compasso di proporzione ,V altro dalla Sca- 
la ticonica. Non c’impegneremo a dar qui la descrizione del 
primo, che troppo a lungo ci porterebbe, specialmente se 
espor si volessero i moltiplici usi a cui, oltre l’attuale, si pre» 
sta questo mirabile strumento inventato da Galileo. Non credia 
mo però poter dispensarci dal dare una succinta idea della Sca- 
la ticonica, ancor più del Compasso conosciuta e adottata, e che 
specialmente è commendevole per la facilità con la quale ognu- 
no può da se medesimo procurarsela. 

919. Formisi il rettangolo qualunque FC, e sene dividano i Ia- 
ti FL, DC,e le basi FD,LC, quelli in 10, queste in un numero 
qualunque di porzioni eguali. Si suddividano parimente in 10 
parti eguali le prime porzioni FE, LG di FD e di LC. A cia- 
scuna delle divisioni si apponga Urt numero nel modo e con 1 ’ 
ordine che vedesi nella figura. Si uniscano tra di loro Con pa- 
rallele, che chiameremo orizzontali, le divisioni corrispondenti 
dei lati FL, DC con parallele trasversali, oblique ai lati e alle 
basi, le suddivisioni di FF., LG come scorgesi praticato nella 
figura. Da questa costruzione, edall’ispezione della figura, risulta 
1". clic prese per unità di misura le parti di LC o di FD, sarà 

— il valore delle parti in cui si son suddivise LG ed FE, ed e- 

gualmente saranno del valore di ^ tutte le porzioni di paralle- 
le orizzontali comprese tra due successive trasversali; 2". che 
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al contrario le porzioni di queste parallele comprese tra la pri- 
ma verticale GE e la contigua trasversale varieranno di valore 
secondo il numero apposto a ciascuna parallela. Cosi quella spet- 
tante alla parallela i avrà ^ del valore d’una delle suddivisio- 
ni di LG, e poiché queste valgono quella varrà dunque ^ ; 

come varrà — quella spettante alla parallela 2; —quella spet- 
tante alla 3 , ec. Ciò manifestamente deriva dalle proporzioni a 
cui dati luogo i triangoli simili formati dalla verticale, dalla 
trasversale e da ciascuna delle parallele (5 55 , 5 'U)). 

920. Or da questo si ha, che se data ad un compasso un’ a- 
pertura qualunque non maggiore di LC, e posta per esempio u- 
na punta sull’ intersezione della verticale 3 con la parallela o- , 
rizzontale 5 , l’altra punta vada a cadere sull' intersezione della 
stessa parallela con la trasversale 8, la distanza da punto a pun- 
to valutata su questa scala, ossia considerate come uno le por- 
zioni di LC, varrà 3 , 85 . Infatti la distanza della verticale 3 alla 
prima verticale GE vale evidentemente tre intere parli; quella 
di GE alla prima trasversale sulla parellela 5 vale per ciò che 

si è detto — ; quella infine della prima all’ottava trasversale 

vale--, in tutto dunque 3 , 85 . Per le stesse ragioni è chiaro che 

se debba trovarsi una lunghezza equivalente a 2,3^ dovremo 
porre una punta del compasso sopra l’intersezione della verticale 
2 con l’orizzontale 7, ed aprir di tanto il compasso che l’altra 
punta cada sull’ interseziona dell’orizzontale 7 con la trasver- 
sale 3 . Che se in luogo di a, 3 y occorresse trovare una lun- 
ghezza equivalente a «2,3^ eia scala non contenesse che 10 par- 
ti di LC, si dovrà allora prendere separatamente una lunghezza equi- 
valente a queste 10 parti, e unirla in seguito all’altra equiva- 
lente a 2,3 jt. 

<)2t. Ciò premesso, e ritornando al Caso nostro, vogliasi 
trovar la lunghezza da darsi all’ordinata nel circolo 

del diametro AB=2o. Prima di tutto si pongano ad angolo qua- 
lunque due rette indefinite PQ, PR. Su queste si prendano le <42 
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,M2 lunghezze PS, Pi 4 eguali l' una ad un intera parte BG della 
scala, l’altra eguale ad una delle 20 parti eguali di AB, e si 
conduca ST. Inseguito, poiché si ha prossimamente j/ 1 c>= 4 » 36 » 
si applichi sopra PQ la lunghezza PO= 4«36 presa sulla scala, 
e si conduca OM parallela ad ST; sarà PM la lunghezza della 
richiesta ordinata. Infatti ( 5 qi) PM:PT :: OP:PS :: 4 , 36 : 1 ,e 
quindi PM=» 4 »^XPT} ma PT è una parte ventesima di AB, 
dunque PM sarà 4 >36 parti ventesime di AB, e in conseguenza 
equivarrà prossimamente a j/ 1 9. 

922. Si debba ora descriver la curva dell’ equazione y 7==k 
px. Già si vede che questa dee tagliar la linea delle ascisse nel- 
la loro origine , poiché fatta x— o, si ha y=-±.V px—o (898), 
e di più che dee aver due rami eguali, uno positivo l’altro ne- 1 
gativo. Inoltre poiché comunque si aumenti x, purché si man- 
tenga positiva, y resta sempre reale, e sempre cresce di valore 
senza giammai tornare ad essere zero $ perciò niuno dei rami 
toccherà mai più l’asse, da cui continuamente ambedue si sco- 
steranno : onde a differenza del circolo questa curva non sarà 
rientrante. Infine siccome facendo x negativa, y risulta imma- 
ginaria, dunque dalla parte negativa dell’asse non vi è cur- 
va , la quale avrà quindi la forma MAM 1 . 

c) 23 . Presto incontreremo la proposta equazione (() 3 j), e 
vedremo qual’ è la curva per noi ignota fin qui, a cui esclusiva- 
mente appartiene. L’equazione intanto ci fa sapere che ciascuna 
sua ordinata sarà in questa curva media proporzionale tra l’ ascis- 
sa ed una costante arbitraria a. Ciò dà il modo di costruirne gra- 
ficamente tutta la porzione compresa fra le ascisse x=o, xr=a. 

•144 Si prenda AB=a, e su questa come diametro si descriva il cir- 
colo AMBm. Se da un punto qualunque P si alzi la doppia or- 
dinala Mm, e condotte le corde eguali AM, Am, si prolunghi su- 
periormente e inferiormente l’ordinata in n in modo che siti 
PN=AM, e di più Vn=km, i due punti N, n apparterranno 
alla curva cercata. Infatti posto AP==a? , PN=y , sarà sempre 
( 58 ^) y 2 =AM 2 =a.r. 

924. Sia infine y'*=x' 1 — a’"- facendo y=o , si ha x=~+-a$ 

UH onde preso sull’ indefinita BD un punto A per origine delle ascis- 
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se , e due pnrti AS, A s eguali ad a, la curva dee passar pei pun- F.H5 
ti S, s che prendono il nome di vertici. In oltre poiché y=- 
H-fr/f x 1 — a 3 ),equa/.ionecheriman la stessa cangiandovi x in — x\ 
perciò la curva ha quattro rami eguali ed opposti, due dalla 
parte positiva , e due dalla parte negativa dell’ asse. Di più poi- 
ché posto x<a risulta y immaginaria , perciò non vi è curva 
fra i vertici S ed s. All’ opposto ponendo x>a, y è sempre 
reale , e cresce sempre crescendo x; perdóni quattro rami al di 
là dei due vertici crescono indefinitamente, nè più s’incontra- 
no con l’asse 5 onde neppur questa curva è rientrante, ed ha la 
forma rappresentata dalla figura. 

925. Le curve più facili a costruirsi sono, dopo il cerchio, quelle dette di 
genere parabolica, rappresentate dall’ equazione y—p, ove p è uua funzione inte- 
ra e razionale di x ; poiché ad ogni valor di x non corrispondendo che un solo va- 
lor di y, la curva proseguirà senza stacco e in infinito dall’ una e dall’ altra parte ^ Jg 
dell’ asse , clic incontrerà iu tutti i punti corrispondenti a quei valori reali di x 
i quali soddislauno all’ equazione p= 0. Se poi in luogo di yxxp, si avesse y — - 

~ , a tutti quei valori di ac, che soddisfacessero a q=0, corrisponderebbe un’ ordi- 
nata infinita. 

926. Dopo le curve di genere parabolico, le più semplici a descriversi son 
quelle la cui equazione può ridursi alla forma di qy' — 2py-+-i— 0, con p, q, r fun- 
zioni reali e razionali di x. L’ equazione risoluta daràjysa — ± — V (p* — qr) * 

ed è chiaro e\iey sarà reale, razionale e doppia ogni qualvolta abbiasi p’^qr , rea- 
lee razionale ma unica quando sia p‘x=qr, immaginaria quando sia p‘<^qr. Sosti- 
tuiti dunque per x in p'—qrxxO i valori 0,t, 2, ec. qualora e finché incontreremo 
un risultato 0, per ogni valore di x avremo due vaioli differenti di y, e quin- 
di due rami ineguali di curva. All’opposto finché incontreremo un risultato 0, ( ^ 
le ordinate saranno immaginarie , e la curva per tutto quel tratto mancherà. Quan- 
do poi incontreremo zero , cioè per lutti i valori di x che sou radici reali dell’e- 
quazione p'—qrszO, avremo un’ordinata unica la quale non potendo in tal caso at- 
traversar la curva dovrà esserle tangente. K come i valori di * che son radici reali ed 
ineguali dell’ equazione s’ incontrano ad ogni cambiamento di segno dato dalle suc- 
cessive sostituzioni (284), così ogni porzione di curva seguita o preceduta da in' 
terrnzione terminerà o comincerà con un’ ordinata tangente. A queste separate 
porzioni si dà il nome di avoli coniugate. 

Se niun valore di ir renda — negativo, nè ^ — Vfj*' — qr), le ovali saranno 

9 9 

tulle c interamente al di sopra dell’asse X. Diversamente attraverseranno l’asso 
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F.I47 net P unl * I >er 1 quali il valor corrispondente di x rende — ^(p*— qr) = — p il 

9 9 


che dà uno dei valori dijr=0 9 

Se 1* equazione p'—qrx^O ha due radici eguali, sparirà la distanza fra due 
ordinate tangenti, e con essa o sparirà l’intervallo senza curva, o sparirà l’ova- 
le. Nel primo caso i rami di un’ovale si congiungeranno coi rami della seguente, 
e la curva comparirà annodata ; nel secondo sparirà l’ovale , ossia si ridurrà ad un 
sol punto separato dai resto della curva, e a cui si dà il nome di punto coniugato • 
Se le radici eguali son tre spariranno insieme 1’ ovale e lo spazio senza 
curva; ed il punto coniugalo si attaccherà ali’ ovale susseguente, la quale doven- 
do dunque terminare in un punto formerà uua cuspide o regresso. 

927 . Nelle curve dell* equazione y^-\~py % -+-q]r-\-rxz.O f ove p, q, r si suppon- 
gono al solito funzioni reali e razionali di x, c nelle quaii^ c perciò funzione 
triforme di x (4 46), è chiaro che per ogni valore di x l’ ordinala y ne avrà tre, 
j quali potrauuo essere o tutti reali, o un solo reale c due immaginar]* (273). 

4 Ift 

Quindi ciascun’ ordinata incontrerà la curva o in un sol punto, o in tre, e soltanto 
potrà incontrarla in due nel caso che due delle radici reali sieno eguali tra loro. 
Frattanto poiché un valore reale di jr deve sempre aver luogo qualunque sia x 
(273), perciò queste curve dovranno necessariamente aver un ramo che senza in- 
terruzione venuia si steuderà dall’ una e dall’altra parte del punto d* origine in 
infinito, e potranno pure avere un numero più o meri grande d’ ovali coniugate. 

928. In quelle dell’ equazione?' i -\“py ì -)rqr*-\-rjr-\-3^0 con j' funzione qua- 
driforme di x, l’ordinate potranno avere o quattro valori reali, o due soli, o ve- 
ni no. Per tutto il tratto dell’asse corrispondente a quei valori di x che danno luo- 
go all’ultimo caso vi sarà un* interruzione nella curva; nei tratti rimanenti le or- 

• dittale incontreranno o due o quattro volte la curva, la quale potrà avere o due , 
o anche quattro rami infiniti , o nessuno. Nel modo stesso potremo ragionare sullo 
curve di consimili e più elevale equazioni. 

929. Al punto ove duo rami di una medesima curva s’intersecano tra di loro 
si dà il nome di nodo o di punto doppio , Si chiama punto triplo quello per cui 
passan tre rami, quadruplo quello per cui ne passan quattro, o dove si riunisco, 
no due punti doppj, e in generale punto multiplo quello che spelta iu comune a 
più rami. Tutti questi punti debbon per natura corrispondere ad una medesima a- 
scissa. 

930. Talvolta le curve dopo aver rivolta per qualche tratto all’asse la loro 
concavità, cambiata direzione vi oppongon la convessità , e viceversa. Il putito o- 
ve accade questo cangiamento, e che è il confine delia concavità e della convessità si 
chiama punto d* inflessione. I pinti coniugali , i nodi e i punti multipli , e quel* 
li di regresso e d’iuflessionc si chiamano punti singolari. Questi , e le ovali u 
interrotte o coniugate, c con rami finiti o infiniti, sono le principali varietà che 
possono incontrarsi nelle figure delle curve di qualuuqiie equazione. 
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931 . Le curve si dividono in algebriche o geometriche , ed in meccaniche 
o trascendenti , secondo chele loro coordinate sono o linee rette, la cui ragione 
possa determinarsi geometricamente, o quantità trascendenti (146), 

932. Le curve algebriche si suddividono in ordini o generi , secondo il grado 
delle loro equazioni. Non ve n’ è alcuna di prim’ ordine , perchè un’equazione qua-, 
lunque di primo grado tra le coordinale x f y porta sempre, siccome vedemmo 
(913), ad una linea retta , la quale è perciò chiamala linea di primo genere o di 
prim 1 ordine. Ve ne sono quattro del secondo, settanladue del terzo, cento qua* 
rantasei del quarto j quelle degli ordini maggiori sono in numero molto più grande, 

933. Non sempre un’ equazione si rilerisce ad una curva del genere corri* 
spondcnte al suo grado Se ridotta a zero può decomporsi in fattori, essa apparti e« 
pe allora complessivamente alle curve d’ ordine iuferiore che hanno quei iattori 
per loro particolare equazione, e tra le quali niun altro rapporto esiste che l’aver 
(ulte in comune i medesimi «assi. InlaUi se due o piu equazioni si moltiplicano ira 
loro, è chiaro clic i valori di y i quali soddisfanno al prodotto , saranno appunto 
quelli che soddisfanno in particolare a ciascuna dell’ equazioni moltiplicale. Cosini, 
endo dunque la nuova equazione , ossia dando ad y tutti i possibili valori, dovre* 
ino necessariamente incontrarci in ciascuna di queste curve, nè avraq luogo altri va* 
lori di y oltre quelli che serviranno per le medesime. Cosi se 1’ equazione al cir- 
colo y*-+-jr*=a* si moltiplichi per l'equazione alla linea vetta y==ax , ne risulterà 
un’equazione del terzo grado, la quale per conseguenza darà tre valori di y per o* 
gni valore di x. Ora tra questi valori dovranno indispensabilmente aver luogo a par- 
te tutti quelli che soddisfanno all’ equazione^— -ox=0 , i quali costruiti isolatamene 
le daranno nascila ad una linea reità ; e dovranno aver luogo a parte lutti quoll ì 
dell’altra equazione y'-\-x % — i quali daranno nascita a un circolo. In luogo 
dunque di una curva di terz’ ordine , non altro potremo avere che un circolo et! u- 
ua retta. Eulero chiama curve complesse quelle che corrispondono nell’ indica* 
to modo ad un’equazione decomponibile in fattori. Frattanto è manifesto nou po- 
tere asserirsi che un’ equazione appartenga ad upa curva del suo grada , se ridotta a 
zero non sia stata trovata indecomponibile. 

9^4- Le P'ù semplici tra le curve, dopo il circolo di cui 
abbiamo abbastanza parlato, sono le sezioni coniche (^Sa) ; da 
queste dunque daremo principio , e comecché più delle altre ini’ 
portanti , le tratteremo con qualche maggiore estensione. Ma a- 
vanti tutto premetteremo, ohe se presa una qualunque ascissa 
AP, si alzi un’ordinata PM, e quindi al punto M si conduca p ^ 
MT tangente in M protraendola fino all’ incontro in T col pro- 
lungamento dell’ asse AP,e infine dallo stesso punto M si cali 
sull’ asse la MA normale ad MT nel punto M, tutta l'iutera por* 
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zio*ie della tangente MT chiusa tra i prescritti limiti, cioè da 
M a T,si chiama tangente al punto M; la porzione PT dell’ as- 
se compresa fra T suo punto d’incontro con la tangente , e P 
piede dell’ ordinata PM, si chiama suttangenle. La normale MN 
presa essa pure da M ad N dicesi normale al punto M; e la 
porzione PN dell’ asse, chiusa tra il piede P dell’ ordinata e il pie- 
de N della normale, si chiama sunnormale. E qui deve osser- 
varsi che la suttangente e la sunuormale sono nella figura diret- 
te 1’ una contrariamente , l’altra conformemente al senso delle 
ascisse positive. Onde se con queste direzioni si assumono per po- 
sitive, qualora in qualche caso prendano una direzione opposta, 
dovranno considerarsi negative. Similmente l’angolo della tan- 
gente con l’asse è acuto uella figura, ma può divenire ottuso, e 
fi 11 ora la sua tangente si cangerà di positiva in negativa. 

Sezioni Coniche 

935. Tagliato un cono retto BCD con un piano AMP, s» 
cerca 1’ equazione della curva MAm che nasce da questa sezio- 
ne. Per l’ asse BiV del cono (749) e normalmente al pi -no se- 
cante AMaP si faccia passare il piano triangolare BCD (748), 
e la retta Aa sia l’ intersezione dell’ uno con l’altro di questi due 
piani (693. i°). Da un punto qualunque P di A a si conduca sul pia- 
no secante la PM normale ad A a, e perciò normale al piano BCD 
(704) e quindi parallela alla base, e per PM si faccia passare un 
nuovo piano FMGm parallelo alla base del cono e in conse- 
guenza normale all’asse BN (712)- E chiaro 1®. che la nuova 
sezione FMGm sarà un circolo (750); 2 0 . che la sua interse- 
zione FG col piano triangolare dovrà come questo passare per 
l’asse e quindi per il centro del circolo, e sarà dunque un dia- 
metro; 3°. che il piano di questo circolo sarà normale al piano BCD 
(703); 4°. che PM normale per condizione ad A a sarà insieme 
normale ad FG (693), e quindi sarà ordinata comune tanto ali* 
una che all’altra sezione. Sia dunque AP=.r, PM=^, AB— c, 
l’angolo ABa— B, l’angolo BAa=A : il circolo dà y 2 =FP X 
PG (ó'Sy), e per trovare FP e PG, conduco AF, parallela n 
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CD, e PK. parallela a BD, 1 ' una e l’altra nel piano BCD; d’on- f.(52 
de ( 838 ) sen AEB : AB :: senB : AE=» Inoltre senAKP 
(=.senU): senAPK. (=senA«E=. ren(A-t-B) ( 55 g) )::x: AK— 
f 5«<A+B) d PG=KE= AE^AK^ 0 ^^^. In- 

senD ’ 1 * *e«D 

xsenA 


finerenAFP(=5enBFG(7g3.5°)=renC) :x :: senh : FP; 

senA 


scnC ’ 


onde y 2 


srn(.seni) 


(cxsenB— -x 2 sen( A-+-B)) , equazione cercata. 


dalla quale intanto si apprende che in generale ad ogni ascissa x 
corrispondono sempre due ordinale y eguali et! opposte: oiujo 
l’asse delle x divide in mezzo la sezione, la quale deve quindi 
aver per lo meno due rami. 

y 3 (i. Sia frattanto A-t-B<i8o°; allora l’angolo CAP sarà 
maggiore dell* angolo B ( 55 t)), e il piano secante AMP conver- 
gendo sul lato BD lo incontra in a , onde la sezione è rien- 
trante o chiusa. Ciò è reso pur manifesto dall’equazione j poi- 
ché fatto j^=o, si ha (a 6 1 ) x=o, x= ^(a+b j » eioè si trova 
che la curva taglia l’assein due punti (898) ; e siccome il trian- 
golo ABa dà — CI1 ," 11 - =^Aa, i due punti son dunque l’uno all’ 

origine A ove x~o (m)« l’altro in a al termine dell’asse ha: 
Inoltre posto Aa=aa l’equazione si converte assai facilmente 

in y 2 = igx- — x 2 ), la quale dà y immaginaria nei 

•J senCsenD 

casi di x negativa, e di x>za- E dunque chiaro che la curva è 
tutta compresa fra! punti o vertici A ,a. A questa curva si dà il no- 
me di ellisse (7 5a); l’intero asse ha delle ascisse si denomina 
asse primo , maggiore o trasverso , come per analogia si chia- 
ma asse secondo , minore o coniugato la doppia ordinata cor- 
rispondente ad x^=a, o alzata sul centro C della curva, ossia <57 
sulla metà dell’asse trasverso. Si rappresenti con %b questa dop- 
pia ordinata: avremo dall’equazione, postovi x=a, b 2 = 

^e^A+ B) d , onde ^f ^CA+g) = t , valore che introdotto 

— T> seiiLsenU 


senCsenT) 


nell’ optazionela riduce ad y 2 =—(iax — 

T II. 


6 . 
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C)ò’]. Secondariamente sia A-t-B=i 8 o°; allora l’ angolo CAP 
è eguale all’angolo B (547).» l; il piano AMP è parallelo al la- 
to BDj onde la sezione, che in tal caso si chiama parabola (7^2), 
non terminerà che alla base del cono, l’altezza del quale non 
essendo determinata da alcun limite, e potendo supporsi infini- 
ta, anche i due rami della curva potranno diveuire infiniti. Or 
poiché Ah-B=i 8 o° dà 3 e/i(A-+-B)=o, l’equazione alla nuova 

senAsenB . . 

curva sarà y 2 *= — T) c " c ’ ovvero T = px> posto p m luogo 

, . . senAsenB , 

del coeihciente c, che si suppone tutto noto e costante. 

A questa costante p si dà il nome di parametro della curva; e 
come è chiaro, deve equivaler sempre alla terza proporzionale 
dopo un’ascissa qualunque e la corrispondente ordinata; onde è 
sempre tacile a ritrovarsi quando la curva sia data. L’asse AP 
dell’ ascisse si chiama asse principale. 

g 38 . f inalmente sia nell’ equazione generale A-t-B>iBo°; 

354 allora l’angolo CAP sarà minore dell’angolo B, il piano AMP 
divergerà dal lato BD , uè lo incontrerà se non si supponga pro- 
lungato oltre il vertice B, figurandoci cioè che gli apotemi del 
cono dato, dopo essersi tagliati in B, proseguano ad estendersi 
anche al di sopra, e formino il nuovo cono <iBc, eguale ed op- 
posto al primo. In tal caso il piano secante che taglia il cono 
inferiore , steso al di sopra taglierà egualmente il superiore , ed 
avremo due sezioni staccate l’una dall'altra di tutto l’inter- 
vallo A a. Ora dal triangolo ABa abbiamo c: Aa :: senAaH: 
senAB«; e poiché conservando ad A, B gli stessi significali che 
sopra (g 3 5 ), si trova senABa=sert( 1 8o° — B)=se«B, se«AaB== 
sen(B — aAB)( 55 g)=sen'B — ( 1 8o° — A))=sen(B-f-A — 1 8o°)= 
(790) — se»(i8o° — A — B)=(792.5 1*) — sen(A-f-Bj, dunque fatto 
come nell’ellisse Aa— 2 a, avremo dalla proporzione preceden- 
te 2a, valore che introdotto nell’ equazion genera- 


5Cw(A4-B) 

le, darà per una prima trasformazione y 2 =- 


senCsenD 


(aox-Ke 2 ), ovvero {jgì . 6 ") jr 2 


senAsen(3Cù u — A — B) 


('zaaH-.* 2 ); 


mkCioiD 

ove dee notarsi che essendo A-+-B>i8o°, sen{ 36 o° — A — B) sa* 
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rà sempre positivo ( 793 . 3. u ), e quindi tale sempre sarà il coefE- Fig.454 
ciente costante del secondo membro. Potremo dunque rappresen- " 

tarlo con^j, con che avremo y 2= —(‘*ax-\-x 2 ) , equazione che 

dando y immaginario quando x è negativa e <a«, mostra il vuoto 
che resta per il tratto Aa ■ E qui pure come nell’ellisse, si chiama 
asse primo, maggiore o trasverso l’asse la, secondo, minore o 
coniugato l’asse rappresentato dalla doppia normale Bb= 2 b, ele- 
vata sul centro C, eche in questa curvatila quale è dato il nome d'i- 
perbola, non entra dunque come nell’ellisse fra le ordinate (g3 6). 

939. Se, come per il circolo (94 1), si introducano in luogo delle coordi- 
nate x,jr i loro valori dati per le coordinate x'yf riferite ad assi qualunque e 
a qualunqne origine, otterremo equazioni più generali. E qui pure dovremo os- 
servare che gli ussi primitivi essendo orlogonali,*sai'à (907 . 4 .*) x=a-{-x , cosxx l -+- 
ysenry > ,=S-ì-x'senxx , -i-ycotry,ovverox=a-\-px , -+-qjr' > j =z(^^+p , x'-^-q , y ' 
ponendo per semplicità di calcolo cosxx'=q>,senxx'z=p',senjy=q, cory 
ed occorrerà rammentarci che a e & sono qui le coordina.*. - * che riferiscono la nuova 
origine alla primitiva (906). Abbiasi dunque l’equazione r*=ax alla parabola del 
parametro a. Introdotti i nuovi valori, sviluppato il quadrato, mandata a zevo l’equa- 
zione e fatto 2 p'=Aq\ 2 Z<j'—aq=Cq'\ Kp'—ap—Dq'\ Z'—ax=Fq'\ la pro- 
posta, omessi per semplicità gli apici delle nuove coordinate, si trasformerà in 
y'^r^xy-y-^A'x'-y-Cy-y-Dx-irF—O. E qui osserveremo che mentre p' e q' sono 
respettivamente dipendenti da p e q, le cinque quantità a, a, 6, p, q sono arbi- 
trarie j d’onde ragionando come si fece per il circolo, concluderemo che i coeffi- 
cienti A, C, D, F possono esser qualunque, e che perciò la trasformata in nul- 
1 altro differisce da un’equazione generale di secondo grado, se non in questo 
che i primi suoi tre termini formano un quadrato perfetto. Perciò ogni equazio- 
ne di teeondo grado fra due indeterminate X, y, nella quale i primi tre termini , 

0 quelli in cui le indeterminate tono alla seconda e massima dimensione for- 
mino un quadrato perfetto , e una trasformata dell’ equazione y* * — • » della 
parabola, e quindi appartiene esclusivamente a questa curva (908). 

940. Ciò manifestamente vale anche qualora uno o più dei coefficienti A , C,ec. 
sieno nulli, purché D non lo sia insieme con C o con A, mentre nel primo caso 

1 equazione risoluta darebbe y — — 4 Ax-l-j/ — F f cioè con F positiva darebbe y 
immaginaria, con F negativa apparterrebbe ad una retta (94 3) ; e nel secondo non 
sarebbe più fra Jue indeterminate, ni potrebbe appartenere a veruna curva. 

94 4 . Frattanto se A— 0, o se abbiasi y-\-Cy-^-Dx-y-F=0, sarà p' xxsenxx'zx.0 ; 
d onde ri =0, cioè l’asse X 1 della trasformata sarà parallelo all’asse X della pro- 
posta. E se anche C=0, ed abbiasi j ‘+Dx+F=:0 , sarà 2Sq'—aq—0 ; d’onde 
9 ' : V=<mt >r—(907: 4 .°) tangxj '= j a : S. Ora aia HO, parallela od AN, l’asse X 

T. IL 6 * 
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Fig.i58 cun l’origine in un punto qualunque 11. Condotta dal punto M del suo tragitto per 
la curva la MP ordinata all’asse AN, la tangente MT, e la normale MN,sarà MP=6 ; 
tangPTM=tang'NMP—PN : MP= (952) j a : S—tangxy '=tangx'jr ' , d’ onde 
r'jri — If fP— TlHHj cioè l’asse V sarà parallelo alla tangente in IVI. Infine se anche 
F — 0 , ed abbiasi }’-+-DxxxO, equazione che non dififerisce dalla primitiva se non 
per l’angolo delle coordinale, e pel coefficiente di x, sarà 6’ — nx=0, d'ondea=S :<z= 
AP (937): saranno perciò AP e PM le coordinate che rileriscono alla primitiva A 
l’origine nuova, la quale dovrà dunque cadere in M. Si avvertirà che in questo caso 
e nel precedente, si hanno dnc eguali ed opposti valori di Y per ogni valore di r; 
onde l'asse V 1 al pari del principale, divide in mezzo tutte le sue coordinate; per 
lo che vien chiamato diametro. Ma su di ciò più estesamente altrove (955). 

i* 




942. In pari modo si troverà che le due equazioni y*=— ; , spet- 


2.° Se con B'^^A’ abbiasi B=l, troveremo— -=■ 


b' p ” — q 1 ' sr.n'xx’ — cos'rr' 


= 1 




4 , 

-I i 


tanti l’una all’ellisse (964), l’altra all' iperbola (980) , ai trasformano nelle due 
Z^a’b' -\-2à‘{yp' x -Irld'Sqijr-t-à'p'' x'-t-la'p' q'x ^ j. 

> ■+ : 2Fapx -±4 b'aqjr -±J>'p % x' ^Zlb'pqxr ±h'q'y' ) ’ 

vis» per il coefficiente à\jr' posson rappresentarsi in comune eony ‘-\-Axy-\-Bx'-\- 
Cy-y-DxA-FxxO, ove i cinque coefficienti A, B,C, ec. funzioni delle sei arbitrarie 
a, b, a, 5, p, q potranno aver qualunque valore. Bensì poiché operando si trova 

B — ^A'xx^a'l' ^ ^ j , dovrà esser ijhando ha luogo ilsegno 

superiore, ossia per l’ellisse, e B<)rA' nel caso opposto, ossia per l’iperbola. Di qui: 
ogni equazione della forma j '-+-Ax Y-i-Bx'-+-Cjr-+-Dx-\-Fz:0, tara ad un’ellisse 
se B^fA', ad un’ iperbola se B<^j A'. Si eccettui il caso che manchi f'i poiché 
dovendo allora aversi a'q''-Y-b'q'=:0.nè potendo ciò avverarsi se non qualora abbia 
luogo il segno inferiore, l’equazione apparterrà dunque in ogni caso nH'iperbola.' 
943. Quindi t se B sia nullo o negativo, l’equazione sarà sempre ad nn’iperbola. 


q — p senyy — cnsxx 

e b—q, cioè l’ellisse si cangerà in un circolo (964); come d’altronde è chiaro, 
avendosi nel caso nostro A<£.2 ( 912). Nel modo stesso si proverà che se B. ■ - 1 . 
e di più le coordinate sieno ortogonali, nel qual caso xx'—yjr' (904.3.°), 
l’iperbola sarà equilatera. 3.° Se C=D= 0, troveremo b' a(pq' — p'q')=0, 
a'(i(pq l —-p'q)x=0 , e poiché il fattore pq' — p'q non può esser nullo, come è 
facile dimostrare , sarà dunque a=0 , 6=0 , cioè i due nuovi assi passeranno 
pel centro respeUivo delle due curve. 4.° Se inoltre manchi Axy, ed abbiasi 
soltanto y , r\fBx'-+-Fz=0, gli assi diverranno diametri (94t). 5.° Se manchi il 
170 solo B: c’, sarà a'p''=zh'p' , p' xp=b : a, e quindi tangxx'= (988) tangDCA , 
ed xx'=DCA , cioè l’asse X' sarà parallelo ad uno degli asintoti ; come sarà 
parallelo all’altro asintoto l’altro asse l 1 , se manchi r’, e sia perciò a'q' a z=b'q' . 
L’iperbola sarà poi equilatera se di più, come sopra, abbiati xx'z=yy'. 


il 
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tìoè sfc le coordinate sieno fra loro ortogonali. Frattanto poiché all’equazione 
y * -\-Axy-\-Rx 1 può agevolmente ridursi l’altra Py^ - > rA ì xy- f- 

Jì' x % -+-C'y-+'D ì x-\“F ì z=z 0, sol chequesta si divida per P, e poiché quindi noti può 
esservi equazione di secondo grado che non cada ò non possa ridursi sotto mia 
delle forme contemplate, concluderemo perciò che escluso il solo caso osservato di 
sopra (94 0) , qualunque equazione omogenea del secondo grado f purché ridot- 
ta a zero non sia decomponibile in due fattori di primo (933) , spetta sempre 
o ad un circolo o ad una qualche sezione conicà ; d* onde il nome di linee di 
second ’ ordine dato a queste curve. 

944- Le due equazioni dell’ellisse e dell’ iperbola posson 

. . . A 1 .. ... . . 2A’ 

riunirsi nell unica y*= {jiax- t-.r a ). hi taccia =—=p : avre- 

pJQ 1 t ^ 

rito allora y*=px-\ — -— , equazione la quale non differisce da 

quella della parabola che per l’ aggiunta del termine ~ — . 

E poicliò questo tanto più diminiiisce quanto è più piccolo x, e 
più grande la (5o), perciò gli archi ellittici ed iperbolici tall- 
io meno differiranno dai parabolici, quanto saran piu pros- 
simi al Vertice, ed avranno un più grand ’ asse trasverso. 

945. La costante/^ introdotta nella comune equazione dell’ 
ellisse e dell’ iperbola conserva anche in essa, Come in quella 
della parabola , il nome di parametro ( 937 ), se nonché in que- 
ste due curve è terza proporzionale dopo i due assi. Ora una 
delle più importanti ricerche dell’attuale teoria è di trovare il 
valor dell’ ascisse, o i luoghi dell’asse a cui corrisponde un’ordi- 
nata eguale alla metà del parametro. Quanto alla parabola, fat- 
to y-=\p si ha immediatamente poc=\p' 1 , ed x==jp. Quanto 

pòi alle altre due curve si avrà pocff > -~=\p 1 , ovvero x+ 
b ^ 

\p= (g44) ^ » d’onde per il segno superiore , oper l’ellisse, 

otterremo x=a-±;ff ( a 2 — A 2 ), e per il segno inferiore, o per 
l’ iperbola, — a-*-f/ (a 2 -+-A 2 ). 

946 . Nella parabola il punto cercato é dunque ad una di- 
stanza dal vertice eguale alla quarta parte del parametro. L’el- 
lisse ne ha due, che si troveranno facendo scendere sull’asse tra- 
sverso dalla sommità B del coniugato due oblique BF, B f egua- 
li alla metà dello stesso asse trasverso. Infatti questa costruzione 
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<57 darà FC=/C -~ Y (a*— è 1 ), onde AF ^a—j/(a 2 ~b 2 ), A/’— 
— b 2 ~). E due parimente ne ha l’iperbola, che si tro- 
<55 veranno riunendo con l’ipotcnusa BA la sommità B dell’asse 
coniugato con il vertice A della sezione , e quindi prendendo sul- 
l’asse trasverso al di qua e al di là del centro C le porzioni CF, 
(f ambedue eguali a BA. Infatti poiché B\=j/{a 2 -\-b 2 ) , sarà 
ÀF— CF— CA=|/(a 1 -t-i J ) — a , ed Af=Cf+-C\=— J/OM- 
b 2 ) — a- Questi punti F, f si chiamano fuochi ; il loro semi-in- 
tervallo CF si chiama eccentricità , che rappresenteremo con e, 
ed avremo CF— e—j/ («' hP-A 2 ). 

«>47. Intanto si noterà che moltiplicando tra loro i due tro- 
vati valori di x nell’ellisse e nell’ iperbola , si ottiene (a — .... 
J/ (a’^+-b 2 )l [a+y (aM : -& , ))^=:+;& 2 ; dunque , non curati i se- 
gni , il semiasse minore è medio proporzionale tra le di- 
stanze dell’uno de’ due vertici ai due fuochi ■ Basti questo piccol 
saggio d’analogia tra le tre curve : per maggior chiarezza dare- 
mo separatamente il seguito delle lor proprietà ; il che faremo 
nel modo il più semplice ed elementare, ed in guisa che quel- 
li tra i principianti, ai quali non resti agio di proseguir lo studio 
oltre il primo anno del corso, possan volendo percorrere anche tut- 
to cièche sarà impresso in carattere minore. Al quale importan- 
te oggetto abbiamo appunto in più d’ un luogo sacrificatala no- 
vità e la maggiore eleganza delle dimostrazioni, onde non dar 
luogo al richiamo d’altri principj, oltre quelli finora esposti in 
carattere maggiore. 


Parabola 

948. Poiché nella parabola abbiamo y 2 =px : dunque 
i°. i (piatirai i dell’ ordinate sono fra loro come le ascisse. 

<58 g4q. Condotta l’ordinata MP, e da M al fuoco F la retta 
o raggio vettore MF (goa), che chiameremo z, sarà FM=z=> 
p / (MP 2 -4-FP 1 )=(g37.945)|/ (px-±fx — \p)*)z= c-\-\p= AP-+- 
AF: prolungata dunque PA, se si prenda AG=AF=j^», e per 
(«si conduca l’indefinita o direttrice hGc parallela all’ordinata 
MP, sarà la normale MH=»PG=FM; dunque 2 0 . ciascun punto 
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della parabola è ad egual distanza daMa direttrice e dal 
Juoco. 

g5n. Di qui la maniera di condurre una tangente a un 
punto dato M della parabola. Uniti F ed H, e condotta MT nor- 
malmente ad FH, se da qualunque punto m di MT, diverso da 
M , si conducano in oltre le H m, I' m e la mh perpendicolare al- 
la direttrice, il triangolo isoscele i5i5) FwH darà Fm=mH. E 
siccome il triangolo rettangolo mAH dà tnH>mA (568.5°), dun- 
que altresì ¥m>mh ; onde il punto qualunque rn di MT, co- 
mecché più vicino alla direttrice che al fuoco, non caderà sulla 
curva , la quale perciò non avrà comune con MT che il punto 
M. Dunque MT sarà tangente ( 5 3 7 ) ; e poiché le parallele FT, 
MH danno l’angolo FTM=TMH (547)=TMF(525 .i°), dun- 
que anche il triangolo FTM è isoscele , e perciò FT=FM ; 
quindi presa FT=FM, la retta MT condotta per T ed M sa- 
rà tangente in M. 

g5 1 . Prolungata in O la normale MH, e condotta MN nor- 
male ad MT, si avrà l’angolo mMO=HMT=TMF (g5o), e 
quindi anche OMN==NMF (5 o 4-4°) Dunque [ulti i raggi lucidi, 
calorifici e sonori paralleli all ’ asse AN incontrando la pa- 
rabola in M sotto l’angolo d’incidenza OMN , dovran rifletter- 
si per MF sul fuoco F, sapendosi dalla Fisica che l’angolo diri- 
flessione è eguale a quello dell’incidenza. 

g5a. Poiché FT— FM=x-+-jp ( 949 ), sarà FT — ^=.r= 
AT (945); dunque la suttangente PT (q34)=ax è doppia del- 
V ascissa. La tangente MT^f/^x-H^ 3 )— •y.y xz ; la sunnor- 

male PN= P p^ — =^= \p ; onde nella parabola la sunnor- 

male è costante ed eguaglia la metà del parametro. Infi- 
ne la normale MN =n=)/ {px-+-'jp 2 )=f // ' pz. 

953. Chiamalo w l’angolo MTP della tangente con l’asse , avremo (846.)®) 

_ MP X i/_P _ PT _ 2x 

sen d JV1T y (j>x-X4x ’ ) p-XSx’ MT J/ (pr+ix 1 ) 

21/ — - — =2 senoip taneu=: = *1'—. E se dal punto N, ove la nor- 

p+ix p costo T x 

male incontra l’asse, si conducano ad OMe al raggio vettore FM, le perpendicolari 

NB 1 , NB, i triangoli NBM, NB'M eguali (954) daranno BM=MB'=PNc= jp; e 


F<58 
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p. I5S M ‘ infine <1*1 punto F si eunuca sulla tangente TM la perpendicolare FCsa^, saia. 
MT : TC : : MN : FC, e pofftiì TC=>MT(525), sari FC = = ? ='/i = j y p i, e per- 
pz 

ciò Iqnz^n 1 s=pz , ed n= — espressione notabile della normale. 

954. Il triangolo FMP dàFM :FP::1 tcosMFP. Fatto dunque 3V1FT=6, per- 
ciò MFP=480° — (?, e sostituiti i valori di FM=rx-t -^p, di FP=ar — \p e di . . . 
co*(t80° — 6)=(792.55*)— cosS, avremo x+‘p:x — j p:\ i : —cos£; ossia x-+- ^p: 

'p r i : i-i-cnsfì , d’ onde ar-i-i»=rz=r — — = — — (797.68*), equa- 

ir 2(4+cos6) 4coi*j6 v H 

zionc polare della parabola (902), di cui si fa molto uso nell’Astronomia. Intanto 
ne dedurremo che , se collo stesso asse e fuoco si descriva un’altra parabola A'M 1 
del parametro p', sari FM : FM 1 :: p:p' :: FA : FA’. 

459 955. Ogni retta indefinita A'Ocheda un punto qualunque A' della curva sia con- 

dotto parallelamente all’asse principale AL prende il nome di diametro; e se da 
qualsivoglia pillilo P' del diametro si conduca alla curva la P'M parallela all' A'T 
tangente all’origine A' del diameLro, le A'P', P'M si chiamano coordinate al dia- 
metro, e tra esse esiste un’ equazione di rapporto (896) come fra le coordinate all’ 
asse. Per trovar quest’ equazione chiamo al solito x, y le AP, PM coordinate del 
punto M riferite all’asse principale AL; x',y' le A'P',P'M coordinate dello stesso 
punto riferito al diametro A'O; a l’ascissa A Q del punto d’origine A',o> l’angolo 
A'TQ della tangente A'T con l’asse, ossia quello delle nuove coordinate tr', y 1 fra 
loro. Dall’equazione al Asse avremo A'Qxxtyap, e il triangolo MP'O darà MO= 
y f servo, P'0=y' costo. Di qui i 7 ‘=MP:=MO-(-OP:=MO+A'Q.=y'ienM-)-J/a/>, 
x=AP=AQ-pPQ.=AQ-+-A , 0=m-4-j:'-|-j' J cossi, valori che sostituiti ioy *=psc, da- 


ranno y' ’ seri , to-y2y’sc/it»p^ap=:px'-i-fy'coso). Ma (953) seri ’ 6)= — , e 

p-i-4a 

2sr usi j/n;i:=pcorM, dunque =x', ossia fallo per comodo p-\- 4a=zp’ , 

p 

equazione simile all.*» trovata per Tasse; perciò qualunque diametro 
A'O divide in mezzo V ordinate Mm, e il suo parametro p'=p-)-4a è quadruplo 
della distanza dell’origine A' dal fuoco F (949). 

956. Oltre l* equazione tra le coordinate , hanno i diametri molte altre pro- 
460 prò* là comuni coll 1 asse. tSi faccia in primo luogo passare per il fuoco F la doppia 

ordinala N«. Avremo l’ascissa ML=FT (549)=ra-+- \p (949) = -^-(955), equi- 
valente cioè ad una quatta parte «lei parametro /?' e quindi Nw=2LN (955)=p r . Inoltre 
sarà ui=Vp<x=y la doppia ordinata che passa perii fuoco egua- 
glia il parametro : due proposizioni che si son vedute verificarsi anche rapporto 
all’ asse (945). 
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95?. Abbiasi la secante NIm, e dai punti I, N ove essa taglia la cuna si con- 
ducano le ordinate IS=y . NExr/. Poste x,x' le corrispondenti ascisse edMm=A, 
i triangoli Smi, NmE simili, daranno mS : ótE t: SI : NE, ovvero b-+x : A*+-ar' ::y: 
y :: j/p'x : J-'p'x'. Quadrando e riducendo si troverà (A’-i-x’Jx'^A’-t-x' 1 )x, 
d’onde A 1 (x 1 -— x) ixxx'(x' — x), eb' 1 su': cioè la parte esteriore del diametro, 
compresa fra l’origine e la secante, è media proporzionale fra le due ascisse. 

958. Or supponiamo che i punti N, I si avvicinino fra loro fino a coin- 
cidere in un sol punto M. La secanLe si cangerà allora in tangente, e le due <62 
ascisse x,x' diverranno ambedue eguali ad AH. Avremointal caso b’^niA 2 
ARXAR=oAR*, e quindi mA == AR. Dunque olii = mA*+-AR=;2AR i cioè la 
suttangente è doppia dell’ ascissa , come per 1’ asse (952). 

959. Ciò dà la maniera di condurre una tangente mM da un punto dato 
m fuori della curva. Fatto passar per m il diametro mE e presa AR=mA, si 
applichi in R 1’ ordinata RM parallelamente ad AG tangente in A (955). Uniti 
m, M è chiaro per le cose dette che mM sarà tangente. 

Può peraltro a questa stessa ricerca soddisfarsi ancor più semplicemente 
nella guisa che segue. Unito ni con F, si conduca da m sulla direttrice he 158 
P obliqua mH=rmF, e si cali da H normalmente ad he la retta I1M , protrae»- 
dola fino all’ incontro in M colla curva. Sarà M il punto di contatto , e la retta 
MT condotta da M per m sarà la tangente. Infatti poiché Hoi=/nF , e (949) 
IIMa=MF, MT dunque è normale ad HF (517 l.°), divide quindi in metro 1’ 
angolo IJMF (525. l.°), e dà TMH=TMF; in conseguenza è tangente (950). 

960. Ma come son sempre due le tangenti che da uno stesso punto m scen- 
dono sulla curva , è dunque chiaro che sì l’ una che 1’ altra costruzione debbono 
poter raddoppiarsi. Ed infatti quanto alla seconda, siccome son due le oblique 
eguali mH che da m posso» condursi sulla direttrice (497. 9°) , così avremo due 
differenti angoli FmH, ciascun dei quali diviso in mezzo darà una distinta tan- 
gente. F. quanto alla prima costruzione è manifesto che prolungala in M" l’ordinata 
MR,’saràmM" tangente, per la ragione stessa per cui è tangente m M. Di qui frattan- 
to s’inferirà 1°. che due tangenti, le quali partono dagli estremi di una doppia 
ordinata, debbono incontrarsi in un punto del diametro prolungato; 2°. la retta 
che dal punto d’ incontro di due tangenti sceltile sulla metà della corda con- 
dotta fra i due contatti, e un diametro che ha per doppia ordinata la corda. 

961. Abbiansi adesso due diametri IL, AE, per le cui origini A, 1 passi la { f,2 
secante PA ; e da un punto qualunque O di questa , preso sulla parte esteriore alla 
curva, sia condotta OM ! parallelamente ad 1S ordinata sul diametro AE. Avremo 

l.° IS : OR :: AS : AR :: IS* : MR* (955); d’ onde MR* = ORXIS=ORXFR ; 
cioè le parti OR, MR, FR saranno continuamente proporzionali. 2." La retta MM' 
divisa in mezzo in R e comunque in F darà (655) FM'XFM-f-FR *=MR *=rORX 
FR=OFXF Il-t-FR * (651) :oude FM'XFM^OFXFR. 3.° Quindi se da qualunque 
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F.J62 a ^ ro P«oto F di PA si conduca PN' parallela ad OM' sarà pure LN’XLN;=PLX 
LE, onde si avrà FM'XFM : LN'XLN :: OFXFR : PLXLE :: OF : PL (549) :t 
IF : IL (577) : perciò qualunque siasi V angolo sotto cui un sistema di due o 
piu corde par (die le e tagliato da un dato diametro , i rettangoli delle parti in 
cui rcspettivamente restati divise le corde , staratalo fra loro come le ascisse 
corrispondenti. Questo teorema include quello che è espresso dalP equazioni agli 
assi ed ai diametri , ed è molto più generale. 

962. Sciogliamo adesso alcuni problemi dipendenti dagli esposti principj. 

453 I. Dato Passe AL c il parametro p , trovare un diametro MO che faccia colle 
sue ordinale un angolo dato MP/i=fl. Il problema si riduce a trovare il punto 
ove P ordinata normale MQ incontra P asse. Sia AQxrx ; il triangolo MQT 


tane az= (846. 2°), d’ onde x= ~cot*a, e j/=zH-4x(955) = — . 

^ 2x 4 r seri a a 

II. Dato il parametro p ' e P origine M del diametro MO, con l’angolo a delle 
coordinale, trovar Passe AL, il vertice della curva A, ed il suo parametro p. Ser- 
bando le denominazioni del problema precedente, abbiamo p*ss 

p p 1 p 1 

= p- Mx, onde p=zp , scn 1 a , x= -~~cos*a, MQ=±-« senacosa = iti 

seti % a \ A 


stilla (79<. 42 1 ) 
4 


III. Data la parabola VNm> trovarne P asse, il parametro e il fuoco. Con- 
dotte comunque e divise in mezzo in L,I le due corde parallele N/i, V v, si faccia 
passare per L,I la retta MB, che sarà un diametro della curva (955). Sopra MB si 
conduca da n la corda normale on , che sarà parimente normale all’ asse cercato , 
comecché parallelo ad MB (955); onde divisa on in mezzo con la retta SQ , que- 
sta retta sarà P asse della data parabola (937). Condotta quindi la corda SN, l’or- 
dinata NR, ed NQ normale ad SN , avremo (582. 2°) SR : NR :: NR : RQ, onde 
RQ sarà il parametro (937). Infine preso SF=jRQ, sarà in F il fuoco (945). 


E disse 

963. L’ equazione all’ellisse essendo yr 2 =~ (p.ax — xx)... 

157 (t) 3 6 ), si avrà i°. y*:iax — x 2 ::b*:a*, cioè PM 2 :APXPa:: 
CB 2 : CA 2 ; onde il quadrato dell 1 ordinata sta al prodotto 
dell 1 ascisse , come il quadrato dell 3 asse minore al quadrato 
del maggiore. 2°. Per due nuove coordinate, y\ x 1 si avrà 

j * 

y ~ {vox* — a;' 2 ), edy 7 :^ ,2 ::x(2a — x):x'(ia — x 1 ), cioè» qua- 

drali di due ordinate stanno come i rettangoli delle ascisse 
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corrispondenti. 3°. Descritto col centro C e raggio CA un cir- f.*j 7 
colo, sarà PN 2 -— APXPa, ed avremo PN: PM::a: b ::CB':CB: 
onde l’ ordinate dell ’ ellisse son proporzionali all' ordinate 
del circolo, e queste stanno a quelle come l’asse trasverso 
al coniugato : perciò per descrivere un’ ellisse basta far passare 
una curva per una serie di punti presi sull’ ordinate d’un cir- 
colo, divise in parti situili. 

<)t>4- ' n luogo di prender le ascisse dal vertice A, si pren- 
dano dal centro C, dovrà cangiarsi x in a — x, e l’equazione 

diverrà ^• 2 = — (a 2 — x 2 ), la quale ha sull’altra il vantaggio di 


rimaner la stessa tanto per le ascisse positive quanto per le nega- 
tive, poiché niente cangia permutandovi x in — x. Questa , co- 
me più semplice , è più in uso ; e da essa , se sopra Bò si ca- 
li l’ordinata MQ=PC— x, si ha x 2 =^ (b 2 — y 2 ') , equazione 


al second’asse, il cui parametro, terzo proporzionale dopo ib 
e ia, sarà p'== ì ~ = (944) ~J^iap— staff — • È chiaro che 


se a=b, l’equazione all’ ellisse diventa quella del circolo (gì o); 
onde il circolo è un’ellisse equilater a o di assi eguali. 

g65. Prese dunque 1 ’ ascisse dal centro, c supposto un pun- 
to M nella parte superiore o positiva della curva , si avrà il rag- 
gio vettore FM=z=j/ (PM 2 -t-PF 2 )— (g/{6) j/ (y a -+-(e — x) 2 )= 


y (a 2 — iex-\- e —~ )=a — ~, risultamento che deve presce- 
gliersi in luogo dell’altro ~ — a , a cui pure sembrerebbe che 

potesse portar l’ estrazione della radice, ma che qui non ha luo- 
go , perchè essendo e ed x ambedue minori di a, si ha ex<a 2 . 


e in conseguenza — <a , onde — — a darebbe per FM un valor 


negativo, contro l’ipotesi. Nel modo stesso si avràyM xz'-= 
j/ (PM 2 -f-P/’ 3 )=|/ (^ J -He-Px) 2 )=V , (aM-2e.zH — 


a- 1- ~ . Dunque /M-t-FM =ia, cioè la somma dei due rag- 
gi vettori , o delle distanze di un punto qualunque dell ’ ellis- 
se ai due fuochi , egiuiglial' asse trasverso. 
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966, Se sia l’angolo P/M=a€, sala f?=e+x=f M.cosg , e perciò afa 5 

fh/l.coiS—e, ed ftll=i=a+ -== ■ “ —(944) evalione polare 

' •' a a — ecosK a~— ccojo 

dell’ ellisse (902); si avrà pure FM= — = — --—-* 7 -, posto PFM= 6 '. 

v ” r a — ecoiC a — eeosS' 

967. Delibasi ora condurre ad un dato punto M della curva 

una tangente. Prolungato in L il raggio vettóre _/M in modo che 
sia ML=FM, unisco FL, e conduco da M sopra FL la per- 
pendicolare MT, che dividerà in mezzo FL e 1’ angolo FML 
( 5 ■>. 5 . .Quindi preso sopra MT Un punto qualunque tn di- 

verso da M, conduco le rette/m, F m, mL. Sarà mF=mL (5 1 5), 
e perciò m F =m L -+-mf ' : ma mL+m/>/L(493), e per co' 
strUzione/L==/TVI-|-ML— /M-f-FM=aa (965)5 dunque mF-i- 
mf>ia, onde il punto qualunque m non caderà sulla curva, la 
quale non avrà comune con MT che il punto M. Dunque MT 
sarà tangente ; perciò In retta MT , che divide ih mezzo l’an- 
golo fatto esteriormente all ’ ellisse dall' un raggio vettore 
col prolungamento dell' altro , è tangente. 

968. Poiché FML è diviso in mezzo da MT, avremo FMT= 
TML=/MQ (5o6.i°). Dunque se da M si alzi sulla tangente 
la normale MJV, sarà /MN=NMF (5o4-3°) e quindi i°. tatti i 
raggi luminosi , sonori e calorifici che partono da uno dei 
fuochi, percuotendo la curva si riflettori sull' altro, a 0 . Il trian- 
golo /MF darà (583) /M : FM :: /’N :JVF, ovvero yM-t-FM(aa): 

FM(a — /N-+-FN(ae) : FN=e— 2— =e— x-P ~ , ed 

f^i=‘ie — FN= e-t- -~=e-\-x — ! ~r i dunque poiché /P= 
x-+-e 5 e d FP=x — e, si avrà i°. la sunnormale PN=FN-4-FP= 
^ ; 2 0 . la normale MN==n= — j/ X 

1 D\f } 

Y (a'* — e 2 x I )=^~y (2az-z 2 )(g65))3°. la suttangente PT= -p-— 
= — - X : 4°. la tangente TM= (<*\7'M-Ì^x 3 )== 

~ y (a 2 — x x )(a' 1 — e 2 x 2 ). Inoltre TC—TP-4-PC = — , e quin- 
di CP: AC:; AC:CT, d’onde si ha un altro modo di determi' 
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ilare il punto T della tangente in M ; 1 — u —~ F- <64 


alla — s) 


(965); TN=TP-hPN= 


TF=*“ e-——; AT= 


ai e nel vertice A la tangente AV = 

bv~. 


PM.AT 

PT 


969. Se debba condursi la tangente da un punto m dato fuori della curva, si 
unisca m con F, e quindi si facciano intersecare in L due archi l’uno descritto col 
centro in m e raggio mL= mF, l’ altro col centro in /' e raggio fh ^=2 a. In segui. 
lo si conduca fh ; il punto M ove JL taglia la curva sarà il punto di contatto, e la 
retta mT fatta passare per M sarà la tangente cercala- Infatti poiché mL=mF ed 
Mh=Jh — /'M=2u— /M=FM (965) , MT è dunque nonnaie sulla metà di FL 
(5<7. t°), divide in mezzo l’ angolo FML (525), ed è per conseguenza tangente 
(967), E’ poi manifesto che come l’ intersezione dei raggi mi,, fh può aver Ino. 
go in.due punti, 1’ uno al di sopra, l’altro al di sotto di ni, cosi la costruzione po. 
irà raddoppiarsi , e darà due tangenti condotte dallo stesso punto m alla curva. 

970. Che se dai fuochi J, F, e dal punto N ove la normale incontra l’ asse, si 
conducano sulla tangente e sui raggi vettori le perpendicolari /Q ed FR, IX B ed 

KB 1 , come pure per il centro C,Ia DCD' parallela alla Ungente, sarà <.° TN( “ “ ), 
NM(n): :T F(^):FR =7 = ^-TA — “ ^ (968); d‘ 

* un x an z 1 

onde si ha FRx/Q=4 a , e la nuova espressione della normale — ef , ua . 

aq 2 q ° 

le a quella già trovata per la parabola (933j 2". M/(«+ — ) :fP(e+x) fH(e _g, 

e 1 x „ . e(e-l-x) n * . o a 1, « ». 

—7 1, onde/M-/B'=MB’=lJ=l_ =-z=^ = MB, atteso 

a a a a 2 


1’ angolo/MN=NMF ; 3°. T/(— + P ) :/M(u-f- —)» C /(e) : /D= ~ , e perù 

DM=M/— /D=rn^D'M, attesi i triangoli eguali DMS,.SMD'. 4°. Condotta da Cla 

normale CO sulla tangente QT, si avrà CO : NM(«) :: CT( — ) : TN(^~". ), d’ on- 

x b % x' 

de COxNM=a6* . 5°. Infine condotta CM e chiamati <w, y gli angoli MCT, ; MTC 
i due triangoli rettangoli CPM, Tl’M daranno y : x :: senta : costa, y : PT :: story : 
posy; d’onde, posto il valor di PT e moltiplicate le due proporzioni, si trarrà 
A* 

((ingy languì—, 

<* * 
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974. Se dal punto M si conducano all’ asse coniugato la tangente Mt e la nor- 
male MO prolungata in n, i triangoli simili MOP, MQ«, MQt, e la sunnounale 
4 3 x 

PO= — — daranno per il second’ asse, sostituendo il valor di x 3 (964), 4°. la sun- 

, „ PM.MQ a 3 r M OM.MQ 

normale Q«= — ■ = ~ ;=— ■ (964) ; 2°. la normale M/t= — — — = .... 


flV 3°. la «mungente Qt= — 


QM 3 4 3 - 


PO 

; onde Ct=CQ -+-Qt= 


4 3 


— e perciò CQ : CB :: CB : Ct, come nell’asse trasverso (968). 

972. La retta nCN che passando per il centro C termina ai dne punti opposti 
della curva , dicesi diametro; e condotta DGi parallela alla tangente in N , i dia- 
metri DO!, «CN chiamansi coniugati; le rette MP parallele alla tangente son l’or- 
dinate del diametro Nre, le parti CP ne son 1’ ascisse: il parametro di un diametro 
qualunque è una terza proporzionale a questo e al suo coniugato. 

46S 973. Per aver l’equazione alle coordinale PM, CP conduco da M la normale 

MO sull’ asse Aa , e da P le PL , PK l’ una normale ad MO , l’ altra all’ asse Aa. 
Poiché CO e MO sono due coordinate riferite all’asse, chiamo xl’ una, r l’altra , 
m, n i semidiametri CN,CD, x 1 , y 1 le CP, PM , coordinale al semidiametro CP, 
u 1’ angolo NCT , f l’angolo NTC = MPL. I triangoli MLP , CPK daranno ML= 
j 'sewf, LP=OK=y 'cosp, PKaaO lexx'senw , CK=x'eos», e quindi OL-+-ML= 
MO==y=xx'*enM-|-y'senp , eCK — OK=CO=x=rx'eosa) — jr'cosp. Sostituiti que- 
sti valori nell’ equazione 4*x*-HJ*J ra =« l ò’ che immediatamente deriva da 

4* 

quella della curva , e osservando che tangrptangroxx~ (970.5°) dà b % costacosy 

n*. sentiseli?, avremo y ,, (a’sen*p-)-4’cos’p)-(-x ll (a 1 »e/i 1 w-f-4acos 1 eo)=a’4'. 

Si ponga frattanto jr’xzdO; sarà in tal caso (898) x'z=CN ixm, ed avre- 
mo I*. m 1 (a 1 se/t 1 6J-4-4 3 eoa 3 «a )=u 3 4 3 . Si ponga x'—0, sarà y’( ini )=CD^= 
n t edavremo nel modo stesso Il a . n 3 (a 3 sen 3 p-+-4 a cos 1 p) xx u 3 4 3 .Dtiuque a*X 
a 3 4 3 a»4 3 

sen * w-4-4 1 cos 1 6> ss— — — , ed a » seri 3 o-t-4 3 cos 3 tpix , con che l’eciuazio- 

m 4 1 * M » 


s li* 

ne ottenuta diverrà m *jr' * -H» * x 1 * * n 4 , ossia (m 4 — - x 1 * ) in tut- 

m 4 


lo simile a quella degli assi. Da questa intanto si apprende 4°. che i quadrati delle 
ordinate stanno tra loro come i retta ngoli delie ascisse; 2.° che ogni diametro NCu 
divide in mezzo l’ordinate MPm , e perciò l’ ellisse intera; 3°. che ogni diametro 
Nm è diviso in mezzo nel centro C, perchè ne’ punti N,n si ha jr'xxO, ed x' 3 =xm 1 , 
onde x'=dfcm; 4*. che condotta all’opposta estremità n del diametro Nre la tangente 

. a* a* 

nT', e da n l’ordinata nq, sarà nqxzHQ , e quindi CT'= (968) — — — xxCX; 

Cq CQ 
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saranno dunque eguali i triangoli TNC, T'/iC, e perciò parallele fra loro le due f.|65 
tangenti TE, GT' ; laonde le quattro tangenti condotte alle doppie estremità di 
due diametri qualunque formano un parallelogrammo. 

974. Poiché b * z=a * tang p tangto, se questo valore si ponga nel primo mem- 

sento 

bro della 1*. (97 3) avremo m 1 (seri* to+tanguseutocosto) = b * zzzm* ( senta X 

COSf 

v m * seri tosai (©-+-*>) . Tm a , , N b*cosy 

co59-+-senycosto)=. , e quindi 111 . m * seti (&H-©)= • 

1 7 ' cosf sento 

h* costo 

Operando nel modo stesso sulla II*., otterremo IV • n % sen(to-+-y)~ - _- ■■■ — , e la 


seu2f 
seno costo se ulto 


senf 

; onde 4°.m*«erM»X 


III*. divisa per la IV*. daranno V*. — = . SCn * CO JÌ 
r n * 

costo— n * senfeosf , e poiché condotte le NQ , DI normali all’ asae , ai ha NQ= 

m sento, CQ=m costo , Dl—n senf , CI=n cosf, ai avrà DIxCI=NQXCQ, cioè 

i due triangoli DIC, NQC saranno eguali in superficie,’ 2°. se f—to sarà in—ii, 

cioè i diametri saranno eguali, proprietà che dunque esclusivamente appartiene a 

quei due diametri il cui angolo è diviso in mezzo dall’ asse. Si uoli che 3=6) dan- 


do A» =a 1 tang» 6) , e perciò =ta«g6)=—= tangBaC, sarà dunque in tal caso 

6)= BaC , e quindi NCT=BaC, cioè il diametro Nu sarà parallelo alla corda aB, 
e per la stessa ragione 1’ altro D<i sarà parallelo alla corda ai. Si noti inoltre che 
nell’ ipotesi di m=/t, l’equazione ai diametri , omessi gli apici, si riduce adj^s^ 
m % x», che si scambierebbe con quella del circolo, se le coordinate non fosse- 

ro nel caso nostro obliquangole. 

i4 cosy costo 

3°. Scialli*, e IV*. si moltiplichino insieme, avremo m * n * - „„iz 


ma si ha cosfcnsto— (973) 


a * senf sento 


■, dunque VI*, m * n * = 


se nf sentaseli * 
*4» 


i» ' * je»»(f-H u) 

ossia mn sen(tf+to)— ab , e Amn X seit(p-4-6>)^=4a4=2a X 2/). Ora ’laX-i è il 
rettangolo degli assi, intriseli (f+to) è l’intero parallelogrammo EG; perciò tutti 
i parallelo Sfiammi circoscritti all' ellisse e formati su due diametri coniugati 
qualunque , sono eguali in superfìcie al rettangolo degli assi e quindi tra loro. 

4°. Se la HI*, si moltiplichi per senato , e la IV*. per scn’f , e quindi si som- 
mino i due Adotti, avremo (m*sen*6H-n* sen*f) sen(?-l-*>)=4 1 (seMoicosf-h 
scnfcosto)=b* sen(f-{-to'), d’onde VII*, m » sere * 6M-« » sen * ?=i » , valore che 
introdotto nella somma immediata della I*. e H* -, dara Vili*. ;/i»cos»6>-+-.... 
w*cos*p=a*. Quindi sommando la V II*. e Vili*, avremo IX*. m * -t-/t * =a 1 -+- 
4», cioè nell’ellisse la somma dei quadrati dei diametri coniugali è costante, 
ed eguaglia la somma dei quadrali degli assi. 

5°. Finalmente se dalla!*., posto t — senato in luogo di cosato, si cavi il va- 
lute di senato , e dalla 11*. posto t «— evs 1 f in luogo di seu 1 y si tragga il 
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ili. , £*(«*— TO') a * (» * —4 « ) 

vaiolo iu eoa 1 ®, troveremo sc/i 1 ?.J - , cos'v— 1 

m 1 (a • — A * ) r n‘(a> — A»)’ 

« * (a ’ — m 1 ) 

ossia coj*?= — ——.giacché da /n 1 -Hi * =a * -+-A * si ha » J — ia=a*_ 

m 1 (a 1 — o 1 j 

m 1 . Divise 1’ una per l’altra queste due formule troveremo X*. amsema—bneosf. 

F.165 Ma supposte NQ, DI normali all’asse maggiore, e DR(=IC) normale all’ asse mi- 
nore, abbiamo msenu i— NQ, ncosf^£\= I)K , dunque condotte le corde AN,DB, 
i due triangoli CJNA, CDB, come pure i parallelogrammi CS, CV saranno eguali 
in superficie; quindi nell’ ellisse le superficie dei parallelogrammi, che un se- 
midiametro qualunque fa col semiasse maggiore , e il suo coniugato col semi- 
asse minore, sono tra loro eguali in superficie. 

975. La perfetta analogia fra l’ equazioni agli assi e ai diametri dà luogo per 
466 questi a molte proprietà, che abbiamo già veduto spettare a quelli. Sia TR uua se- 
cante qualunque , che tagli la curva nei punti Q, R e incontri in T il diametro pro- 
lungato rfD. Condotte su questo le ordinate QS, RII, e chiamato m il semidiametro 
CD, x', le ascisse CS, CH ( preso per la seconda il .seguo inferiore quando 

C cada fra S ed H), e falla CT=r, i triangoli simili TQS,TRII daranno TS*(r— 
*')* iTH'Crzp*")» ::SQ* :RII* ■.:m*—x '* :/»* — x - '* (973)j d’onde ope- 
rando al solito e ridneendo, si avrà (r*-f-m*)(x f rtx")^;2rx'x |, ^=2r7n’ . Si sup- 
ponga adesso che la secante TR si copverta nella tangente TM, nel qual caso le due 
ascisse CH, CS si riuniscono nell’ unica CP ; fatta CP=x l’ equazione darà (r 1 -f» 


m 1 )x— /\r 1 =rm 1 , dalla quale risoluta si ha r— 


x’+m' x» — m ’ 


; onde e- 


sclusu il segno superiore da cui si avrebbe r— x assurdo , avremo dall’ inferiore 

TJl 1 

r=CT=— , cioè CT terza proporzionale dopo 1’ ascissa x e il semidiametro m. 


Si ha pure la suttangente PT=CT — x== ■ 
DTXPM . , m — x 


- , e la tangente al vertice DN— 


— py - " ^ , il tutto precisamente come per l’ asse (968). 

Ttl * 

976. L* equazione CT=— dà una seconda maniera di condurre dal punto e- 
x 

sterno e qualunque T , le due tangenti alla curva ; a ciò bastando lar discender da 
T un diametro D d, e prender V ascissa CP=x terza proporzionale dopo CT e CD; 
quindi condotta per P la doppia ordinala MM 1 , saranno TM, TM 1 le due tangenti, 
avendo in tal caso sì Pana che P altra la suttangente che lor si compete. Da que- 
sta costruzione inlauto s’ inferirà , come nella parabola (960), che due tangenti x 
le quali partono dall* estremità di una corda , vanno a riunirsi nel diametro 
che la divide per mezzo , o al quale è ordinala la corda. Ma passiamo ad un aUt’tt 
più importante teorema. 
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977. Sia la corda MO tagliala comunque nelle due parti MH, TIO dal diaiue- p 
tro qualun(|iie FE. Condotto sulla metà N della corda il diametro AB, c parallela- 
mente alla stessa il di lui coniugato KL (972), e condotte di più le MR, EG, 111 
parallele fra loro e ad AB, si faccia EC=r , KC=j, HC=rx,CR=s=MN=ON , 
CL=u=HN, GC = w. I triangoli CGE, CIIl daranno GC * (w * ) : CI 2 (m * ) :: EG * : 
HI*(=MR*)::« a — w* — i 1 (973.1°). Di qui *»-+-«* :: w* : a* . 

E poiché gli stessi triangoli danno GC («) : CI(u) :: EC(r) : CH(x), dunque s * : 
j* — z*-4-u* ::r a :x a , ed s 1 :s* — w* :: # ,a :r*— -x*. Quindi Z a — u*=(z-Hi)X 

(z — m) s (ON- f- HN)(ON — HN)=HO X HM = ^ (r * — x * ). Quest’ equazione è 


analoga a quelle avute per le coordinate agli assi e ai diametri , e fa veder che co- 
munque e sotto qualunque angolo si taglino un diametro ed una corda , il ret- 
tangolo delle ascisse del diametro sta a quello delle due porzioni di corda , 
come il quadrato dello stesso diametro al quadrato del diametro parallelo alla 
corda ; teorema clic include ambedue quelli contenuti nelle predette equazioni a* 
gli assi e ai diametri , e che può riguardarsi conte più generale. Uua simile ossei* 
vazione ebbe luogo anche rapporto all’equazione della parabola (961). 

978. Terminiamo con la soluzione dei seguenti problemi. 

1. Dati i due semiassi a,b trovar due diametri coniugali che facciano Ira loro 
un angolo dato p=J}Cn. Sarà /i=(^-f-«) (973) e poiché abbiamo <65 

ab ... 

b* 9 ed mnz= (974.3°); dunque m % -\-n % ZÌZ 2/ij/ixs a * -f-£ * — — ; ed 

sen(f-+- w) senp 

"lab 

(a * -+-4 * ir ), d’ onde sommando e sottraendo si ha nnls. Por de- 

serti 

terminarla direzione di un de’ diametri o l’angolo NCT=:w, poiché si Ita m 1 re«(w-t- 

b*cot<f , b*cos(p— w) 

f }= (97 4), e come sopra f-\-u=p, sara m % seiiprz cot<acosp+ 


b'senp (788.39*); d’onde cot'a=z 


b * 


-tangp. 


li. Dati i semidiametri coniugati in, n e l’ angolo p che Tanno tra loro, trovare i 
due assi e la lor direzione. Dall’ equazioni mitscnp^zuib ed a * -+-A 1 z^/ii a -f-n * cou 
un calcolo simile al precedente si determina a t b. L’ angolo che dà la direzione 
degli assi si trova come sopra. 

979.111. Data un’ ellisse trovarne il centro, gli assi ed i fuochi. Condotte commi- jgg 
que e divise in mezzo le due corde parallele CD, EF, si faccia passare per i pun- 
ti di divisione G, H la corda AB. Sarà AB un diametro (973. 2°), sulla cui metà a- 
vreruo il centro cercalo. Con questo centro e con OB per raggio si descriva il cir- 
colo KALB, e si uniscano i quattro punti d’ intersezione delle due curve. Le nor- 
mali PQ, MN condotte da O sopra due delle corde adiacenti KB, KA protratte 
dall’ima e Hall’ altra parte fino al perimetro dell’ellisse, saranno gli assi. Infatti si 
tagliano normalmente nel centro, e sono respettivaiuenle perpendicolari sulla mo- 
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là delle parallele KB ed AL,KA c BL, proprietà esclusive degli assi. Trovati questi, 
i 1 uocln si avranno nella maniera già data (946). 


Iperbola 


980- Dall’equazione all’ iperbola y 2 ^^ "('.tzzx-l-x 2 ) (988) 

<55 siha :x{ia-\-x') :: b 2 :a 2 , cioè PM 2 : APXP<* " CB 2 : CA 2 , 
onde il quadrato dell ordinata è al rettangolo dell' ascisse 
( prese l’unadaP al vertice A, l’altra da P al vertice a) come 
il quadrato del secoruV asse a quello del primo. Per due duo- 

se coordinate y\x' avremo y' x =—^ ('s.ax'-’r-x' 2 ) ; dunque 2 u .y 2 : 

y ' 2 :: x(ia-\-x) : x\-2a-\-x , ) f cioè i quadrati delle ordinate stari* 
no come i rettangoli delle ascisse corrispondenti-, due proprie- 
tà che rilevammo ancora nell’ ellisse (968), con la qual curva ve- 
dremo averne l’ iperbola comuni molte altre, come è chiaro do- 
ver succedere in forza della somma somiglianza tra ledue equa- 
zioni. Se si ponga x — a in luogo di x=AP , P equazione di- 

4 » 

venta y 2 = ~-(x 2 — a 2 '), e l’ ascisse son prese dal centro: e poi- 
ché questa non cangia permutandovi x in — x, perciò appar- 
tiene insieme alle due iperbole opposte (gid8) ; quindi qurnto 
saremo per dire dipendentemente da quest’ equazione , s’ inten- 
derà detto tanto dell’un’ iperbola che dell’altra. Intantoda y 2t =* 

( p r ( x * — a 2 ) abbiamo x 2 == “jrib^-i-y 2 ) , equazione al second’ as- 
se, le cui ascisse e ordinate sono ordinate ed ascisse all’asse pri- 
mo^ tutte esteriori alia curva, lu queste equazioni fatto a=b , 
viene y x =2ax-\-i c 2 , y 2 =x 7 -~~a 2 , x 2 =a 2 -¥-y 2 , e allora l’ iper- 
bola dicesi equilatera. 

981. Prese dunque 1 ’ ascisse dal centro , e supposto M un 
; punto nel ramo superiore o positivo della sezione destra o po- 
sitiva, si avrà il raggio vettore FM=*=J/ (PM 2 -hPF 2 )=|/ (y 2 -b- 

(x — e) 2 )—V ( — — 2ex-\ -rt 2 )=— a, non dovendosi qui at- 

.a 1 a x 

tendere all’ altra radice a — che contro l’ ipotesi darebbe l' M 
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negativo, atteso clic «libiamo non solo x, ma ancora e maggio- F.iìì 
re di a ( 94 ^); e perciò ex>d' , ~>a, e quindi a — “j'qujmtiw 

là negativa. Nel modo stesso si troverà yM= 2 , =^-+-n. Onde 

,/M — MF=aa, cioè la differenza de' due raggi vettori egua- 
glia l asse trasverso. 

982. Se sia 1’ angolo AFM=6, varrà, come nell’ ellisse (966), FML=i— .... 

i 

e * u * i ap 

— ■ ■ - , equazione pula re all* i por boia. 

a-^-ecosZ a-\-ecosa 

g83. Per condur la tang nte MT a un punto M dell’iper- <69 
boia, si provcrh , presso a poco corno 11 ; 11’ ellisse , clic diviso 
in mezzo con MT l’angolo /MF formato dai raggi vettori, sarà 
MT la tniigenle cercala. Infatti presa sopra /M una porzione 
MI)— MF , e di un punto qualunque m di MT condotte mj\ 
mF, mi) , avremo mf ’s/D+Dm (4f)3), ossia mf ■Co.a -(- mF . 
giacché fD=fM — MF==ao (981)0 Dm=mF ( 5 ■>. 5 . 3 "). Dun- 
que altresì mf — mV <fiu ; onde non essendo questa differenza 
eguale a za, <1 punto qualunque m di MT non cadeià sulla 
curva, che perciò sarà toccala soltanto in M da MT : onde MT 
è tangente. 

981- Se In tangente debba condursi da un punto m dato fuori della curva, sarà 
facile dimostrare, come nell 1 ellisse (969), che falli intersecare in D due archi de- 
scritti 1* uno coi centro in m e rasoio /nU^Fw, F altro col centro in J’e raggio 
fD=2a, e prolungala fi) fino all* incontro in M colla curva, sarà M il punto di 
contatto e la retta TVnM la tangente. E qui pure si osserverà, come ncliVIlissc (969), 
che' la costruzione prescritta porta a trovar due punti di contatto, e perciò dà le 
due tangenti che da m posson condursi alla curva. Ed è poi inutile avvertire come 
in egual modo potremo condur le due tangenti anche sull' iperbola opposta. 

q85. 11 triangolo /MF’ dà (583 ) fM : MF :: fT : TF, ov- 
vero /M-t-FM (= ì~-) : /'M(= ) :./T-f-FT( 2e ) : fT— 

• + - -=^- -t-e. Dunque fT — e=CT= d’onde pur si tro- 

va un altro modo di determinare il punto T delia taugeute in 
M : e di più si conclude, che essendo CT positiva finché lo è 
x, tutte le tangenti a quella delle due opposte sezioni ove 
le x son positive-, tagliati l asse fra il vertice della medesi- 
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ma e il centro ; come per la contraria ragione quelle dell’al- 
tra sezione lo tagliano nella parto rimanente . Perciò ninna 
retta tangente ad un punto qualunque di un ramo può esserlo 
a ver un punto degli altri. 

.169 986. Quindi se MN sia la normale, si avrà la suttangen- 

te PT=*CP — CT— x — "-=J° ; la tangente MT= 


|/(TPM-PM J >=* — Y [x* — a*)(e*a ; 2 — a^);la sunnormale PN= 
la normale n=|/(PMM-PN*)=^- |/( e ’* 2 _«'*)= 


J/ (z*-4~2a2 ) ; TN=PN-t-PT =» 


c » x 1 — a* t(2 a-4-i) 

a *x x 


a*»* 

T^c* 


AT— 


-J «T= 


ax-t-a* 


987. Se, come nell’ ellisse (97 OJ, ai conducano le perpendicolari NB, NB 1 ai 
raggi vettori, ed FS,/i alla tangente, a cui sia parallela la CD condotta dal centro 

C, si troverà FM( X — a) ! FP(x— e) :iFiN(x— e-( — j : FB= —.Dunque 1“. 


ex ex — e 1 e 3 — *a * h * 

MB=FM — FB= — —a— ss> — (944) ; e perchè l’angolo 

a , a a a 

QMB'=/’MT=TMF rende eguali gli angoli B'MN,BMN,ed eguali e simili i trian- 
goli NMB 1 , NMB, sarà dunque MB 1 =MB;= j p. 2°. 1 tr iangoli TFS,T fs simili ad 

MPT danno TM;MP :: FT : FS, TM :MP:: /T:Fs, e perciò TM‘( — — (x*_ 

a‘x % 

a>)(e>x*-a<)).- PM* (^- (* » — a » ) ) : ; FTXT/ ~~ i ) : FSX/ic=4*. 3°. 

[ I triangoli rettangoli SFM, MB'N simili, per esser l’angolo .SMF^=QMB , =MNB I 
(504. 3°), danno immediatamente FS (q) : FM (z) s; MB' (-^-): MN=»=s^, 

b * z 

pome nella parabola e nell* ellisse (953.970), e di qui — -.4°eLeparalleleTM J 

p y 1 V| ® ri '2 p y- 1 /7 2 

CD danno /T ; CT :s/M ; DM, cioè ? ■ » — — ? DM=a. 5°. Cen- 

ar x 

a 1 

dotta da C la normale CO sulla tangente QT, si avrà CO : NM (n) :i CT ( — ■) : 


a * n * 

( — — ), d’onde COXNM=5 4 . 6°, Infine condotta CM,e chiamati w, p gli 
b' À x 

angoli MCP, MTP dei triangoli rettangoli MCP,MTP, operando coinè nell’ ellisau 
(97Q. 5°), otterremo & * cofitcosy^a 1 sciiùuc/if, ossia & 1 ssa a ■ 
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988. Sia adesso alzata sul vertice A la normale D<f di- 
visa in mezzo in A, ed eguale all’ asse coniugato 2 b. Se dal 
centro C si conducano per i punti D,d le rette indefinite CR , 
Cr,e da Un punto qualunque N di CR si conduca Nn parallela 
a T)d , avremo ( 5 ^c)) CA : DA :: CP : NP, ovvero a:b:: x : NP=i< 

~ . Dunque i°.NM=*NP— PM=^ —X, ed Mn=MP-t-Pn=.. 
-*-t -y) onde NMxMn= — — -^r 1 =2:(q8o)A J;: =D A a . 2 0 . Poi- 


rhè ed MP=jr=^</(x 1 — «*)== (4 a 9^> ~ (*— ] 57 — 

>=T~ * ««A sempre 

PN^MP , cioè la curva non incontrerà mai le rette indefinite 
CR, Cr$ peraltro sempre più vi si avvicinerà, mentre crescen- 
do l’ascissa x, scema sempre la differenza — (1 1- "-; I ec. ) 


F.I70 


fra NP ed MP. Questa singolarità rimarchevole ha fatto dare il 
nome di asintoti alle rette CR > Cr, come quelle verso cui la 
curva continuami lite si avanza, senza raggiungerle, nè toccarle 
giammai. L’iperbola riferita agli asintoti ha molte proprietà, ed 
eccone alcune fra le principali. 

989. Condotte MQ, AL parallele all'asintoto C d, i trian- 
goli DLA, CLA sono isosceli (599); onde fatta AL=±DL=s=CL= 
m, CQ=x, QM=s^, e condotta MK parallela e perciò eguale 
a CQ, i triangoli simili DLA, NQM, MKn danno MN : DA :: 
QM : LA, ed Mn : DA :: MK : DL, e però NMxM« : DA» :: QM X 
MK :LÀXDL==AL l ; ma NMXM«=DA» (988)5 dunque xy=* 

m 2 , equazione all ’ iperbola tra gli asintoti , in cui m 2 = — - — 
si chiama la potenza dell’ iperbola. 

990. Se «tue parallele F f, O g, terminate agli asintoti taglino nn’iperhola nei Mi 
punti m, h, p, K,e sicno MmN, PpQ perpendicolari all’ asse, si avrà Fm : Mm :: 

Cip : Tp, ed mf : mFf :: pg : frQ, e però Fm X mf : MmXmN •: CrpXpg : PpXpQ» 
ma (988) PpXpQ^=è 1 =MmX"<N; dunque V mX™j—QpXpg; dunque anclie 

gK X KG=r/A X èF • 

991. Se i punti p, K coincidano in un sol punto D, la retta Tilt sarà tangen- 
te in D, e si avrà Fm X m f=-T I) X fb X AF; onde /A(/tm-+-mF):= F m (mh-P- 
bj ), c però fhssPm e TD— Ut ; ma condotta DE parallela a Ct, i triangoli simi- 
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. |7 | li TDK, TtC danno TE=rEC; dunque la Ungente a un punto D del E iperhola si 
Ita pure conduccndo DE parallela all* asintoto, prendendo ETaEC, e per T , D 
conducendo la retta Ti)/. 

992. Dall’ esser sempre fh=Fm si ha la maniera di descrivere un’iperholti 
tra due dati asintoti Cl’,0, che passi per un dato punto m , poiché condotte per m 
le rette F f 9 M.N,si farà /A=F/«, «N=Mm,e i punti m, n, h saranno nell’iperbola. 

993. Del resto {{li asintoti d’ una sezione prolungati al di là del centro diven- 
gono asintoti dell’ opposta. luiatti alzala sul vertice a la normale DV/ r , i triangoli e- 
gitali e simili DOf/, D'C /' danno DV/ T =D*/3=:2ó, cioè i nuovi prolungamenti sono 
situati rapporto alla seconda iperhola conte gli asintoti rapporto alla prima (988); 
onde debbon godere delle medesime proprietà. 

991. Poiché tulle le tangenti alP iperhola mAm x tagliati l’asse fra A,C (985), 
e tagliandolo in C divengono asintoti, ogni altra retta QCQ’ contenuta fra l’angolo 
TCt degli asintoti e che passi per C sarà secante, e taglierà in due punti opposti 
M, M 1 le due sezioni. Or la parte MM f di questa secante compresa fra le due cur- 
ve si chiama diametro trasverso ci primo , il cui coniugato o secondo è la 1)0/ pa- 
rallela ed eguale alla Tt tangente iti M, e divisa in mezzo in C, coinè T t lo è in 
M (99 ì); 1’ ordinale sotto mQm ' parallele al coniugato DO l, e il parametro è una 
terza proporzionale ni diametro e al suo coniugalo. 

995. Passiamo a trovar ('equazione fra le coordinate ai diametri. Poiché NQ 
Qtt :: TM : M/,ed Nw—m'/i; se dunque CM=m, CD— MT=//, CQ=x f , Q/n=^* f # 

nx x nx x nx :* 

sara ni ; n :: x : NQ— =7iQ ; onde Nm= y ,ed iwm =— — -hy j ma 

ni m m 
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TM ^N/mX^w (994); dunque w 1 = 




«jtiazionesiuiile a quella delle coordinate all’asse trasverso, e che dà x x 2 =;—(►' 2 -+-» 2 ) 

n 2 

perequazione al diametro coniugatole da queste si apprende 4°.che i quadrati di due 
ordinate a qualunque dei due diametri, stanno come i rettangoli delle loro ascisse 
corrispondenti; 2°. che ogni diametro divide in mezzo tutte le sue ordinate, ed è di- 
viso in mezzo nel centro C, poiché j*'=0 <làr f *=r/7i a , e quindi i f =±m. Perciò il 
diametro di una sezione è diametro anche dell’ opposta, e in questa come nell’altra, 
le ordinate son parallele alla TV tangente in M 1 , la quale perciò sarà parallela ed 
eguale al diametro coniugato Df/, e all'altra tangente T/. E con un raziocinio e cal- 
colo analogo a quello già adopraio nell’ellisse (976.975), si potrà pur di mostrare, che 
come i ap|>orto all’ asse così pure rapporto a qualunque diametro, condotta sul pro- 
lungamento di questo da qualsi soglia punto della curva una tangente, la parte del 
diametro intercetta fra il centro c la tangente è terza proporzionale dopo l’ascissa 
corrispondente al punto eli contatto c il semidiametro ; che chiamala x' quest’ascissa 

r x 1 — ni ' J 


si ha per valore della sutUngcuU- 


che le due Ungenti condotte ai l’est r«- 
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mila di una corda s* incontrano nel diametro die la divide in mezzo, cc. Può infine 
anche osservarsi che ogni diametro coniugato di un* iperhola, è diametro trasverso 
di un’altra totalmente separata dalla prima. 

996. Se come nell’ «disse (973) da M sommità di PM=/ ordinala al diame- 
tro CN si conduce MO ordinata all’asse trasverso, e da P le PK, PL normali a 
CO,MO, e si chiamino come facemmo (987 .6°) w, f gli angoli N< T, N I O, ben si 
vede che le rette ML, PL, PK, CK avranno gli stessi valori che le loro identiche 
nell’ ellisse, e sarà perciò MO=ML+PK=y==^'senw+r'serty, e CO=CK-f-PL= 
x^x'cosos-hy'cosf, i quali valori se si sostituiscano nell’equazione agli assi, e ci 
rammentiamo che qui pure si ha (987.6°) b'cos^cosf=a'semssen ? , ci daranno la 

nuova equazione ai diametri (a’sen’tp— - 

n*x ,a 

« — a*b % . Paragonandola con la trovata y *= — * > avremo 


1*. — m’— 


_a’4* 


1 11*. n*= 


— o*i* 


a^cn’u—b’cos’a ’ a’srn'y — b’cos'f 

dal confronto delle quali con le loro corrispondenti 1*. e II*, ned ellisse (973), ri- 
sulta che il 4’ è qui cangialo in —4’ , e 1’ »* in —n\ Introdotti dunque quesli 
cambiamenti in tutte le formule che per 1’ ellisse si dedussero dada I . e II . , e os- 
servando di piò che l’angolo CTN, chiamalo adora f, è qui 180 p, potremo, sen- 
za inutilmente ripetere ì calcoli, stabilire per i’ iperhola dietro alle due prime, le 

b*cosv , b’costù 

seguenti equazioni: IH’. m , se«(y— «■>)= — IV . n'seit(f — w) — 1 j' • 


in 

n' 


senvensf 


VI*, m*«*sert 2 (p— m)=h* 4 2 , ossia mnsen(y—r») = ab , • 

senotcosbi 

4mnsen(y — o)=2aX24; VII*, m’sen’to-n'sen 2 p=-*4* ; Vili*, m 2 cos * w— n 2 X 

4 2 (m 1 —a 2 ) 

cos 2 ®r=a 2 ; IX*. m 2 —li 2 ' — 4 2 ; X*. seri 2 w= ■ — - , . » Al . cos f — 

m 2 (a*-+-4 2 ) 


U — — - — } | e ,, ua li j ue ultime divise l’ una per l’ altra daranno XII*. amseo'-i — . 

n 2 (a 2 -4-4*) H 

- — bncosv. 

997 . Frattanto dalla V*. avremo che se dalle estremità N, D dei due diametri 

coniugali CN, CD si conducali sull’asse le normali NQ, DI, i triangoli CNQ, ODI 
saranno eguali in superfìcie. Infatti atteso l’essere CQ=mcosw, NQ=/7ise«w, e 
quindi CNQ={CQxNQ=ylw * ; come del pari per esser l’angolo DC1= 

NTO=y, e perciò CA^=iHcosy f T}\s=nsetr.', e (6Jl)DCI=yCIxDC=yM*iewf»cofy; 
e quindi in virtù dell’equazione V*. DC1=CNQ. La stessa equazione c’ insegna che 
non potendo mai essere &>=?, neppur potrà aversi cioè nell’ iperhola non 

hanno luogo come nell* ellisse diametri eguali. 

998. Dalla Vi*, si apprende che tutti i parallelogrammi circoscritti tra le 
due iperbole , e formati stt due diametri coniugati , sono eguali in superfìcie al 
rettangolo degli assi e tra loro. Infatti condotta la normale tr sarà il parallelo- 
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F. <73 grammo Ct ^C.\ X tr=m X t N X seut N R=i»JJU«»»(p — tu), el’ intero parallelogram- 
mo tt'sz4Ct = 4mnX*eu(? — w) = 2aX2A. Infine la IX*. ci mostrerà immediata- 
mente che nell' iperbola la differenza ira i quadrati di due diametri coniugati 
qualunque eguaglia la differenza dei quadrati degli assi ; onde nell’ iperbole e- 
quilatera qualunque diametro eguaglia il suo coniugato. 

999. Sia in ultimo come neU’eliisse (977),e nella parabola (964) la corda qua- 
lunque MO incontrata o tagliata comunque in H dal prolungamento di qualsivoglia 
diametro FE. Condotto sulla metà X della corda il diametro AB, e parallelamen- 
te alla medesima 1’ ordinata EG e il diametro coniugato KL, si faccia CE=r, KC^= 
s, UC=x,MN=ON= 2 ,HN=u,EG=w. Avremo EG* («*) : HN* (u*) :: CG» j 
OS 1 :: s*-f-<u* : s * -+-s * (993), e quindi s * : s *+i* — u* :: o>* : u* :: EG* : 
HN* :: CE* (r*) : CII*(x*). Dunque »* :**— u* ;:r* :r* — r *, d’onde z * —• 

u*=(H-u)(z — u)=HOxMH=— ( jc* — r*), equazione analoga a quella ottenuta 


per gli assi e per i diametri, ma piti generale, e dalla qnale può dedursi un teore- 
ma simile a quello già concluso nel caso medesimo per l’ ellisse (977). 

4000. Ecco alcuni problemi la cui soluzione dipende dagli esposti principi- 
I. Dati gli assi a,b d’un’ iperbola, trovar due diametri coniugati che facciati 
473 tra loro il dato angolo /k=DCN. Abbiamo p=f — w, mnsetff — a>)=oJ,ed m* — 
n * —a * — h * , che danno m ed n; e per trovar la direzione di un de’ diametri o 

b*(m * — o, * ) 

l’angolo NCT=«, potrà farsi uso della formula (996.X*.) sen'to— — ; — ; . 

r v * m*(a*-t-8*) 


II. Dati i semidiametri coniugati m, n d’ un’ iperbola e 1’ angolo p che fanno 
tra loro, trovare i due assi e la lor direzione. Ciò potrebbe aversi con le due equa- 
zioni del passato problema : è però più semplice 1’ usare gli asintoti. Per l’ estre- 
mità N del primo diametro CN condotta TNt parallela al secondo diametro Od, 
e che farà con NP l’angolo tNP=p, e presa Nt=TN'=DC, si condurranno CT 1 , 
Ct: quindi diviso l’angolo T'Ct in mezzo con CA, sarà CA l’ asse primo, ed alzata 
in A la normale BA, e in C la CF=iBA, sarà CF l’asse secondo (987). 

IH. Trovar gli assi, il centro e i fuochi di un’ iperbola data. Condotte comun- 
que dne corde parallele pk, mh si faccia passare per le metà O, I delle medesime 
la retta ID prolungata fino all’ iperbola opposta, se questa pure sia data. La parte 
D<f di questa retta intercetta fra le due iperbole sarà un diametro, e sulla metà C 
di essa sarà il centro cercato (995.2 U ). Che se l’ iperbola opposta manchi, si con- 
ducano due altre corde parallele Ira loro, ed oblique alle due prime, ed il centro 
sarà in questo caso nell’ intersezione delle due rette, che dividono respetiivamente 
in mezzo l’ una e l’ altra coppia di parallele. Con questo centro , e con un raggio 
qualunque descrivasi un circolo iu modo che tagli la curva in due punti; e sulla 
retta che riunisce i medesimi si conduca dal centro una normale : la parte di que- 
sta, intercetta fra il centro e la curva, sarà, come è evidente, il semiasse trasverso. 
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Quanto al coniugato potrà aversi condurendo all’ asse un’ ordinata qualunque MP, F.l<5 
cercando una media proporzionale fra le due ascisse AP, aP, e quindi una quarta 
dopo la media suddetta, l’ordinala MP, e il semiasse trasverso CA. Tutto questo 
è evidente per 1’ equazione alla curva. Quanto ai fuochi si troveranno col metodo 
già dichiarato (946). 

4001. La rettificazione, la quadratura ed altre proprietà di queste e delle se- 
guenti curve, si troveranno nel Calcolo Integrale. Qui frattanto porremo al solilo 
alcuni problemi e teoremi da sciogliersi o dimostrarsi per esercizio e studio dei prin- 
cipiami, e che serviranno nel tempo stesso a far rilevare altrenotabili proprietà spet- 
tauli a ciascuna delle sezioui coniche. 

I. Nella parabola, come pure nelle altre sezioni coniche, la tangente al vertice 
è anche normale all’asse. 

Ris. Dalle espressioni del raggio vettore in ciascuna curva si dedurrà in primo 
luogo, che il vertice è fra tutti i punti di ciascuna sezione il più vicino al prossimo 
fuoco. Di qui, dalla natura della tangente (537), e dalla nota proprietà della norma- 
le (549) si concluderà la verità del teorema. 

II. Suppongasi che la corda NM nella parabola NEM divida in mezzo l’angolo <60 
LMD, fatto dall’ asse o diametro ML colla DM tangente al vertice o origine M : 
determinare il valore delle coordinate NT. , I,M. 

Ris. Osservando che il triangolo NML è isoscele, si concluderà NL— 1VIL. 

Di qui e dall’ equazione alla enrva si dedurrà che ciascuna delle due coordinate 
eguaglia il parametro. 

III. Nella stessa curva abbiasi 1’ asse AN colle ordinate MP, EN distanti fra * 
loro d’un intervallo PN eguale al parametro determinare il rapporto di KN ad MN. 

Ris. Introdotto nel valor di MN dato dal triangolo rettangolo MNP, quello 

EN* 

di MP dato dall’ equazione alla curva, e osservando che p-t-AP=AN= , si 

P 

troverà MN=EN. 

IV. (Condotta comunque nella parabola VSt» la corda Nn, e dai punti N, n le *60 
Pn, NR ordinale sull’asse o diametro TQ, determinare la ragione delle ascisse SP, 

SF, SR; e nel caso che la corda attraversi l’asse ad una distanza dal vertice egua- 
le al parametro p, dimostrare che il prodotto delle due ordinate è eguale a p % . 

Ris. Dai triangoli simili NKF, P«F e dall’equazione alla curva si avrà pri- 
mieramente PF * : FR * :: SP : SR. Di qui FR * — PF * : FR * :: SR— SP : SR ,• d’ on- 
de osservando che FR * — PF * z=(FR-t-PF)(FR — PF)— PR(FR — PF), che SR— SP 
=PR, e in seguito che SR — FR:=SF , si giungerà facilmente all’equazione PF X 
SR=FRxSF. Questa dà SF : PF ::SR : FR, e quindi SF— PF : SF:: SR— FR : SR, 
ossia SP : SF :: SF : SR, onde la ragione cercata è continua geometrica. Di qui 
P/iXN’R— />XSF, c nel caso di SF=p l P«xNR=p*. 

V. Supposte nella parabola IBN le parallele MF, DB ordinale al diametro IL, ppg 
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F.I/6 p ^K^ate in G, K dalia corda IN, determinare il rapporto eli MFx(iP, DBxKlE 

Bis. triangoli simili GIF, KDI e l’equazione alla curva danno GF:KD:: 
MF * : BD * ,• dunque GFxMF ; KDXBD :.MF' : BD\ 

VI. Nella slessa parabola sia IE tangente all’ origine 1 del diametro ID , e da 
due punti H, E di essa sieno condotte sulla corda NI le rette HG, EK parallele al 
diametro II): determinare il frapporlo dei rettangoli CHxHG, EMxEK. 

Bis. Si rifletterà che HC, EM Corrispondono sul diametro a due ascisse, ed 
flI,EI alle loro ordinate; quindi applicalo il raziocinio del problema precedente, si 
troverà che i dati rettangoli stanno come GII' : EK'. 

VII. Sull’asse ID della parabola MIT si prenda P ascissa IF eguale al para» 
metro, e condotta comunque per F la corda MT, se ne uniscano l’estremità M,T 
col vertice I : determinare il valore dell’ angolo MIT. 

Bis. Condottele ordinate MQ, TO, avremo (probi .IV.) IOXlQ=lF a -=OTx 
MQ. I triangoli rettangoli lOT, IMQ son dunque simili (581), e gli angoli M1Q, 
ITO sono eguali. Quindi MIQ-4-O1T=:90 o (561.3° ); onde il dato angolo è retto. 
iC>2 Vili. Sull’ origine S del diametro o asse >SR abbiasi la langenLe SG, da un di 
cni punto qualunque C sia condotta la secante CN che incontri la parabola in n, N, 
e il diametro in F : determinar la ragione delle parti Cil,CF* CN. 

Bis. Le ordinale «P, NR parallele Ira loro e alla tangente (955) danno SP : 
.SF :: C» : CF, ed SF : SR :: CF : CN. Da queste e dalla proporzione stabilita al 
problema IV. si concluderà C n : CF :: CF : CN . 

IX. Da un punto qualunque E di EI tangente all’origine I del diametro ID sì 
conduca fino alla parabola la retta EM parallela al diametro, e la secante ET all’e- 
slremilà T della retta MT ordinata al punto M: dimostrare che sarà CE=CO. 

Bis. Dalla proporzione precedente e dai triangoli simili MTE, GFT si avrà 
CE : KO MF : MT ; onde come MT è doppia di MF (955), sarà pure EO doppia 
di CE* e perciò CE=CO. 

161 X. Condotte ai vertici A,M di due diametri qualunque AB, MG della parabola 
AJM, le tangenti AF, CM, ciascuna delle quali sia prolungata fino all’ incontro col 
diametro corrispondente all’ altra , determinare come si divideranno tra loro. 

Bis. Condotta l’ordinata AR, si avrà CA^MR=FM (958); di qui e dai trian- 
goli simili CAD, DFM si avrà AD=DF, CD=DM, cioè le due tangenti si divide- 
ranno in palli eguali. 

XI. Poste le stesse cose determinare il rapporto delle due Ungenti CM, AF. 

Ris. Sieno p\ p }t i parametri dei due diametri. Condotte le ordinate AR. KM 
si rifletterà che queste son parallele alle tangenti. Da ciò, dall’equazione ai diame- 
tri, e dall’essere MR=FM (958)=AK si dedurrà CM 1 .* AF* ;; p ' : p r . 

477 XII. Per il fuoco F della parabola MAm passi comunque la corda M/w, alle 
cui estremità sieno condotte le tangenti MT, mT: determinare dove e sotto qual 
angolo s’ incontreranno - 
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bis. Si estenda MT fino all* incontrò in H col prolungamento dell" asse, e si 
conduca inoltre TB sulla metà di Mm* ed FA dal fuoco F al puuto A, ove TB taglia 
la curva. Dal triangolo MBT simile ad MFH (960.955) isoscele (950),si avrà TB= 
MB=(955) mB=(956) j p'=( 955) 2FA=(956) 2AT. Le prime due equazioni fan 
conoscere che l’angolo MTm è retto, perchè resterebbe inscritto nel semicircolo, che 
avesse per diametro Mm; l’ultima dando AT=FA, mostra che il punto T spettante 
al diametro AB, parallelo di sua natura all’asse, è necessariamente nella direttrice (949). 

XIII. Poste le stesse cose dimostrare che la linea TF condotta dal punto di con- 
corso al fuoco, è normale alla corda mM. 

Ris. Riflettendo che AF= AT = AB, e ragionando come nel problema prece- 
dente, troveremo che anche l’angolo TFB sarà retto. 

XIV. Abbiasi la parabola ABC con le AG, OC tangenti in A, C e concorrenti 178 
in G; c ad un punto qualunque B dell’ arco parabolico ABC sia condotta una terza 
Ungente HF che incontri in H,F le prime due. Mostrare che CF : GF :: GH : AH. 

Ris. Si conducano le tre corde AC, AB, BC, e quindi da G la GD sulla metà 
D di AC, e da H, B, F le HI, BK, FE parallele a GD. Sarà GD un diametro prolun- 
gato (960.955), e tali per conseguenza saranno pure FE, HI, che avranno per doppie 
ordinate, e divideranno quindi per metà (955) le BC, AB. Si avrà dunque (577) AI= 
IK, KE=EC ed AD=DC, ossia AI-+-JK-f-KD=DE-4-EC; d’onde osservando che 
KD=KE — DE=EC— DE, si trarrà facilmente A1=DE. Ma GC : GF :: DC : DE, 
dunque GC : GF AD : AI ;; AG : AH; e di qui GC— GF : GF AG— AH : AH; 
ossia CF : GF :: GH : AH. 

Dunque all’incontro se poste ad angolo due rette qualunque AG, GC si prendo- 
no sull’ una e sull’altra due punti qualunque F, H in modo che sia CF : GF :: GH > 

AH, la retta FH sarà tangente in un punto B ad mia parabola che abbia parimente per 
tangenti in A, C le rette AG, GC. Di qui la regola conosciuta dai pratici per descri- 
ver graficamente questa curva. Divise in m parti eguali, per esempio in i0,ledne rette 
AG, GC, si contrassegni ciascun punto di divisione con cifre, nel modo ed ordine 
che vedesi nella figura. Si uniscano quindi con rette le divisioni contrassegnate con le 
medesime cifre, per esempio le H, F segnate con la cifra 4. E’ chiaro che rappresen- 
tando con a, b le respetti ve lunghezze delle divisioni di GC, GA, avremo GF=6/r, 
CF=4a, Gn=4&, AH = 65 , e si avrà CF : GF : : GH : AH ; onde FH sarà 
tangente alba stessa parabola a cui son tangenti GC, GA. Così saranno tangenti tutte le 
altre rette nel prescritto modo condotte, e ciascuna conterrà intorno al punto di con- 
tatto una piccola porzione che sensibilmente si confonderà coti la curva, la quale ver- 
rà dunque sufficientemente rappresentata dalla successione di queste piccole porzioni. 
Uniti quindi i punti C, A con la retta CA, la GD condotta sulla metà di CA sarà un 
diametro, col mezzo del quale potremo aver l’asse, il vertice e il fuoco (962.3°) . 

XV. Tutto supposto come sopra, mostrare che HB : BF :: AH : HG. 

Ris. Avremo primieramente HB : BF :: IK : KE ( per essere IK=AI=DE, 
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178 c K£=KD-t-DE=KD-+-lK=Dl)DE ; DI (per essere DC=DA) DEkDA.DCX 
DI. Ma condona FL parallela ad AC, ai ha DE : DC :: GF ; GC :: GL : GA,e d'al- 
tronde DA ; DI :: GA ;GH, dunque DExDA : DCxDI GLxGA: GAxGH :: 
GL : HG , e perciò HB : BF :: GL ? HG. Infine poiché GL : AG :t GF : GC :: DE. 4 
DC :: AI : AD AH ; AG, e quindi GL;=AH, dunque HB ; BF AH t HG. 

162 XVI. Sia nella parabola MAM' la corda MM 1 ordinata al diametro AR del pa- 
rametro p 1 1 incontrata inF dal diametro IF condotto da un punto qualunque I del- 
la curva. Determinare il valore dei rettangolo latto dalle parti FM,FM* della corda. 

Ris, Condotta IS parallela ad MM 1 , avremo (655) MF X I? ’M’sssMR * — 1 b ’R 2 s& 
MR * — IS * f (AR— A S)=p' x IF. 

XV r II. Abbiami nella stessa parabola le due corde MM’ , DK, che al taglino 
comunque in F; determinare il rapporto dei rettangoli MF XEM r , DFXEK lat- 
ti dalle parti in cui ciascuna delle corde resta respetlivamenle divisa. 

Ris. Supposti p p il i parametri dei diametri , ai quali le due corde sono ordi- 
nate, il risullamcnto del precedente problema darà MFXEM 1 : DFXEK ::p l : p n . 

XVIII. Si abbiano due parabole DAG, dag descritte sullo «Lesso asse AL e con 
lo stesso parametro , ma con fuoco diverso, e sia condotta comunque e dovunque nel- 
la parabola esterna la corda BE: determinare il rapporto delle parti Bb f eE di questa 
corda, intercelte fra le due curve, e il valore del rettangolo BAX^L fatto da una di 
esse parti B b, nella rimanente porzione £E della corda. 

Ris. Poiché le due parabole hanno un parametro eguale, tutti i diamrtri che, 
nell' una e nell' altra sono ad egual distanza dall’ asse , e perciò coincidenti , avranno 
pure un egual parametro, e saranno incontrati sotto uno stesso angolo dalle loro coor- 
dinate (962.1°), le quali perciò in lutti i punti comuni a due diametri coincidenti, do- 
vranno esse pure necessariamente coincidere. Sia dunque HK un diametro della pa- 
rabola esterna che passi per m, sulla metà di BE. Sarà BE ordinata a questo diametro 
sul punLo m, e be sarà ordinata sul medesimo punto ai diametro ÙK nella parabola in- 
terna. Di qui facilmente si dedurrà Bù=:eE. Di più condotta nell'esterna la corda 
Oo tangente all’interna sull’ origine h del diametro /»K, chiamato p 1 il parametro co- 
mune, e fatte Wi=J > , hm=x, avremo B£xBE=(Bm — im)(Bm+Am)=Bm 3 — 
bm 2 =p’(x-f-A) — p'xz^p'bzziOh* , prodotto costante qualunque siasi la corda. Di 
qui può anche inferirsi , che le due curve son fra loro asintotiche, cioè che prolunga- 
te tenderanno sempre ad avvicinarsi senza incontrarsi giammai. 

XIX. Nell’ellisse e nell’ iperbola il prodotto degli a^si è sempre minore del pro- 
dotto di due diametri coniugali qualunque. 

Ris. Nell’ellisse si ha (974.3°) mnsen{y-\-uì)xzab ; nell’ iperbola (996 .VI*) 
nmsenty — 6>)=o£.Di qui chiaramente tanto per l’una che per l’altra curvam«>aA 

XX. L’ asse trasverso 2 a è maggiore nell’ ellisse , minore nell* iperbola d’ ogni 
diametro trasverso 2 m. Ma l’asse coniugato 2 b è minore in ambedue le curve d’o- 
gni diametro coniugato 2n. 

Ris. .Supposte x,j le coordinate all’ origiue del diametro m t si troverà si per 
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V una die per 1» altra curva m * =* • -+-T * = (964.980.946) + - (x* — a * ); e 

poiché nell’ ellisse è sempre x^a , nell* iperbola x^a, dunque in quella a>m, in 
questa a<^m. Ciò vale per il diametro ttasverso: quanto al coniugato , poiché per 
ambedue insieme le curve abbiamo a*'^b* (974.4°,996.IX*), dunque è 
manifesto che sì nell’ ellisse ove a^m , che nell’ iperbola ove a^ot, sarà 

XXI. Nell’ellisse c nell’iperbola la somma e la differenza degli assi sono lesjiet- 
tivamenle l’ uoa minore, l’altra maggiore della somma e della differenza di duo 
qualunque diametri coniugati. 

Rii. Poiché nell’ellisse m * +B * * -p A * (97-1.1 0 ) ed mn^ab (teor XIX.) , 

sarà dunque (/n-+-«)’^(a-t-A) * , (m — ») 1 ^(«— A) * » quindi m+»>a-+-A. ed m — 
n^a — A. E poiché nell’ iperbola m* — n*=a* — A* (996 IX), ed n^6, mitrali 
(teor.XlX.XX.), sarà 1 °. m ’ - 4 -n * * -t-A ’ , 2 U . (m-f-n ) 1 ^X<H-A) * , quindi m-p 

li^a->rb ; onde avendosi (m-pn)( m — n) = (a-pA)(a — A), in — n<^a — A. 

XXII. Ai vertici A, a di qualunque diametro Aa di un’ ellisse o di un’ iperbola jr ^79 
ti conducano le tangenti AD, atl, che incontrino in D, d la retta Od tangente nel 
punto qualunque M ; determinare il valor del rettangolo ADX"d. 

Ris. Prolungato il diametro c la tangente Dd lino al loro incontro in T, e con- 
dotta l’ ordinala MP, dai triangoli simili PTM, ATD, aTd avremo AD : AT :: MP : 

MP 1 

PT, ad : aT :: MP : PT, onde ADx<*^— •pjT^-XATX fl T, cioè applicati i noti va- 


lori (97S.E76.99j) AD X «<*=»*• 

XXIII. Poste le stesse cose, e soltanto cangiato in asse il diametro, l’angolo che 
fanno fra loro le rette JD, f d condotte da uno qualunque dei fuochi /’ all* estremità 
D,d delle tangenti AD, ad, sarà retto. 

Rii. Avendosi in questo caso AD X ad~b‘z= AfXja (947), i triangoli DA j\ 
Jad saranno simili (58<), c quindi eguali gli angoli AD f\ afd. Dunque il /d-pA J I hizz 


AD/^A/D=90° (56).3°)j e perciò anche D/d— 90° (505). Può anche osservarsi 

che Dd*=;^' Z :.\ fd’JS+y**^ ,/D, o,i. 

a^—x* ' J a+x J a—x 




de D d * xxJH 1 -p/'D 1 , e perciò l’ angolo D fd retto (659). 

XXIV. Se dal fuoco /di un’iperhola odi un’ellisse si conduca sulla tangente 
Dd la normale f E, e le rette AE, flE dai vertici A ,«, l’angolo AEb sarà retto. 

Ris. Rinnovati' le superiori costruzioni (XX1I.XX1II ) , e immaginati descritti 
due circoli, l’uno sul diametro Tif, l’altro sul diametro/d, il primo passerà 
per i vertici A,E degli angoli retti DA/’ DE/J l’ altro per i vertici E,« degli angoli 
retti f\'A,fad. Quindi 1 due angoli DEA,D/À inscritti nel primo sulla corda comu- 
ne AD, e i due angoli diùi, dFa inscritti nel secando sulla commi corda ad saran- 
no respettivaineule eguali Ira loro. Dunque DlvA-pdEa^sD/A-pd faxx (teor. prec.) 
9#”, e quindi anche AEu^s90°. 
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XXV. Posto sempre lo steste cose, e con. lotto inoltre diti contro C la CE al 
piede della perpendicolare /'E, determinare il valore di CE. 

Ris. 11 circolo deaerato sul diametro Aa passa per K ; dunque CE=CA=a se- 


miasse trasverso. 

XXVI. Nell' ellisse e nell’ iperbole il quadralo della normale condotta dal fuo- 
co sulla tangente sta al quadralo del semiasse minore, come il raggio vettore che par- 
tendo dal medesimo iuoco va al punto di contatto, a quello che vi va partendo dall'altro, 

Ris. Sostituito in q=z — <969.1°, 987.3°) l’opportuno valor di n (968.2“,986), si 

1 Hit 


b^z , , 

. ■ — di qui la proporzione assegnala. 


XXVll. Nelle stesse due curve, le normali condotte da ciascun dei fuochi sulla 
tangente, son proporzionali ai raggi vettori corrispondenti. 

Ris- Per P una di queste normali si ha — -, per l’ailraq’ (969.1", 987) 

Di qui, operando come sopra, avremo la data proporzione. 

XXV III. Nelle medesime curve il prodotto dei raggi vettori condotti all’ estre- 
mità di un diamelru eguaglia il quadrato del semidiametro coniugato. 

Ris. Chiamati z, z 1 i due raggi vettori, si ha zz’= (965,981) (a-+-.„ 

")(:£*:=— )=±<» ^^-^=(teor.XX.)±:a » rpn * -+-6 » =» * (974.4°,996.IX*). 
a 7 ' a ti* 


(80 XXIX. Nell’ ellisse se nna secante HM incontri esteriormente in H il diametro 
FE prolungato, il rettangolo del diametro prolungato HF nel prolungamento HE, sta 
a quello dell’intera secante HM nella sua parte esteriore HO, come il quadralo di esso 
diametro al quadrato del diametro parallelo alla secante. 

Ris. Ripetuta la stessa costruzione che al num°. 977, ritenute le stesse dettomi- 
uazioni, e rinnovali gli stessi calcoli e raziuciuj, si perverrà parimente all’ equazione 

Zi u> = — (r 1 — r 1 ), ovvero «*— z’= — X(^*— r1 )- Ora n * — z » =(u-t-z ) X 

r a r a 

(u_z)=(HN-+-MN)(HN— MN)=HM xHO, ed * , _r*=(»-+-r)(x—< r)=(H&+- 
CF)(HC—CE)=HF X HE. Dunque Itt’XHE : IIMXHO :: r» : s * . 
tsi XXX. Nell’ iperbola se una secante HM parta da un qualunque punto H del 

diametro FE, il rettangolo delle due patti FH,EH del diametro sta a quello della se- 
cante nella sua parte esteriore, cumeil quadrato di esso diametro al quadralo del dia- 
metro parallelo alla secante. 

Ris. Ripetuta qui pure la stessa costruzione che al uum". 999, e ritenute le stesse 

s * 

denominazioni , ai giungerà nel modo medesimo all’equazione z 1 — u 1 = — (x * — r 1 ) 
s a 

da cui nasce l’altra u* — z*=™ (r*— x*). Ora, siccome è facile ritrovare, h* — -, 

S » ^MH X HO, cd r * — x * ^FH X HE, dunque FHX11E : MHXHO r * : s 1 . ' | 
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XXXI. Supposto che le copile MO, PDsi taglino In un punto H dentro l’ellisse, p ^ 
o dentro una delle due ij>erbole opposte, assegnare il rapporto fra i rettangoli MliX 
HO, PHXHD fatti dalle parli in coi ciascuna corda è divisa. 

Bis. Condotto per H i( semidiametro ACc=r, fallo CH=ar, e chiamati s f t i se- 

s * 

mi diametri paralleli alle corde, avremo per la prima (97 7-999) HOXHM^;— (:±> 1 ^ 

t* 

x * ), per la seconda PH X (— < 'r 2 Z£X 1 ); e il rapporto richiesto sarà di s * : 

t % . Quindi se P ellisse si cangi in un circolo ove i rettangoli si eguaglieranno, 
come già si sapeva (588), 

XXXII. Supposto che le due corde si cangino nelle secanti MH, DH, detenni- 
nare il rapporto dei rettangoli MQxHN, HDxHG, latti da ciascuna secante intera 
nella sua parte esteriore. 

111 Bis. Unito H col centro Q della ourva , posto r il semidiametro AC, i, t i se» 
jnidiametri paralleli alle secanti , richiamati i teoremi XXIX, XXX» e operando nel 
resto come al precedente problema , il rapporto cercato si troverà di s 4 : t % ; onde 
riguardo all* ellisse, se questa si cangi iu un circolo , i due rettangoli si eguaglieran- 
no, come era già noto (589). 

XXXIII, Duo tangenti condotte da un punto stesso sull* iperbola o sali* ellisse , 
stanno fra loro come i diametri paralleli, 

Bis. S* immaginino le due secanti del probi, prec. convertite in tangenti ; i ret- 
tangoli di quelle diverranno quadrati di queste ,* di qui il teorema attuale. 

XXXIV. Due ellissi o iperbole simili , cioè con gli assi respet- 

ti vaniente proporzionali, hanno proporzionali anche i diametri corrispondenti , os- 
sia quei diametri che fanno fra loro, o con Passe nn angolo stesso; in geucrale han- 
no proporzionali tutte le loro dimensioni omologhe. 

Bis. Soprapposte le due curve in modo che i centri coincidano in un sol punto, 
egli assi in una medesima retta, anche i diametri corrispondenti coincideranno. Sia 
BE=2m P uno, P altro, condotte sull’asse le ordinate FR^=/ f , 

chiamate x , x } le loro ascisse CM, CR, e riUctteodo che dall’ ipotesi abbiamo — 

a n 

i triangoli simili CRF, CME daranno m 2 : m' * ::x 2 :ar* * r.y* ;y ì% :: ~*~a a ~j~r * • 

— < a ' 2 Z£x l 4 ;:a % :a' * :\b* \b' % . Di qui manifestamente il teorema, che uel modo 
medesimo può estendersi a tutte le dimensioni omologhe. 

XXXV. Date due ellissi o due iperbole, concentriche, e con gli assi coinciden- 
ti , se nella curva esteriore si conduca una corda NO che passi per P interiore, le par- 
ti NI, HO di questa corda, intcrcette ira le due curve, sarauno eguali ; o il rettango- 
lo HOXHN di una di queste parti nella rimanente porzione della corda, eguaglierà 
il quadrato LP a della tangente LP, condotta alla curva interiore sull* origine P del 
diametro PF , che divide iu mezzo la corda, e terminala alP incontro in L con la 
v tir va esteriore. 
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Rii Coll raziocinio analogo a quello tenu<o nel probi. XVIII. si pioveva cliePF 
diametro divide ... mezzo la corda Ili; d’onde Nl=HO. Quindi chiamala a: l’ascis- 
sa CO, ni, mi i due semidiametri CB, CP, il, il i lor coniugali , e riflettendo che 
la similitudine delle curve interna ed esterna dì ni : ni ::H : il, avremo (9/3. < ) 
OD* :IID*.::±/»*;pr* :±>n'*;pr* , ed l)D*:OD* — HD* :: : 

-V- m * -j-m 1 * ::OD* :LP* (ini). Dunque LP*=(OD-+-DH)(OD — DH)=N II X HO. 

XXXVI. Condotta fra le due opposte sezioni di un’ iperbola equilatera la retta 
AD parallela all’ asse BE, ed unite l’estremità A, D della medesima con uno dei 
vertici B, dimostrare che 1’ angolo ABD sarà retto. 

Rii. Si conducano le ordinate AP.DQ e la tacente GB. Si troverà GB » =AP * = 
DQ*= (980) EP x BP=BQ x QE=GD x AG, e perciò rettolangolo ABD (582.2°). 

XXXVII. Prolungata fino agli asintoti CT,Ct dell’ iperbola MAm la Tt Un- 
gente in qualunque punto M, dimostrare che la superficie del triangolo TCt sarà 
sempre costante, ed eguaglierà il doppio della potenza m* dell’ iperbola nel seno 
dell’augolo dei due asintoti. 

Rii. Condotte NM,MO parallelamente ai due asintoti, e osservando che TM= 
M* (99<), si concluderà che sono eguali i triangoli TNM,OMt, e che perciò Ot= 
NM=OC. MaOMt=>MNOC=t‘CNxOCX*e«NCt(633 816.<°)=im**enNCt 
(989); dunque TCt=TNM-iMOr-+-MNOC=2nz * se.iNCz. 

XXXVIII. Da due ponti qualunque C,E degli asintoti AC,AE e parallelameute 
ai medesimi sieno condotte le rette EL.CL prolungate fino al loro concorso in L; dal 
punto D, ove la prima taglia la curva sia .noltre abbassaU la DG parallela ad AE, e 
sia infine unito il punto A col punto L; determinar la ragione delle tre reUe AI, AH, AL. 

Rii. Condotta BH parallela ad AE avremo (989) ABxBH=m*=AGxGD= 
AGxCL, d’onde AB ; AG CL : BH :: AL : AH :: AH : AI ; quindi la ragion cer- 
cata è continua geometrica. 

XXXIX- Se in qualsivoglia sezione couica si (a passare la tangente iudeliniU 
BT per l’ estremità dell’ordinata EM alzata sul luoco E, ogni altra ordinata PS pro- 
tratta fino all’incontro in 11 colla Ungente, eguaglierà il raggio vettore ES,condotto da 
F al punto S ove è iotersecau la curva. 

r FM X PT p X PT 

Rii. Per ciascuna delle tre curve si ha PK= ,.j, ■ — (945) ! quindi 


perla parabola, ove la smungente FT=jf» (952) e PT=AP-+-AT_jH - ì p, saia 

ria ‘-oc* i» 

PB=x-<- (949). Per le altre due curve, ove FT= (968,986)=—— 

(946) , PT=±CT^CP= (968.985) ~ g C 944 )' “ ri P arime,, ‘« 


PR = ±a=;-=z(965,98<). 
a 

XXXX. Dato un segmento LNM di qualunque sezione conica, inscrivervi il trian- 
golo massimo. 

Rii. CondoUa la corda PQ parallela alla base LM del segmento, si faccia passare 
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per la mola di ambedue la retta NK ; i! triangolo LNM sarà il cercato. Infalti NK sarà p. j qg 
diametro (962.111. 979 JU. 999. III.), ed NB tangente all’origine N sarà parallela ad 
LM. Perciò ogni altro triangolo inscritto sul dato segmento avrà con LNM comune 
la base, e minore l’altezza; quindi sarà tumore (632). 

XLI. Il triangolo massimo LNM inscritto nel segmento parabolico PI1ML è 
quadruplo dei triangoli massimi inscritti sui segmenti terminali dai lati LN,NM. 

Jlis. Per la metà di NM si lacci a passare il diametro III), e si prolunghi lino al- 
P incontro in Bconla NBtangentc in N vertice del triangolo dato. Per il teorema pre- 
cedente sarà NllM il massimo triangolo inscrittibile nel segmento N1IMN. Ora aven- 
dosi NC=CM,e BH=HC (958;, i tre triangoli MCH,HCIN,HNB, e i h e MCD,NOB, 

NHM saranno respeltiv a mente eguali in superficie (640,510.2°). Dunque il triango- 
lo KNM eguaglia il parallelogrammo KB quadruplo del triangolo NCB, con cui ha 
comune P altezza e di cui ha doppia la base (633), e perciò KNM è quadruplo di 
NCB e quindi di NHM. E potendo altrettanto dimostrarsi rapporto al triangolo mas- 
simo nel modo medesimo inscrittibile sull’altro latoLN, è dunque manilesta la ve- 
rità del teorema, dal quale è quindi assai facile inferire che tutta fa superfìcie del 
segmento parabolico LPNHM eguaglia il prodotto di quella del triangolo LNM nella 

somma S della serie 1 |— ^ ■ f 1 | ^ ’H ec. Or poiché si ha in generale 

— - = 1 + ec.,è dunque chiaro che latta ar=4, sarà »Sb= - ; cioè 

x— i x x’ x* 3 

4 

il segmento parabolico LPNHM è — del massimo triangolo inscritto. E poiché com- 
pito il parallelogrammo KR, c chiamata P l’area del semi segmento KNHM si ha 
3 p 

KR=2KNM==LNM=^ X2P==“^ , sarà cioè la superficie parabolica 

chiusa fra la curva e due coordinate è * del parallelogrammo costruito sulle due 
coordinate. E siccome, condotta da M la MS normale al diametro NK, abbiamo KR= 
NKxMS, dunque la medesima superfìcie equivale a f del rettangolo dell’ascissa 
nella normale condotta dalla sommità dell’ordinata sopra il diametro. 

XL11. Abbiasi l’ arco parabolico LPN compreso fra i due diametri NT, LO, 
all’uno e all’altro dei quali sia normale la retta OT. Assegnar l’espressione della 
superfìcie OLPNT=:iS. 

Ris . Condotta la corda LN, p la LF normale ad NT, e per la metà G della corda 
il diametro AE, si ponga OE=LI=/t, OL==^“, AE=y*» , NT==^ 3 , e si chiamino 
Si , Si le superficie dei trapezio ON, e del segmento LANL. Avremo (611) &?=.... 
h( y+y % ') , S a =( teor. prec. ) j LF X AG= j /*X A-G j e siccome AG^AE — EG= 

r >— T ( r-4-r») , &= Dunque 

Di qui si ha il modo di misurare con molla approssimazione la superficie S di 189 
uua figura quadrilatera, delia forma A3INB terminala superiormente da uua curva 

T. IL 8 . 
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p jjji) qualunque MN. Si alzino le ordinate ortogonali P.M,, P.M,, PsMi, ec. a piccoli ed 
eguali intervalli tra loro. Qualunque sia la curva MN i piccoli archi 
M,Mr,ec., potranno aversi, senza error sensibile, come parabolici, e le ordinate AM, 
P,M, , P.M,, ec.,come diametri. Rappresentando questi in ordine con y,y, ,y , , 
ec, e gli intervalli eguali APi , P,P», P.Pr, ec. con h, avremo per ciò che si è dimo- 
strato AM,= P4M6= ~(jrr¥*r>-*ire\ 

ec. e quindi per la superficie totale £=-j-(y-W i Xi-l- 2 y,-M^i-t- 2 y 4 -M)'' 5 ~+' ec )' 
Curile algebriche d’ ordini superiori al secondo 


190 


191 


1002. Cissoide di Diocle. Se condotte al circolo ANB del raggio CB la tan- 
gente QBq, e le rette AQ a varj punti di essa, si prenda QM=AN, la curva MAm , 
che passa per i punti M, in cosi determinati si chiama cissoide. 

1003. Per trovarne l’equazione, conduco OM, MP, NG, Puna parallela, l’altro 
perpendicolari ad AB; latte AP=x, PM=y, e AB=2a diametro del circolo genito- 
re , essendo AN=MQ, sarà AG=PB, ed AG^2a — x) : GN(J/(2ajr — x*))::AP(x)i 

rP x x* 

PM( y)= „ ■ , onde r’— — — — — , equazione cercata, da cui si vede 1°. che 

y (2« — x) J 2 a— X 1 

la curva è algebrica del terz’ ordine (932); 2°. che ha due rami eguali ed opposti; 
3°. che quando x=0, anche ^^=0 , e però la curva passa per l’origine delle ascis- 
se, ove forma una cuspide (926) ; 4°. che con xxza , si ha y—~*~a , cioè i due rami 
della cissoide tagliano la circonferenza in due punti in distanza di 90° dall’origine 
A ; 5°. che se x=2a,jr è infinita, e perciò BQ è asintoto della curva ; 6°. le rette 

xt' x 

FP=^ (2ux— x’), AP=x, PM==y=^ ^ j sono in proporzione continua ; 7". 
posta AM=cr, e P angolo MAP=p, sarà xzxrcosf, jr=rsenip, e l’equazione darà 


r’sen’p — , 




d’onde facilmente 


2 a 


zsdlasenf tango, equa- 


la — rcosf ’ ' cosfcoscc'f 

zione polare della cissoide. 

1 004. Se la perpendicolare indefinita BQ si inalzi non più dall’estremità del 
diametro, ma dal centro del circolo, sarà allora AG=MO=PB=« — x, GB— u — 
AGx=x, GC =a-+-x, NG’=AGxGC=a’ — x’ ; e i triangoli simili AGN, APM da- 


ranno (a — x)’ : a’— x* :: x’ ’.y‘— 


a-hx 


x‘, equazione alla nuova cissoide , che a- 


vrà come l’ altra due rami opposti ed infiniti dalla parte destra dell’ asse e la BQ per 

a—x 

asintoto ; e poiché cangiata x in — x si ha jrz= ztx y , reale da x=0 fino ad 

a-hx 

x—a, ove dì nuovo y=0, avrà dunque dalia parte sinistra dell* asse due rami lì u iti 
che si riuniranno in B‘, ad una distanza A B’zxu dall’ origine A, e ioraieranno l’ ov^t 
le o foglia AC'B'C". 
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4005. Infine se invece del cerchio si sostililuisca un'altra curva qualunque dell' p. HO 
equazione uz=f(z), supposta come sopra ABr=2 a, avremo AG=z=MO.=rPR^ 

2 a — x, NG=u==/*(2a — x), e i due triangoli ANG, AMP daranno 2u— x : 2a — 
x 

x):txtjrss -f( 2a — x). E se in luogo di una curva si avesse una retta che par- 

tisse dal punto B e fosse inclinata sull'asse con un angolo ABN=y, osservando che in 
generale BG^=PB-4 -PG=AGH-PG=AP=x , si avrebbe NG=xse«<p , e i soliti 

x* 

triangoli darebbero 2 a — x : xserifr.x : yz=. — seny, ossia xjr+xUentp'— 2uy 

=0, equazione all'iperbola tra gli asintoti (943). 

4006. Da questa curva si ha un'assai facile ed elegante maniera per risolvere il 
problema sì famoso tra gli antichi, di trovar cioè tra due rette date a, b due medie 
proporzioni x, y; ed anzi a quest' unico oggetto venne per la prima volta proposta 
dal suo inventore. Sia min il rapporto delle due rette date. Dall' origine A della 
curva ni alzi normalmente al diametro AB la AH tale che abbiasi BA : AH :: m : n :: 
a : 6. Si conduca BH, c per il punto I, ove questa taglia la curva, si faccia passare la 
NG ordinata al circolo genitore. Avremo dal circolo NG*=AGxGB, e dalla curva 
(4003.6°) AG*=NGxfG; e le quattro rette GB, NG, AG, IG saranno fra loro conti- 
nuamente proporzionati, come le quattro rette a , x, j*, b. Sia q la ragione costante 
(359) delle prime, q 1 quella delle seconde; sarà NG;=<7XGB,AG=/7 a XGB,IG=^'X 
GB, x=aq\y =.aq'*, bzxaq 1 '. Ma i triangoli IBG, UBA danno GB : IG :: AB : AH :: 
min ::a :b, dunque b xGB.=<aXlG, ossia aq^^G^zszaq^ X GB j e quindi q'=q> e 

x NG r AG jf t aXNG *X AG . . 
per conseguenza — ss — g- , . * ond.4r=-^-, r= — , valor, 

delle due medie cercate. 

Può osservarsi che fatto AC=a, alzando dal centro del circolo il raggio nor- 
male CE, e suppostone in R P incontro con la corda AK che passa per I, e rammen- 
tandoci che AG»=NGXlG ed NG*=AGxGB, si troverà CR : AC::IG : AG:;AG: 

ACxNG 

NG::NG ; GB; e quindi CR= - — — • — =x, cioè sarà CR la prima delle due 

GB 

medie , e come tale Diocle la fece appunto conoacere. 

1007. Concoide di Nicomede. Se per un punto B preso fuori di una retta GH, 193 
ai conducano delle rette BQM,BAD,ec. tali che le parti QM,AD, ec. sieno eguali, la 
curva MDM' che passa per i punti M,D,ec. si chiama concoide. Il punto B è il polo, 

la retta GH la direttrice, e prese so ito GH le parli eguali Qm,Ad,ec., la curva mdm' 
è la concoide inferiore o la parte inferiore d’una stessa concoide. Onde 1°. GH ne 
è 1’ asintoto; 2 U . D d normale a GH ne misura la massima larghezza; 3°. se BA^dA, 
la curva è qual si vede alla iìg. 192; se BA^dA, ha un nodo Bndn’, e allora si chia- 193 
ma concoide annodata ; se BÀ=dA, il nodo svanisce e resta una cuspide in B. 

1008. Per aver l’equazione di questa curva,si conduca PM perpendicolare ad ^ 
AP,e sia AD=QM=a, AB=£, AP=sr, PM==y ; si avrà PQ : PM :: AQ ; AB, ov- 
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vero \ / ( a 4 —y jr ' ■ x — p^(a 4 — : r * ) • b, onde xyzsfi+jr)}/ (a 4 —jr 4 ) ? equa- 
zione alla concoide superiore; lo stesso calcolo dà xyxz.(b — -y) f/(a* — y a ) per 1* in- 
feriore, e P equazione è la stessa per 1’ annodata; e se si facesse x=AR ed r=RM, si 
verrebbe a cangiare x iu^' ed^/' inx, e l’equazione sarebbe xy=^(b-± -x^^a* — x*); 
dunque la curva è algebrica del quart’ordine. Essa può descriversi con la continua in- 
tersezione d’ una riga BCM mobile intorno a B, e d’un circolo descritto col raggio 
CM=ff f che si farà muovere in modo che il centro C sia sempre in HG; busta allo- 
ra clic la riga passi costantemente per il centro del circolo. 

<009. Possono anzi formarsi infinite concoidi differenti sostituendo al circolo una 
curva qualunque CM, e al centro di esso un punto fisso Q dell’asse della medesima. 
Troviamone P equazione. Condottele MP,AB perpeudicolari alia direttrice, e latte 
AP==x,PM=?r,CP=:*,CQ==a, 2 lB^:ft, sarà PQ(z— <i) :PM(^) :: AQ(y+a—z):AB 


(b); onde 5 


*r 

b+r* 


, valore che sostituito nell’equazione della curva CM, dà quel- 


la della concoide MD. Per esempio, se la curva CM è un circolo il cui centro sia Q, 


si hay ' i =2az — z 4 , che dà xy=. {b-^-y) y( a * — -y*) come sopra; e se la curva CAI 
è una parabola dell’equazione allora^ 4 — py(a-\~x)zszapb è l’equazio- 

ne della concoide parabolica. 

<010. Lemniscata. Tale è il nome dato da Gin. Berne, ulti alla curva dell’e- 
quazione (x 4 -hy 4 ) 4 z=a 4 (y 4 — x 4 ). Risolvendo si Ita y=.~tl 1 |/ CI a » —4x 4 “*“ln X 
)/ (a % — 8x’)).I quattro valori dij* SOn reali fiuchè abbiasi x\ e si riducono a 


due soli se x(/$=rl! 


a, nel qual caso si ha yz=.± ^ .? 


e Pordiuata divien tangente 


(926). Al di là di questo punto le ordinale divengono immaginarie e cessa la curva. 
AlPorigitie ove x^nO si banuo due valori di yz=zQ f e due altri che sono y=r^ja. 
Cangiato x in — x P equazione non varia; onde la parte negativa è in lutto eguale 
alla positiva. La curva è dunque simmetrica, rientrante, e dolala di un punto dop- 
pio aLP origine che dà nascita a un nodo (929), e di due ovali. 

1 0H . Parabole superiori. Oltre la parabola conica, delta ancora parabola j4pnl- 
loniana o ordinaria, v i sono due parabole cubiche che hanno per equazioni 
jr^^zpjC 1 ; ve ne sono due del 4°. grado con P equazioni y i =xp^x J y i ^rpx^. L’cqua- 
zion ey*^=p*x* quadralo dell’ altra y 4 xz:px non rappresenta che il complesso di «lue 
parabole ordinarie (933). In generale tutta quanta la famiglia delle parabole è rap- 
presentata dall’ equazione^ rapporto alla quale non altro può qui os- 
servarsi se nonché 1°. se m ed «son pari, posto m-\-nzs2k, avremo (/ (p m x tl / k , 

equazione che somministrando due valori reali ed opposti di y per qualuuqne va- 
lore di x, dando in oltre y=^0 con x=0, e rimauendo infine la stessa coi cangiarsi 
di x in — x, mostra che le curve di questo gcuere avranno quattro tatui muniti vii 
eguali che s’ incontreranno all’origine, ove tonneraniio un nodo; 2°. se il e«i ni so- 
no impari, m-\~n rimarrà pari, e potrà come sopra eguagliarsi a 21, d’ onde 

é y'(p m x n )k , equazione che dando in questo caso y immaginaria quando x sia no-. 
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gali va, mostra che le curve non avrauno allora che «lue soli rami infiniti dalla parte F. 205 

positiva dell 7 asse, i quali si riuniranno all’ origine; 3°. se n è pari ed m impari, 

\ 

sarà impari la Somma m-Hi*che eguagliata a 2 ft-H, dira jrz=(p m x")*k-t-< y e q ua - 
«ione la quale non porge che un sol valore reale «li y per qualunque valore di x , ^ 

ma riman la 9 tcssa cangiandovi x in — x; onde le curve non avranno allora che due 
rami infiniti ambedue superiormente all* asse X, l’uno dalla parte positiva, l’altro 
dalla negativa, che s’ incontreranno all’origine ove formeranno una cuspide; 4°. in- 
fine con m pari ed n impari, e perciò m-\-n impari, avrà luogo la stessa equazione 
1 

y=(p 1 *x”)^k-+-i y la quale darà un valor reale di^ per ogni valore sia positi vo > sia 
negativo di x, se non che y sarà costantemente posi Li va nel primo caso, negativa 
nel secontto. Le curve non avranno dunque che due rami eguali ed infiniti, uno su- 207 
periormente all’ asse dalla parte positiva, l’altro inferiormente dalla parte negativa, 
nmhedue i quali si riuniranno all’origine ove formeranno un’inflessione. Si noti che 
con m-\-n pari le parabole si «licono di primo genere, con impari di secondo. 

4042. Ellissi ed Iperbole superiori. Si dà questo nome alle curve rappresentate 

dall’ equazioni — -q--(<z-4-x) (-*-a Zjlx) , valendo il segno superiore per le 

ellissi, l’inferiore per le iperboie.E qui pure han luogo discussioni analoghe a quelle 
già fatte sopra. Ci limiteremo ad esaminare il caso «li m ed n impari, e quindi m-f- 

b m 

n=2k pari, e supporremo di più k impari. Da ciò si avrebbe — p (a-+-x) * X 

« 

(— ccpx) * , ove con x=0 il segno inferiore «là^* immaginaria, il superiore dà^= 


ZÌZ b; con x^a l’inferiore continua a darej' immaginaria, e il superiore dà «lue va- 
lori reali ed eguali di y per x positiva, altrettanti conformi ai primi per x negativa. 
Con x — ambedue i segni danno^=0, ed infìue con x^a il segno supcriore dà 
y ‘ immaginaria, l’inferiore dà valori reali doppj ed eguali tanto con x positiva, quan- 
to con x negati va. Dal che agevolmente si raccoglie che nel caso contemplato le ellissi 
è le iperbole superiori hanno forme in tutto consimili alle ellissi ed alle iperbole 
Coniche. 


■1013. Curve di genere parabolico. Abbiamo già accennata altrove (92 5)1 a na- 
tura, l’indole e la configurazione «li queste curve, che hanno in generale per equa- 
zionej'*=«H-&x-t-cx a -f-d r x 1 -|-ec. Qui resta solo da mostrare un bel partito da trar- 
scne, sia che vogliasi far passare una curva per un numero dato «li punti, sia che 
occorra assegnare con qualche prossimità l’equazione di una curva delineata a caso 
sopra «li un piano. Quanto alia prima ricerca si rappresentino con x, , x a , x^,ec., 
y ly y>> Y'i ec. le coordinate che respetli va mente riferiscono ad assi noti la posizione 
«lei dati punti, e delle quali, quando manchi altro mezzo, potremo aver sempre il 
talore con l’immediata misura (9l9.e segg.); Si supponga inoltre a-Hkr-t-cjr a -4~ 


Digitized by Google 



i 1 8 

</i 1 -4-ec. l’equazione della curva cercala, presi tanti termini nel secondo membro 
quanti saranno i punti dati. Poiché per ciascuno di questi dere in ipotesi passar la 
curva richiesta, e lotti dcbhon perciò appartenerle, l’ equazione dovrà esserne dun* 
que sodisfatta da ciascuna coppia delle loro respeltive coordinate, ed avremo quindi 
y , -=zu-ybx , 4-cjr , ’-f-dx . ’-4-ec . j'-,=a-+-ix,-+-cx,M-rfx, 1 -t-ec. 

jT\c=a-yJ>xy+cx-\'+dxi > -\-ec. y k =za+bx^cx ^-‘rdxi'+ec. 

ec. ec. 

cioè avremo tante equazioni di primo grado quanti sono i coefficienti incogniti a, 
b, c, d, ec., e che m conseguenza varranno a tutti determinarli. Ciò fatto, e sosti* 
tniti i trovati valori nell’ equazione supposta, otterremo in forma del lutto nota 
quella della curva cercata, la quale costruita passerà per tutti i punti dati. L’ope- 
razione potrà molto semplicizzarsi, se per uno dei doe assi si prescelga la retta che 
unisce i due punti più distanti tra loro, poiché in tal caso verrà ad annullarsi sì per 
1’ uno che per l’altro la corrispondente ordinata. 

1014. In modo presso a poco consimile dovrà procedersi nella seconda ricer- 
ca, scegliendo cioè lungo la curva data una serie di punti, in maggior distanza fra 
loro, nei tratti ove la curva veggasi meno concava, più prossimi l’uno all’altro dove 
la concavità sia maggiore. Qaindi se col metodo precedente si cerchi la curva atta 
a passare per tutti questi punti, è chiaro che questa dovrà presso a poco confondersi 
con la data, e tanto più sensibilmente, quanto maggiore sarà il numero dei punti 
prescelti. L’ equazione che risulterà per questa curva potrà dunque stimarsi esser 
quella della data. 

Curve trascendenti 

F. 06 1015. Quadratrice di Dinostrato. Se la retta AG tangente al circolo AF ae 

in A si muova uniformemente e parallelamente a se stessa lungo il diametro A a , 
mentre il raggio AC gira uniformemente intorno al centro C verso il punto E, in 
modo che AG e AC si confondano con CE nel momento stesso, l’ intersezione 
continua di queste due rette dà la cuna AMD, chiamala quadratrice,At\\x cui de- 
scrizione segue che uno spazio qualunque AP, percorso dalla retta AG, sta all’ ar- 
co circolare AB, descrìtto nel tempo stesso dall’ estremità del raggio, come un al- 
tro spazio AC percorso da quella retta, all’arco corrispondente ABE descritto dal 
raggio. Fatta dunque AP=ar,PM==^,AB=a,AC=r=l,ABE=90 o =x^jr, si avrà!". 
x : u :: 1 : yir, onde 2°.CP : PM :: CA : AG, ovvero 1 — x :y::i : tarigli, 

onde — x)tangl.itx , equazione alla quadratrice, quando l’origine dell’ a- 

scissc è in A. 

1016. Se sia in C, cangio x in 1— or, ed ho u=|jr(l-x) cd yxxxtang > jr(l — x)=3 
2 TTX ^ 

(702,58' , )xcot|irx=(809)~ — j ’ ( 3 , ' \ — ec.j onde quando x=aO, sarà 
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r=CD=2 : ir e però se si conoscesse la base CD della quadralr Lee, si naveebbe Fig 
subito la quadratura del circolo; di qui è venuto il nome alla curva. 

40*7. Se. sia descritto, col centro C e raggio CD il quadrante DLK, s*rà{ti2l) 

7T '2 • 

•— : DLK il <■: - ; dunque DLK=;1=CA. Così PC=ali’ arco LD , pei oliò 
2 tr 

/ . . ■ ; , ■ . H'. • " • " •• - ' : ' 

2 t: 

— ■ : KL :: l : u :: I : ~(l — x) : onde KLxnl— x=AP, e PCr^LD. 

JT r' „ 

1048. Prese le ascisse negative AP', e sostituito il loro valore nella prima 
equazione, avremo — (l-t-x)tang Jjrx, che di P ordinate negative P’M J . 

Quindi la enrva ha un ramo AM', di cui la retta QN, condotta alla distanza 
AQ=r=l, é l’asintoto; poiché fatto x=l , viene y=x — 2oo. 

Ben si vede f ° che la retta AG e il raggio CA seguitando a muoversi dopo 
essersi confusi in CE, fonnano la parte Da della quadralrice; 2.° che se la curva 
tosse geometrica, si avrebbe qualunque angolo d’un dato numero di gradi,, come 
90" 

di —, poiché divisa AC in P in modo che sia AP : AC iti ■ m, e condotta 

m . 

v • - * . 

90° rr 

PiW e si raggio CB, l’angolo ACB sarebbero — ; infatti «' : 4 :: u : — a l : ni. 

\ m 2 

• „ i i - ' 

1 019. Cicloide. Se un circolo AG giri sopra nna retta Aa, finché il punto 

che toccava sul principio questa retta in A, la tocchi un’ altra volta jn a, que- 
sto punto descriveré una curva chiamata cicloide. La porzione Aa della retta 
compresa fra il primo e secondo oontatto di essa col punto A, si chiama Base ; 
ed è chiaro che questa eguaglia in lunghezza la circonferenza intera del circolo 
generatore della curva Alla BC alzata normalmente sulla meta C di A a, si dé 
il nome di asse o altezza delia cicloide; B ne é il vertice', che corrisponde, al 
luogo su cui cade il punto primitivo 4 allorché il circolo genitore é giunto alla 
metà del suo giro. . , 

1020. Posto ciò, condotte MP normale a BC, le corde MN,OC ai punti di 
contatto ft,C,ed NE normale in N alla tangente AN, sarà NE un diametro eguale 
e parallelo a BC; saranno inoltre eguali e parallele le «scisse NQ, CP, ed eguali in 
conseguenza le ordinate MQ,OP, e quindi eguali j triangoli rettangoli MQN, OPC, 
eguali e parallele le corde MN, OC, ed eguali io ultimo le MO, NC, comecché 
p Tali eie comprese tra parallele. Dunque poiché NC^sAG— AN=BIOC— NKM= 
BIOC— OLC==BJO, la parte MO dell’ordihata MP é sempre eguale all’arco cor- 
rispondente BIO dei circolo genitore. Inoltre il resto OP è il seno del medesimo 
arco ; duuquo facendo MPe=>', BIOszu, si avrà per equazione alla cicloide ordi- 
naria r—u~4-senu; e se il circolo è del raggio a,' y=au-4-asenu, ove i valori di 

u e di senti dovrai! prendersi nel circolo del raggio 'l . ■, , 

1021. Che se si faccia ;BP=sar e' in conseguenza OP=sen«c=|/ (2x-t-< J ), 
DP=cozu=l — x , d’onde urlare senj/(2x — x , )=sarc^os(4—x') J sarà .> = 
sire sen^C(ìx~ *’)-+- Jf(2* — x’)=aro.eos(t— x)-t-J / ’(2x— x’), che dà immedia- 

T. II. ' : 8 . 
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Fig.497 lamenta il rapporto tra le coordinate x ed jr sempre «opposto |< il raggio, del 
circolo genitore. Che se il raggio sia a, il valor di y dovrà moltiplicarsi pera. 

4022. te principali fra le mirabili proprietà geometriche di questa Curva 
verranno esposte nei calcoli differenziata e integrale. Qui avvertiremo che se men- 
tre il circolo mota sopra A a, questa retta abbia un moto di traslazione o nel 
medesimo senso o in senso contrario, nasce allora una nuova specie di cicloide 
che chiamasi cicloide allungata ne! primo caso, accorciata nel secondo, a distin- 
zione dell’altra già contemplata a cui si dà il nome di cicloide ordinaria. Dicesi 
poi epicicloide se il circolo ruoti sul perimetro d'un circolo o dW altra curva 
qualunque. 

498 4023. Logaritmica o Logistica. Preso sull’indefinita HG un pùnto A e al- 

zate dell’ordinale PM che abbian per logaritmi le loro ascisse AP,la curva BMm, 
che passa per l’estremità di queste ordinate, dicesi logaritmica. Sia AP s=x, 
PM=y, A il modulo, e la iolits base dei logaritmi iperbolici ; sarà z=zAlj—xle, 
onde r^cze*, che dà rx=e* : ^ , equazione della logaritmica . Essa mostra 
4.° che questa curva è trascendente (934); 2.° che l’ascisse x, x 1 della stessa or- 
dinata y in diverse logaritmiche, o i logaritmi dello stesso numero in diversi 
sistemi,. son come i moduli A, A 1 ^ 3.° che quando x=0, si ba gm4=;AB.j 
4.° fatto e* : a , sarà yX=a* ; e perciò se le ascisse forman la progressione 

aritmetica 4, 2, 5, 4, èc. , l’ordinala formeranno la geometrica a, a', a % a«, ec., 
c però la logaritmica va all’infinito di là da AP. Ma prese verso AQ l’ascisse 

4 4 

negative xs=— 4*— 2, ec., l’ordinate diverranno — , — ec. , cioè la curva 

. , s 

ha un ramo infinito BO, di cui la direttrice o asse GH è l’asintoto. 

4024: La più rimarchevole proprietà di questa curva è di aver la suUan- 

gente costante, cd eguale al mòdulo A. Si prendano infatti sull’asse le due 

ascisse AP=x, Ap=x-t-w, ed alzate le corrispondenti ordinate PM== r, fm—j '. 

Si conduca per M, m la secante mMS, e da M 1» Mr parallela ad Ap. Sarà 

rm=y~Y=J X+UyA -e X ' A ^e x ' A {^ :A -i}i e i triangoli SPM , 

Mrm daranno PS : PM :: rM : rm , d’onde PS==j-u : e X ^{e“ ^ — 4 } = 

\ ; f J | . M | — M — 4-éc. | (461). Fingiamo adesso il punto m trasportato in 

I A 2 A* 2.3 yd’ I t 

M; in tal caso « si annullerà, la secante mS si convertirà nella tangente MT, 
e la PS nella smungente PT ; sarà dunque PT =.A. 

208 4025. Curva de’Seni. TÈ cosi detta la curva dell’equazione ys=6.arc.sen—, 

' *v , . . • * 

nella quale cioè qualunque ordinala y è proporzionale all’arco che nel circolo 

, V x ’ 

del raggio 4 ha — per seno. Sa di che è da osservami che «iccorae ad un 

7r. • » . 

medesimo seno 'corrispondono infiniti archi (793.8.*), cori ad ogni valore di 
x corrisponderanno infiniti valori di y, positivi e negativi , i quali , supposto 
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u il minimo fra tutti gliarchi predetti, verranno espressi i primi de y=xh{snt-+eì), Fig 208 
i secondi da ;■=— 4(nrr;p0 presi i segni inferiori quando n sia impari 
(794. 68 *70.*), se si considerino positive le ascisse; se poi si considerino pe-, 
gative e quindi si . cangi u in — u. e ir in — n, i valori positivi dell* ordinale 
saranno dati da yz=b{nn^Ji ) , ed i negativi da y=—b(nn-±u) presi i segni 
come sopra. Dal che segue 4.® che ogni valor di n^>0 darà sempre per ogni 
ascissa X quattro ordinate, due positive e due negative, ineguali per altro fra 
loro ; 2 0 che le ordinate positive insistenti sopra una stessa ascissa x e risul- 
tami da un valor qualunque dato ad n, eguaglieranno le negative insistenti 
sull’ascissa — x e date dal medesimo valor di n; 3.? che la differente fra due 
ordinate successive insistenti snpra nna medesima ascissa sarà casipole ed eguale 
a 4(u — 2u), se la prima o minore verrà data da n pari, eguale s 4(7r-t-2a) se 
da a impari; 4.° che questa differenza si annullerà allorché avremo xx=c, nel 

qual caso — =4, ed u=$7r (78(.4.°), e quindi 2u=7r ; la curva perciò non 

° v • ■ . ' 

potrà in quei punti venire attraversata nei suoi rami successivi dalle ordinate, 
le quali in conseguenza si caogeranno in tangenti (926); 5.® infine non polen- 
do verun arco nel circolo del raggio .4 aver no seno maggiore dell’unità , non 
potrà dunque aversi x^>c , e quindi la oyrva sarà tutta compresa tra Xxxc ed 
xtx—c. Si rileva perciò che questa onrva avrà .una forma serpeggiatile com- 
poste di pontoni successive tutte eguali tra loro j contrariamente •situate, e 
chiuse fra due tangenti normali all'asse delle X, come la vediamo rappresen- 
tata dalla figura. - • > * 

. • > 

. . Curve Spirali 



4D26. Le curve spirali son così delle dai ripetati ravvolgimenti che fanno 
intorno a un centro o polo. Si rappresentano analiticamente per mezzo d'equa- 
zioni polari (901). Le ordinate sono ì' raggi vettori CM (902), condotti dal *99 
polo C ad un punto qualunque M della curva . Tengon luogo d’ascisse gli angoli 
direttori ACM che ciascuna ordinata CM fa con l'asse' AG di posizione arbi- 
traria, o come più ordinariamente -useremo , le lunghezze lineari degli archi 
AL, che presi sopra un circolo di raggio arbitrario AC, misurano gli angoli 
ACM. Condotta per C la TN normale ali* ordinata CM , MT Ungente in M , 
ed MN normale ad MT in M, le porzioni MT , MN della Ungente e della 
normale .vengon considerate 1’ una per tangente, l’altra per normale al punto 
M (834); e in conseguenza la CT, e la CN sono l’ una smungente , l’altra 
sunnormale. Le più celebri fra le curve spirali ri riducono alle seguenti. < 

4027, Spirale d’/lrchimedce Si chiama così la curva CKMA descritta da 
un punto C che si muove uniformemente lungo il raggio CA, mentre il raggio 
stesso si muove uniformemeote intorno al centro C, in maniera che quando il 
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Fig.<99 raggio ha percorsa h cii conferenza Intera, questo punto si trovi’ confuso col 
puntò A. Se prolungalo il raggio CA, gli si Caccia lare uoa seconda rivoluzióne, 
mentre il punto C continua ad allontanarsi dall’origine del suo movimento, si* 
descriverli una seconda tpirale, poi una terna, ec,; o piuttosto queste spirali sa- 
ratino un» sola curva, le cui rivoluzioni possono accrescersi in infinito. 

Premesso ciò, e supposto che il raggio C A —a, abbia percorso l’arco AT -— o r 
e che frattanto il punto mobile sia giunto in M, fatta CM=j-, la natura della 

* , ' ’ . (tX 

spirale dara luogo alla proporzione j- : ax a : 2air :: 4 : 2 tr e quindi 7 *=—, 

• * ■ • fc ■*" 2ir 

. equazione- delia curva, nella quale X è la laugbezza lineare dell’arco' elle nel 
circolo del ''raggio I misura l’angolo MCA (677) j e perciò t.° la curva è tra* 
accudente j 2 “passa per il centro C, poiché x— 0 dà_>=0; 3* passa altresì per 

» ^ 4 1 . ^ t v , i £LX I 

A , poiché x=.2n dà >*=a; 4.° fallo x=2tr l’equazione diventa -■ » 

,* * i* 

e perciò dat( *d 'x 1 i valori che son tra 0 e 2 tt, la spirale fa una aeConda rivo- 
luiiune «he. termina- all'estremità d’un raggio doppio del 'primo ; e ne fa una 
terza, uoa -quarta, ec. se text-Ht-i-d" , x=. 6 vr j?***, ec. • 

200 1 028. Spirale Parabolica- Presa suìia direzione di un raggio fX una me- 
dia proporzionale CM- tra l’arco AL e una reti* data p, la curva èie . passerà 
per i punti M determinali così, Sarà la spirale parabolica. Sia dunque AL=x, 
CMnzjr f avremo jr*=xpx, equazione in citi sostituendo 2 lr-t-x, 4vrZf-‘x» ec. , 
io luogo di a, troviamo che qveata curva può fare un’ infinità di rivoluzioni 
intorno al centro C e che perciò é «Tel nùmero delle spirali. 

201 10X9, Spirale Iperbolica. Suppongo che dai punto C preso per centro sull'in* 
defimtn CP si descrivano degii archi AG, QM; PO, ec. eguali in lunghezza, e che 
per le loro ^stremila G, M, O, ec. si faccia passare una curva CKGMO. Questa 

u sa t à u n a spirale iperbolica; e ben si vede che prega CB^=A G==QM=^PO, oc. 
ed alzata BH parallela a CP, questa tie. sarà 1* asintoto ,’ perchè 'può solamente 
incontrarla quando il raggio CM sia infinito. 

Sia dunque il raggio CA=a, ALnrax, CM= AG=QM, ec =zi; si avrà 

ax : 6 a : v, «utile x .j=4. Ora sostituiti adx i valori 2jrH-x,'4ir4-x,,... 2mx-(-x, 

7 W|e^ 

b~ h- b i ■ 

si avr» sucre svi va menu- y^r , y=cz — * , .... ; onde crescen- 

J Ik-S-xi ' Air-Hx " 2 mzr-t-x 

do l’ascissa) scema l’ ordinata, senza poter mài annullarsi ; dunque la tpirale 
iperbolica fa un’ injlni’h di giri intorno al centro «è vi giunge giàtnmài. 
*02 10.10. Spirale Logaritmica o ' Logittìeé. Si chiama spirale logaritmica la 

curva che taglie sotto vino stesso àngolo tutti i raggi CM condotti dal suo cen- 
tro C, cosicché la tangente MT fa tempre un angolo stesso «col raggio CM. In 
questo sento la- circoofdreuza d’un circolo sarebbe no*- spirala logarìtmica. TOa- 
remo in breve il mòdo di stabilir lVquàzt'one di questa curva (’lOdf). 


> 
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Altre nozioni generiche sulle curve, e loro particolari applicazioni 

4034. Oltre le considerazioni già falle (925. e seg.) intorno alla diversa natura 
ed indole dell’ equazioni delle curve, ed alle varietà che s’ incontrano costruendole, 
altre molte ne resterebbero per compimento totale di questa vasta Teoria. Daremo 
qui luogo a quelle fra le più essenziali, che con maggior facilità si deducono dai prin- 
cipj fin qui stabiliti, tra le quali alcune ne incontreremo notabilissime pel numero e 
qualità delleloro applicazioni. Di queste parleremo alquanto più estesamente; men- 
tre per servire quanto è possibile alla brevità, non passeremo che di volo sull’ altre. 

4032. Curve simili. Cosi vengon chiamate due o più curve della medesima 
specie, nelle di cui equazioni tutte le costanti, o come con più universale denomi- 
nazione si appellano , tutti i parametri sieno respetti va mente tra loro in una stessa 
ragione. Cosi due ellissi saranno simili se essendoli, b i semiassi dell’una,n',V quelli 
deli’ altra, abbiasi a: a' :-.b : b' . Non sussistendo quest i condizione le curve si chia- 
mano affini, sempre inteso però che sieno della medesima specie. 

4033. La più notabile singolarità che presentano le curve simili si ripone in 
questo, che se si prenda un’ ascissa x nell’ una ed un’ascissa x' Dell’altra, tra le quali 
sussista la ragione 4 : n comune a tutti i parametri, anche le corrispondenti ordinate 
jr, y' saranno nella stessa ragione di 4 : !.. Infatti si suppongan dell’ ordine m simo 
le due curve, e sieno 1* . y m -> r Ay m -'-\-By m — »-( -Cy" — 5 -+-ec.=0, II*. y <m -\-.... 
A'y tm ~'-\-B , y ,m — *-4 -Cy' m — M-ec.=0 le respeltive loro equazioni, l’una coi para- 
metri a, b, c, ec., l’altra coi parametri a', b' , c', ec. respeltivaraente omologhi ai 
primi, c che stiano a quelli nella suddetta comune ragione di 4 : n. Poiché le due 
curve sono della medesima specie, e le due equazioni debbon esser necessariamente 
omogenee, è chiaro 4°. che A, A' ,B,B' , C, C, ec. saranno funzioni relativamente 
simili delle due variabili x, x' e dei parametri omologhi a, a\ b, i',c,c',ec; 2°. che 
in A ed A' le variabili ed i parametri dovranno trovarsi in termini separali e di- 
stinti, ed iu modo da non dar luogo che ad una sola dimensione (689 2°); mentre 
former..nno due dimensioni in B,B\ tre in C,C, ec; 3°. che dunque avendosi in 
forza dell’ ipotesi a'z=an, i'=in, c'=cn, ec, se prenderemo x'=n.T, e tutti questi 
valori ai sostituiscano nella II*., verremo a trovare A’^An,B'=Bn' ,C^Cn', ec., 
con che la II*. si cangeràin y ,m -\-Any' m — '-yBn*y' m — * -f-CnV'* — ’-f- ec.=r0. 
Ma i valori di y’ in quest’ equazione equivalgono a quelli di y della I*. moltipli- 
cati per n (275); dunque y‘=zny, e perciò y -.y 1 s: 4 : n :: x : x'. Del rimanente 
questo costante rapporto che regna tra le coordinate delle curve simili regnerà del 
pari, come c evidente tra tutte le altre quantità omologhe, e si convcrLirà in 4 : n* 
per le superfìcie (642). Può anche osservarsi di passaggio che tutte le curve di una 
stessa specie saranno simili se le loro equazioni non sieno fomite che di un solo 
parametro, poiché supposto a questo parametro in un’equazione, a’ in una qualun- 
que delle altre, ed 4 : n la loro ragione, non altro abbisognerà che porre x'—nx, 
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Jterchè i ni metl latamente nc risulti jrssny. Così tutti i circoli, tulle le parabole, conte 
pure tutte le cissoidi, cicloidi, ec., saranno curve simili. 

1034. Diametri delle curve, e curve datate di centro. Trattando delle se- 
zioni coniche abbiamo usata la voce diametro per indicare una retta che divide io 
due parti eguali tutte le corde parallele. Ma più in generale sotto il nome di dia- 
metro nelle curve algebriche d’ordine qualunque deve intendersi una retta, la quale 
in tal modo divida le parallele stese tra due o più rami, che la somma delle parti 
positive eguagli quella delle negative. Iu tal caso è chiaro che l’equazione della cur- 
va riferita ad uno di questi diametri, ordinata per e ridotta a zero, deve mancare 
del suo secondo termine , il cui coefficiente rappresentando per ogni valore di x 
1 • somma dei corrispondenti valori di y (285. 3 U ), è necessariamente nullo quando 
l i parte negativa di questi valori eguaglia la positiva. 

1035. Polendosi tracciare per entro una curva qualunque infiniti sistemi di 
corde parallele in ogni direzione, infiniti altresì potranno esserne i diametri. Ma 
i diametri che più specialmente si considerano son quelli che essendo nel tempo 
stesso assi ortogonali della curva, la dividono in due o più parti simili ed eguali. Per 
riconoscere se una curva abbia o no diametri di questa specie convien distinguer 
ire diversi casi; poiché o si vuole che la curva sia divisa in due parti eguali dall’ u- 
no o dall’ altro dei due assi X , Y , o si vuole che sieno respettivameute eguali tra 

F. 209 I° r °l e One porzioni della curva contenute neile regioni H,S,cioè tra i due assi e i 
due loro prolungamenti, e le due contenute nelle regioni Q, T tra l’uno degli as-^ 
si e il prolungameuto dell’altro, o si vuole infine che tutte queste quattro parti sie- 
no eguali tra di loro. 

4036. Nel primo caso è manifesto che se la curva debba esser divisa in parti 
eguali dall’ asse X , dovrà quest’asse dividere in parti eguali ciascuna doppia ordi- 
nata. L’equazione dovrà dunque rimaner la stessi qualora si cangia in — -y' ; non 
potrà in conseguenza contener veruna potenza impari di y, come per la stessa re- 
gione non potrà contenere potenze impari di x quando la curva debba esser divisa 
in mezzo dall’ asse Y . Agli assi o diametri che in tal guisa dividon la curva in 
due parti interamente ed esattamente eguali e simili, e per metà le doppie ordì** 
nate, si dà il nome di diametri ortogonali o principali. Così la parabola, la 
cui equazione non contiene potenze impari di jr, ha un diametro ortogonale che è 
l’asse tirile X. 

1037. Nel secondo caso è del pari manifesto che I’ equazione non dovrà su- 
bir cangiamento alcuno, qualora vi si permutino insieme x ed y in — x e — -jr. 
Queste coordinate dovran dunque trovarsi iu tal modo mescolate fra loro, che o in 
tutti quanti i termini formino o una dimensione di grado pari , o in tutti quanti una 
dimensione di grado impari. Infatti nel primo supposto la permutazione simulta- 
nea dir,^* in — x, — -y non farà cambiar di segno alcun termine, e lascerà l’equa- 
zione nello slitto suo primitivo; nel secondo lutti quanti i termini cambieranno dì 
segno, ma se poi lo cingeremo a tutta quanta l’ equazione, ciascuno riprenderà 
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nuovamente quello che gli apparteneva. Ninno dei due assi sarà diametro ortogo- ^ 209 
naie, poiché le parti in cui ciascuno divide la curva non sono tra loro eguali , se 
non considerate inversamente, nè veruna doppia ordinata è divisa dagli assi per 
metà. Bensì divise saranno per metà tutte quante lo rette, che passando per P ori- 
gine A, si stendono da un puuto della curva al suo opposto. Inlatli supposte eguali 
e tra loro contrarie di segno le due ascisse AP, Ap , e quindi eguali in virtù dell* 
ipotesi le loro ordinate parallele PN, pn , se si conduca N/t, t due triangoli che ri- 
sulteranno da questa costruzione dovranno essere eguali e simili, e quindi dovrà 
la retta N/t passare per A, e quivi rimaner divisa in due parti eguali. Ciò ha latto 
dare il nome di centro al punto A. 

1038. Nel terzo caso 1* equazione dovrà rimaner la stessa comunque ci piaccia 
di cangiare o unitamente o separatamente x in — x, ed y in — y ■ Dovrà dunque in 
un tempo stesso mancare insieme di lutti i termini tanto con x, quanto con y a 
potenza impari; il che verificandosi , gli assi ortogonali della curva sarauno altresì 
suoi diametri ortogonali , e la curva avrà per centro P origine A. 

1039. Da tutto ciò si apprende 1°. che una curva algebrica avrà un itiametro 
ortogonale, se la sua equ izione sia funzione razionale di x ed y 2 , odi x * edj'* e del- 
le vespeltivc loro poleuze : tale è il caso della parabola, della cissoide e della concoi- 
de; 2°. che avrà due diametri ortogonali, e di più sarà dotata di centro se la sua 
equazione non contenga che potenze pari di x e di y: tale è il caso dell* ellisse e del- 
Pi peri) ola; 3°. non avrà diametri ortogonali, ma sarà bensì dotata di centro seia 
sua equazione contenga x ed y a potenze pari ed impari, ma in modo chele dimen- 
sioni formate in ciascun termine da queste variabili sieno o tutte quante di grado 
pari, o tutte quante di grado impari. Tale sarebbe il caso dell’ equazioni yi-\-axy % 
w\-byx 2 -hcxz=0, y*-\-axy-\-bx 2 -4-o=0. 

\ 040. Secanti rettilinee. Rapporto alle secanti rettilinee ciò che può maggior- 
mente interessare è la determinazione del numero dei punti, nei quali incontrano o 
attraversano i diversi rami di una curva data; il elicè ben lacile a concludersi. «Sap- 
piamo infatti che col mezzo delle opportune Irasiormazioni (903) ogni retta secan- 
te può cangiarsi in asse della curva data, e clic P equazione riferita a questo nuovo 
asse conserva il grado «Iella sua derivatrice. D’ altronde la curva non tocca nè aitra- 
versa Passe, se non qualora le sue ordinate si annullano, e perciò tante volte quanti esser 
possono i valori reali di x che sodisfanno alP equ azione jy=0. Or come questi va- 
lori nou possono eccedere il grado dell* equazione, concluderémo dunque che una 
curva delP ordine non potrà incontrarsi o tagliarsi con una retta che in m 

putiti. Così le rette comecché lince di prilli’ ordine (932), non possono incontrarsi 
o tagliarsi che in un sol punto. Del pari qualunque delle tre sezioni coniche nou 
può aver comuni con un: retta più di due punti; dal che particolarmente s’inferisce 
che se una retta seghi i due rami d’ una delle due iperbole opposte, non incontrerà 
in verna punto i rami dell’altra, e se da un punto dell’ una passi ad un punto dell’?U 
Ira, nou incontrerà mai piu nè questa uè quella. 
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104), Tangenti. Iti ciascuna delle Ire sciioni coniche, come pure nel circolo, 
abbiamo dato il modo di condurla tangente, e ne abbiamo determinalo il valore per 
vie sempre particolari e dipendenti stalle individuali proprietà di ciascuna curva. 11 
metodo che siamo adesso per dare è generico ed applicabile a qualunque curva. 

F. 151 Sia ABC la curva, MT la Ungente, 1* equazione dell’ una r— »(■*), tt=az-f-4 
quella dell' altra (914.4°), riferite ambedue alla stessa origine A, e ai medesimi 
assi AX, AY. Poiché il punto M di contatto A comune alla curva e alla Ungente, 
si rende primieramente chiaro che per questo punto avremo u=y, z— x, e quindi 
y=ax-+-4. Or si premiano sull’ asse X le due porzioni piccolissime e tra loro eguali 
pV, P p\ e da p,p' s’inalzino le pm, p'm' ordinate alla curva, e si protraggano lino 
all’ i oconlro in n,n' con la Ungente. Fatu p¥=p’P u, avremo pm = p(x-(-*>) = 
(439)p(x)-+-«f.(jr>+-t«*?.(a:>-4-« , 9>i(x>+-ec.; p'm’= f>(x— u) = p(ar)— uy,(x)-f- 
w*p,(x) — M 1 5 <ì(.r)-t-ec. ; pnz=a(x+to'y+i==jr-\-au='f(i p’n 1 =a(x— w)-|- 
bzz-y— ao)=y(x) — aw. Mi se MT i tangente, i punti n,n' sono al di sopra della cur- 
va, e quindi si ha pn^pm, p' n'^p' m' ; sarà dunque 
? (x)-lW>y(x)-1-6>? ,(x)-Hu * y,(x)-t-ec., d’onde a>y,(x)-Hk>p,(x)-Ha* pj(x)+oc. 
p(x)— arj>p(x )— ttf ,(x>+- w 1 ?,(*)— ec o<p,(x>— *>p,(x)-(-« * ec. 

Dunque per il noto principio (808) a=y,(x);cioè a, o la Ungente dell’angolo MTP 
(914.5°), eguaglia la derivata prima di y(x) (439), o il coefficiente di u nello svi- 
luppo di y(x-t-*>). Trovalo perciò con alcuno dei metodi conosciuti questo coef- 


ficiente, avremo il valor di a, e quindi quello della suttangenle PTz 


PM 


r 

funt'MTP a 


d’ onde in seguito la sunnormale la Ungente MT=J/ PT (PT+PN), e la 


normale MNssf/PN (PT-t-PN). 

*042. Abbiasi per esempio 1’ equazione alla parabola yr=ypx ; sarà $>(*)= 

Ypx, ? (n-w )=xj/p( r +")=(** t '") 1 ^ / f’ = ( 2 * 6 ) + \ x T* 1 

-+-ec. | y p, avremo fi(x) = <z=ij/ ^, e di qui PT = 2/'j/-— =2J/ =2x. 



\p, come già si trovò (952). Abbiasi l’ equazione alla logaritmica(l023) 



(x-t-w):^ tc-.A u>:A x-.Ar 4 4 \ 

tarà p(x-+-ai) s= e =« X® =« ( ^^“’-f-ec. j 


4 Y 

(4fi1) j d’onde f,(x)=a= — e , e quindi PT= ~—A, come pur si trovo 
(1024), 

1043, Ma sia y=u-+-aena, equazione alla cicloide generaU dal circolo del raggio 
DBsl (1029). Come u e z enu, son {unzioni dell’ ascissa x=BP, potrà porsi Jt=p(x), 
Per aver y .(x) si supponga clic col elogiarsi x in x-4-w, l’ arco u si cangi in u-Hl, ed 
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y ai venga y' . Poiché ni ha 1 — x=cosu, sarà 4 — ,(jc-+-«)=aoj(uH-6)^ (S<W.3°) p. (D7 

8 * 0 ’ ' 6 * 
coni— 8wnu—~c<Ma+— reim+M, - d’onde tiswe/iiH* - jcoiu— i e inver- 


, ai cosu 4-t-2cor’u . , . , 

tendo la serie (437) 6= j— «a* — ai 1 — ec. Avremo ìnol- 

semi Àsen'u 2..\sen i u 

tre y’xxu-tt- 8-t-sen(u-4-8)=(809.3 o ) «-+.seniH-6(4-t-cosu) — ec; posto dunque 

il valor di 9, e arrestandoci alla prima |>o tenia di w (4044), otterremo per deriva» 

4-t-cosu , „ 4-4-coru CP 

ta prima di r, ©i(x) — -, e quindi or=4angIVlTP = =x — 

r ^ semi senti OP 

fangCOP— taugOBP. Dunque MTP=OBPj donde si ha che la tangente MT è pa» 

rallela alla corda OB del circolo , e quindi con ogni facilità si conduce. Sarà pure 

y rse/tu 

la normale MN parallela all’ altra corda CQ; ed avremo inoltre PT= — ;= — • 

* a 4+cojm 


r V(2x-x') 




*y 


__ , quarta proporzionale dopo QP, PM, PB. 

2 — x f(2x— x’) setm r f 

4044. N fi ragionamento precedente (4044) abbiamo supposto in generate ohe 
la curva volgesse all’ asse la sua concavità. Tutto soderebbe nel piede stesso se vi 
volgesse invece la sua convessità ; se non che in questo caso si avrebbe pn^jmi, 
pn' ^pm'. S’ incontrerebbe poi del pari a—p t (x). Frattanto nella prima ipotesi ab» 
biamo a<^ 5 >i(x) — wp,(x)-|-<o , pj(x)— ec.(4044),e nella seconda si trova ii^>y,(i)— 
ap,(x)-hu’fì(x) — ec. , se dunque <Zx=pi(x) dovrà aversi 0<^ — p,(x)+ 0 ) j>j(x) — ec. 
nell’una, e (T^— p,(x)-Hupi(x)-ec. nell’ altra. Or poiché il valor di uè arbitrario, a 
si può prender tale che il termine p,(x) superi la somma di tutti i rimanenti (807), 
è chiaro che la prima ineguaglianza non potrà sussistere , nè perciò la curva potrà 
rivolger la concavità all’asse, se p,(x), o la derivala seconda di y(x+u) non sia ne- 
gativa, come non potrà sussister l’altra se p,(x) non sia positiva. Da questo crite» 
rio ravviseremo dunque se la curva rivolge all’ asse la sua concavità, o la sua conves- 
sità. Cosi nella parabola, in cui per l’asse principale si ha jr^^px, si travaper 

derivata seconda di j/p(x-He), p,'x)_= — ~y -(4042)negativa, mentre nella Ioga- 

OX X 

i x:A 

ritmica si ha p,(x)=: — * e (ini ) positiva. Dunque la parabola volge all’ asso 


la sua concavità, e la logaritmica la sua convessità. 

4045. Passiamo adesso a supporre che y=p(x) sia un’equazione polare (902), 
e in conseguenza 1* ordinata y un raggio vettore CM, ed x l’ arco che nel circolo del ^ ^ 
raggio 4 misura 1’ angolo direttore TCM. In tal caso se si supponga la curva concava 
verso l’asse, condotte e prolungate fino all’ incontro in n,n! con la tangente TM le 
ordinate Cai, Coi , in modo che l’nna e l’altra facciano con CM uno stesso e piccolo 
angolo o>, è chiaro che saranno Cn^Cmfin'^Cm' . Ora poiché TCM=x dà TC«x: 
x— ù>,TCh'=x-H», primieramente dall’equazione della curva si avrà C/n=j.(x— ei), 

C m'=p(x-He) j ed iti oltre, chiamato 6 l’ angolo TMC, i triangoli nCM,MC/»' da» 
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ysenB 


, Citi 


? (x— O)), 


ysenO 


ten(0-hn>) ’ sciiti — w) 


y.teiiQ yseuO . 

; dorrà dunque averti — — 


scn(tì-H«i) y 


Dunque per il solito principio (808) cos 0 .ip(x)-sen 6 - 5 >i(ar)= 0 ; e quindi tantftx 


, — d’onde, posto il valor di sentì. a.(x)N 

se/i(tì-Hs)j>(x — «), e sentì.f (x)^se«(6 — &i)p(x-t-«), ossia (809.3“.439). 

w* 

serti. y x) ^ (se/ti-hvcos r J — setti — ec.)(^(x) — «?i(x)-f -« a ya(x)— ec.) 

f» a 

senO.y(x) (sentì — «costì — - jenO-+-tc.)(p(x)+tdp,(x)-f-w 1 y,(x)+ec.), 

cioè sviluppando, ordinando per « e riducendo 
0^(cnt'J.f(x) — sentì. y,(x)) — — «(sentì. y(x)-t-2eostì.pi(x) — 2sentì.p.(x))-(-ec. 

0^(eostì.f(x) — sentì. y,(.r))+ ^-w(iC«O.^(x)-h2co50.yi(x)— 25e/»0.^a(x)) — ec. 

?(*) __ 

?'(*) 

Y y setti rtaneO 

— — , d* onde facilmente il valor di CT — (839)— ; — — ■ = 

f>t(x) 5e/i(tì-+-x) ta«gOco$x-+-se«x 

K 1 

— ■ " — » ■■ , da cui potremo al solilo (1041) concluder quelli di MT.CN.MN. 

yco sx-\-y t (x)senx 

4 046. Nelle spirali, ove TCM=90° (4026) , e quindi CT z=j tangb, si avrà dun- 
que CT=-^— ■ , MT— — — • > CN=?i(x), e finalmente MN=: 

9 *(x) y,(x) 

... flx 

V ((fix) 1 -+-y 1 ). Cosi nella spirale d’ Archimede, ovej'=cf(x)=,— (1027),equin- 

27T 

a % 2tt>-* 2ttk 

di o>,(x)i=: : — , saia CT— — - — =rX — - =z Y jc j valore della lunghezza lineare del- 
In a a 

l’arco X— MQ che misura l’angolo QCM nel circolo del raggio CJVI==y (678); e so 
la tangente sia condotta «1 punto A, avremo^— a, e CT=2a7r lunghezza lineare di 
tutta intera la circonferenza ALBI). Potrà ancora osservarsi che tang CMT zzztangQzsz 

Y 27 ry 

— — — — — =x, arco clic misura 1’ angolo MCQ nel circolo del raggio 4. 

9 >i(x) a 

Nella spirale parabolica , ove^*— px(4028), avremo (4042) ^,(x)=J ~ , 

e CT— 2p*V — =2xJ/px=2x/-— 2. are. MQ. 

ab m ab 

Nella spirale iperbolica ove y = — (4 029), poiché si trova yi(x) — — ^ 

a % b‘ l x * 

sarà CT=— X — -=-a£, cioè questa curva ha come la logaritmica (4024) co- 

x a ab 


stanti tutte le sue sultaiigenli. 


fW,. 


4047.11 valor generico di 4045) ci dà campo di trovar l’equazia- 

f'W 
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ne dell? spirale logaritmica ((030). Si faccia lansfi=:c, quantità coltante per condì- p_ 202 
rione delia curva (ivi), e li supponga r=a(xy=.A+Bx-+-Cx ec. la richie- 

sta equazione; sarà p,(r)=B+2Cr-H3/>ar , +ec.,e perciò A+Rx+Cx , -+-Dx'+ec. = 
(5+2Cx-+-3£lx’-(-ec)c; di qui applicato il noto metodo (4 (9) dedurremo facilmen- 

te B=~, C=~, ec, onde /^'(«4-f-h * T+ 3 

(46 4 ) Ae* C equazione cercala, che non in altro differisce dalla logaritmica conni* 
uè (1023), «e non perchè ambedue i termini dell'esponente sonquì funzioni circo- 
lari. Se no deduce frattanto 1°. che questa spirale fa un’ infinità di giri intorno al 
centro, sin per discolparsene, sia per accostai visi, senza però potervi mai giungere; 
infatti comunque si cangi x iu x-h7r, x-h2n t x-f-3r, ec, ovvero in — x, — x — 7r # 
r—x — 2tt, ec, y risulta sempre reale. 2°. Che in A, ove x=0, si ha CD== » =?=//, 

1048. Punti d* inflessione . Nei punii d* inflessione (930) la tangente atlraver* 
sa per condizione necessaria la curva; e se questa dopo aver rivolto all’asse la sua 
concavità, passi a rivolgergli la sua convessità, dovrà aversi pn> pmjy'n' men- 2U 

tre nel caso opposto sarà pii <Zpm t p' p 1 m* . Posti dunque per le quattro ordinate i 
precedenti loro valori ( 1 04 4 ), e riflettendo che per natura della tangente deve aversi 
a=f t (x) (iVi), fatte tutte le riduzioni, la prima ipotesi darà 

0 ^>f a (x)- 4 -«f 3 (x)-H>i*?> 4 (^)-+-ec. ; la seconda 0 < y.(x)4-w®3(x)-f-w a y 4 (x)+ec. 

0 f»(x) — Mf> 3 (ar)-f-w * f>i(x)— ec. 0 > $>>(x)— 6>?}(x>+-« 4 ? 4 (x) — ec 

In forza del noto principio (808) sarà dunque in ambedue i casi ij>i(x)=r0, equazio- 
ne che dovrà perciò sempre verificarsi, e quindi dare per x dei valori reali, qualun- 
que volta abbia luogo nella curva una o più inflessioni dell’un genere o dell’altro, 

E se per ogni valore di x ai prenderà sull’ asse delle x un’ ascissa equivalente, e in 
seguilo si eleveranno le respetti ve ordinate, 1’ incontro di esse con la curva deter- 
minerà i punti del flesso. I valori poi di x sostituiti nell’ equazione jr.=^(x} da- 
ranno quelli delle ordinale che salgono o discendono ai flessi. 

1019. Quanto al modo di distinguere il genere d’inflessione osserveremo che 
con ^p a (x)=0, la seconda delle due ineguaglianze spettanti algenere primo si cangia 
in O^yifx)*— w^ 4 (x)-f ee., eia seconda delle duespeltanti al secondo sicangiainO^ 

^>v(x) — w© 4 (x)-t-ec. Ora c chiaro che siccome può darsi ad w un tal valore, che il pri- 
mo termine <fi(x) superi in valore la somma di tutti i susseguenti (807), nè quella 
potrà verificarsi soyj(x) sia positiva, nè questa §e f ?(x) sla negativa. Avremo dunque 
inflessioni del genere primo per tutti quei valori di x, che soddisfacendo all’equa- 
zione ^>a(x)=0, e introdotti in^*(x) rendono questa derivata negati va ^ avremo un* 
inflessione del genere secondo per quelli che 1» rendono positiva. 

4050. Sia per esempio la curva dell’equazione y^=4-+-iewx. Poiché (8993 w ) 

w * sa' f 

’—senx — — co jx-f-ec.* sa ra ?,(.r}=v y senp, 

u <), 
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— — rosi. L» derivai* p,(r) eguagliala a zero dà x=nir (794.72*), cioè successi - 

vamenle x=0, =zr,=2r,=37r,ec., infiniti valori, che posti in yi(x) rendono questa de- 
F- 212 rjvata alternativamente negativa e positiva. La curva dunque avrà un’infinità d’infles. 
sioni del primo genere corrispondenti alle ascisse x=0,=2sr,=47r, ec. ed altrettan- 
te del secondo corrispondenti alle ascisse jr=r7r,;=37r,=57r,ec. Tutti questi punti poi 
saranno ad egual distanza dall’asse, ed avranno per ordinata onde la curva su- 

derà serpeggiando come vedesi nella figura. 

<051 . Può accadere che i valori di x tratti dall’eqnazione y,(x)=0 annullino la 
derivata pr(.r). Questo caso, in luogo di toglierci, come sembra, il mezzo di distin- 
guer 1’ una dall’ altra inflessione, ci rende anzi avvertiti che non ha allora luogo in- 
flessione di sorta alcuna, a meno che contemporaneamente non si annulli y t (x). In- 
fatti i due primitivi sistemi d’ineguaglianza (1048) darebbero allora 0^pj(x)-<- 
Qp5(x)-t-ec. e 0<jp*(jr) — «y 5 (x)-t-ec. perle inflessioni di primo genere; 0<^y;(x) 
-+-6oy5(x)-l-ec . e 0^> y,(x). — cjy 5 (x)-|-ec. per quelle di secondo, con manilesta con- 
tradizione si per l’un caso che per l’altro. Ed è poi chiaro che se yj(x)=0, la con- 
tradizione svanisce ; ma siccome essa unicamente dipende dal trovarsi y t (x) con un 
medesimo segno in tutte le ineguaglianze, cosi di nuovo ricomparirà se con yj(x)=0 
sia ys(x)=0 e non yo(x)=0, se con ys(x)=0 sia y 7 (x)=x0 e non yi(x)=0, ec. In 
generale, se si abbiano inflessioni, è necessario che l’equazione y,(x)=0 dia valori 
reali per x, e che questi introdotti nelle derivate seguenti, o non ne annullino ve- 
runa, o le annullino in numero pari. 

1052. Ordinate massime e minime. Si chiamano massime o minime quelle or- 
dinate che sono maggiori o minori di tutte le precedenti e seguenti comprese o fra 
duo successive ed opposte inflessioni , o fra due successivi tragitti della curva per 
213 l’asse. Dovrà dunque insieme aversi PIVP>pm, e PM^>p'm', se PM sia massima, 
e PM <pm, PM <ij>'m' se PM sia minima ; e quindi nella prima ipotesi 
f( x )>?( ;r )-<-w?>C*)-Hu’y,(x)-Ha , yj(x)-<-ec.ossia0^>5i.(x)-H>if,(x)-HM’pi(x)-|-ec. 
f(x) ?(*) — r >‘?i (xJ-H**5>>(x)— *)>i(x)4-ec. 0 <^y , (x) — «y,(x)-H'>’yì(x)-_cc. 

e nella seconda 

y(x) <^y(x)-Ha® , (x)-i-&i’y ,(x)-(-o)’yi(x)-+-ec, ossia 0 <C?'(*)-H»?>(*)-H»’?3(x)-4-ec' 
y(x)<J>(x) — wy,(x)-H>>’?.(x)— (u’yj(x)-l-ec. 0^> y.(x) — ojy,(x)-(-w’ji(x) — ec. 

Il solito principio darà dunque per P un caso e per P nitro yi(.r)=0 ; se perciò hart 
luogo nella curva una o più ordinate massime o minime, i valori dell* ascisse corri- 
cpondeoti dovran trovarsi ira le radici dell 9 equazione y,(x)=0, e questi introdotti 
nell* equazione della curva daranno quelli delle richieste massime o minime ordina- 
te- Per distinguer P une dalP altre, applicato il raziocinio precedente (1049), si tro- 
verà che avremo ordinate massime se i valori reali di x dati da ^>,(jr)=0, sosti- 
tuiti in ^ 3 (jr) rendono negativa questa seconda derivata; avremo poi ordinale mi* 
liime nel caso opposto. Che se con questi valori risulterà y s (x)-=0, non avremo or* 
dittala massima, nè minima, se pure non risulti inoltre ^s(a:)=0, ec. 
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Es. Si cerchi la massi ina o mi mina ordinata nella curva dell 9 equazione y = 

&r— x*. Posto x-<-« in luogo di x , troveremo tp,(x)=:b- 2x, p,(x)=— I . Da i— 2x= 

0 si ha valore che introdotto in quello di y darà y^z\b* , ordinata massi- 

ma, perchè y a (x) è negativa. Del resto il Calcolo differenziale facilitando immen- 
samente , siccome vedremo , la ricerca delle derivate , rende altrettanto facile la 
soluzione dei quesiti tanto di questo genere che dei due precedenti . 

<033. Parametri. Già si è detto (<032) che sotto il nome generico di parame- 
tro intendonsi tutte le linee costatiti, c 1 e accompagnano sotto la forma di coefficien- 
ti le coordinate dell’equazione, e riduco» queste alla necessaria omogeneità. Ora è 
chiaro che mentre i valori delle coordinale x, y variano l’uno con l’altro, da uno 
ad un altro punto della curva , i parametri conservan sempre lo stesso valore , e 
ciò finché la curva si mantiene identicamente e per ogni guisa la stessa. Non cosi se 
da una curva si passi ad un’altra della medesima spècie, purché di dimensioni di- 
verse , o se si cangino gli assi , o se restando fermi gli assi si cangi la posizione 
della curva. In tutti questi casi i parametri , dai quali appunto e le dimensioni e la 
posizione delle linee unicamente dipendono, cangiano o tutti o in parte di valore, 
ne acquistano tino novello proporzionale al primitivo , se dalla curva data si fa pas- 
saggio ad una curva simile (1032) ed egualmente situata ; comunque diverso se dal- 
la curva data si passa ad una curva affine, o se si cangi la posizione della curva rap- 
porto agli assi , o quella degli assi rapporto alla curva. Da ciò deriva che quando la 
curva è data, sia di dimensione, sia di posizione, o quando si cercano le proprietà 
di una curva di specie e d’equazione data, astraendo affatto dalla sita posizione e 
dalle sue dimensioni, i parametri sono allora , o si suppongono noti, o, salvi i rap- 
porti che alcuni di essi debbono per legge della curva aver talvolta fra loro, posso- 
no stabilirsi ad arbitrio ; dal che il nome di costanti arbitrarie con cui frequente- 
mente si appellano. Ma se supponendosi in tutto e per lutto nota la curva, st cer- 
cano le dimensioni e la posizione che debbon darlesi, affinché soddisfaccia a delle 
condizioni assegnale, come sarebbero a quelle di passar per dati punti, di esser tan- 
gente a curve o a rette date,ec., allora i parametri sono altrettante incognite da de- 
terminarsi coerentemente alle condizioni volute, le quali però come è ben chiaro 
non potranno mai superare in numero le costauli dell’equazione. A mostrare frat- 
tanto come dobbiamo condurci in queste ricerche bastino i seguenti esempi, che 
hanno inoltre il vantaggio di palesare importantissime relazioni. 

<054. Vogliasi 1* equazione di una retta obbligata a passare per due punti dati F. 2<4 
B, C. Sieno x\y l le coordinate del punto B, x ,r , jr quelle del punto G, che deb- 
bon supporsi note appena che i punti son dati (899) ; e sia y =zax-\-b l’equazione 
cercala ; dovran dunque determinarsi a, b. Or poiché i due puuli appartengono ne- 
cessariamente alla retta che passar deve per l’uno e per l’altro, sussisterà tra le lo- 
ro respcttive coordinate la stessa equazione di rapporto che sussiste tra quelle di eia- 
scuu altro punto di questa retta. Avremo dunque y^ax'-yb, yr ,, ^=MX ,, -yò. Di qui 
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V — y" xV — x'V ... .. , 

F.2fl «=' - — — e b— , r; — , vaimi che sostituiti in y=ax-\-b , daranno per 1’ 

x ' — x" x — x" r 

equazione cercata /(r'— x") — or (jr'—y")=x'jr"—x"]r'. 

1055. Si noti 1°. che se fosse stato dato un sol punto per cui dovesse passarla 
retta cercala, non avremmo potuto instituire che la sola equazione^'^ax'-t-i, dalla 
quale tratto il valor di b=xjr' — ax' , e sostituitolo nell’ equazione generale, si avrebbe 
avuto >' — y'z=a(x — x"), equazione che contenendo l’ indeterminata a, mostra come 
infinite possono esser le rette sottoposte a passare per un punto dato; 2°. se uno dei 
ponti, per esempio B cada sull’asse X, avremo jr'—O, e l’ equazione della retta di- 
verràj^x' — x"’)xxjr u (x' — r); se cada sull’ asse Y avremo x'=0, e l’equazione di- 
verrà x "(^- — y ')zx:x(r" — -r'); se poi cada nell’ origine A, avremo x'=y'x=0, e per 
equazione yx:"xxxy"-, 3°. se la retta sia tutta compre» tra i due punti B,C, chia- 
mala r la lunghezza BC, e condotte BD, CD rcspcUivamentc parallele ai due assi, 
avremo BD=x" — x',CD=y"— ; -jr', e quindi BC=r=J' , ((x" — f 
espressione che denoterà pure la distanza fra due punti situati nel piano delle x v, 
e aventi per coordinate l’ uno x 1 ,y\ l’ altro 

1056. Vogliasi l’equazione di una retta che da un punto dato scenda perpendi- 
colarmente sopra una retta data di posizione. Sieno x', y’ le coordinale del punto dato, 
j zxa'x-+ 6' l’equazione della retta data , j =ax+b quella della retta cercata . Saran- 
no cognite x’,y come pure a' e b'. Inoltre poiché il punto dato appartiene alla retta 
cercata che ne discende, avremo 1*. j'=ax'~hb. Di più poiché la retta cercata deve 
esser normale alla data, l’angolo che l’asse X fa con quella supererà di 90° l’angolo 
w che fa con quest i , e sarà di 90° -H». Dunque 2*. a=(944.5°) tung(90"H-«)= 

—cotw=x — a r valore che sostituito nella 4*. e nell’ equazione generale , darà facil- 
mente per la cercala^’ — — ~^r (x— x f ). E qui pure si noterà che qualora il punto 


di partenza della perpendicolare non fosse stalo assegnato , non si sarebbe ottenuta 
che la sola equazione — ' ( , ossia che contien dunque la condizio- 

ne necessaria perchè l’equazioni jrxxax-^-b,j~xxa'x-\-b' appartengano a due rette 
reciprocameute normali tra loro. 

4057. Supponendo di nuovo dato il pnnto di partenza della perpendicolare, 
potranno anche trovarsi facilmente l’ equazioni del punto ove essa incontrala data. 
Questo infatti deve appartenere in comune alle due rette. Rappresentando dunque in 
particolare conx,f le sue coordinate, dovrà rapporto ad esse verificarsi Unto l’equa- 


zione y=ut'x+b' della retta data, quanto l’altra y — > '= ,(x — x 1 ) della perpen- 

,. . , , tv ■ u'iV r'-t-x 1 )-)-^ a\y — i')-+-x' . . 

drcolare trovata. Di qui T=— r 1 , x— — ,• -, equazioni richie- 

f-t-a' 1 4-f-a’ 1 1 

*tn. E se questi valori di x, j- si pongauo in luogo di x",j " in / =J/ ((x' r — x') 1 -!- 


Digitized by Google 



r rappresenterà allora la distanza del punto dato al punto d’in- 
contro, o la lunghezza della normale. Avremo frattanto ^ ^ a x ^ 

a'»-M ’ 

„ , -(r'-V-a'x') . ./-i'-aV 

-> -r ®— — > e ■ 

<058. Si cerchi l’ equazione di una retta che debbi» passare per un punto dato 
parallelamente ad una retta data. Ritenute le superiori denominazioni (1 056) a v io- 
nio primieramente y=ai'-+-5. Di più la condizione del parallelismo darà (914.6°) 
<Z=o’.Dunque(1055) y — y=a'(r — x’). 

1059. Vogliasi infine l’equazione di una retta rche partendo da un punto dato in- p 2 15 
contri una retta r' parimente data, sotto 1’ angolorr’ (903). SienoG,DC il punto eia 
retta data; si supponga GL la cercala, e si ponga tangrr'=a" . Avremo come sopra 
y=ax'+5, d’onde i—r ' — nx'. Avremo inoltre a -tang MLX(9l4.5°)=fang(MDL-+- 
■ . laiisM DL-t-tnngDM T, a'-t-a 1 ’ 

DML)(789.40 ) r -,~ MDL t a „gDML = W^ i e<I " ID<1Ì P« l’ione cere.- 

ta y } ,=> - — - f (x — x 1 ). E qui pure si noterà che se il punto di partenza non 

fosse stato assegnato, sarebbe mancato il mezzo di determinar b, e avremmo avuta 
a , -+-a n f 

per equazione — ( x-f-o, spettante in comune a tutte quante le rette parai* 

lele inclinate sulla retta DC sotto uno stesso angolo GMC. Perciò l’ equazione n — ~ 

p—, oP altra identica a — a 1 — a ,! = a a V f contiene la condizione analitica, posta 

4 — aa ” r 

la quale, due rette qualunque deli* equazioni ^ ==nx-f -b,j’=a , x-4-b' formeranno tra 

loro P angolo che ha per taugente a”. 

d — q } 

1060. Si osservi 1°. che dall’ ultima equazione avendosi a ,F =- .perciò 

r 

4 °.sc P. angolo dato sia retto e qui mi i a n = oo (78 1 .4°), dovrà aversi a n r H- 1 =0, coni e pur 

vedemmo di sopra (f 056) .Si troverà egualmente a ed a'a ,, ~4-4=0 nei casi 

che o P una o 1’ altra delle due rette sieno normali all’asse X y e quindi infinita la 

tangente a\ o la tangente a (78 f. 4°). 2°. Che se le due rette son date per mezzo delle 

loro equazioni y=ax-)rb f j z=za!x-\-b\ e se ne voglia l’angolo rr\ l’equazione n— 

, o—o} , t 

a K — a'—aa'à" darà immediatamente a n x=tangrr*=z- dalla quale con tutta 


facilità potremo anche dedurre senrr' =(787 .9*)— 7- 7— ■. . 3°. Volendo in* 

y\ l H-« *)(!-+-« *) 

fine determinare il punto d’incontro, supposte x M , )* n le sue coordinate, osserveremo 
al solito che il punto spettando insieme all’ una e all’ altra retta, debbono rapporto 
ad esso sussistere le due equazióni p ,, =nx ,, -|-ó, >‘ ,, .= a r x ,, -f-ó , , le quali ci daranno 

b'L-b „ ab'—a'b 

dunque per equazioni del punto (899) jr'ss — — • , Y = j- . 

4061. Vogliasi l’equazione di una retta che sia tangente in impunto dato aduna 
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I.Vi 


rurva dell’ equazione > =r”i(r). Supposta v—o.r-4-A l’equazione cercata, ed x\ >’ 
le coordinale del punto di contatto, siccome è questo un punto per cui deve passar la 
reità, cosi avremo (1055) j- — /sa (x — r 1 ), e poiché a (), sarà dunque 

J~f j x:(x-x')f i (x). Quindi se la curva dala è uu circolo (leU’equaiionej^sJ/^r* -jc*) 

x » 

per cui si trova — — — — = , la tangente avra per equazione 

jy'-+-x x'=z r * . 

4062. Si cerchi adesso l’equazione di un circolo che debba passare per tre pun- 


.1 —Il -Jl —IH 


ti dati B, C,D. Se la posizione degli assi c data, c suppongansi x , Jr , x ", jr 
le coordinate che vi riferiscono i tre dati punti, queste sostituite nell’equazione ge- 
nerale del circolo (94 4) (i — — a)* = r* daranno luogo a tre equazioni, per 
mezzo delle quali potremo determinare il raggio r , ed z, scoordinate del centro. 
Ma mì possiamo disporre gli assi comunque, si ponga la nuova origine sul punto delle 
coordinate x n \y Jt, f e si l'accia passar l’asse X per quello delle coordinale x M , r u ; 
avremo e le tre equazioni diverranno ( r f — €) a H-(x f — a)* = 

r ’> 6*-4-a*=/* k . Eliiuinaudo #*, dalla 2*. e 3°. avremo -j x n 9 


dalla 4 a . c^.Ss 


y *-4-x 1 * — x x ” 
2 ? 


, dopo di che la 3 a . darà r =-j— j- J/ ( (j J * -+- 


x 1 ‘ — x'r 11 )* +i M * ). 

4063. Si osservi 4°. che se j , = 0, nel qual caso i tre punti sarebbero tutti 
sull 1 asse X, e quindi in linea retta tra loro, r risulterebbe infinita, ed il cerchio 
indescrivibile; 2°. se i punti dati sicuo due soli , mancherà una delle tre equa- 
zioni , e quindi rimarrà arbitrario uno qualunque dei Ire parametri , onde infi- 
niti saranno i circoli che posson farsi passare per due dati punti. Per altro sic- 
come allora dalle due equazioni residue si trae l’altra 26(jr l — ■r ,, )-4-2a(x , -x M ) 
* -4-x 1 * — x M 1 del primo grado rapporto alle due coordinate a, e 6 del 
centro, cosi i centri di tutti i circoli che passano per due punti dati si trovano tutti 
in una stessa linea retta (943). E poi chiaro all’ incontro che se uno dei parametri 
à «Iato, come per esempio, se la lunghezza del raggio fosse determinata, la terza 
equazione non potrebbe rimaner soddisfatta dai valori di a, € che soddisfanno alle 
altre due, e quindi il circolo non potrebbe farsi passare che per due punti. 

406*1. Vogliasi infine far passare una Sezioae conica per cinque punti dati A, 
C, D, B, E. Per due di questi punti conduco AB, c dagli altri punti le perpendico- 
lari CF, DH, EG sopra di essa; e poi suppongo che l’equazione della sezione co- 
nica cercala sia y*^4xy'+-cx*+dx+f t } m +gss0, e fo AF=y>,FCx=^, \C,==p\ 
GE==</ l ,AH=rp ,, > DHxx^", AB=// M . Quando x=0 sarà >=0,oude g=0, e peto 
l’equazione si riduce ad y % -+-&xy-k-cx*+dx-{-f j==;0. Quindi secondo che x= 
P, =/>', *i ha^\=^, =— q\ zj= 0: sicché si hanuo le quattro e- 

quazioni q 1 -\-bpq-t-cp*+dp-\-fq^=0 1 q'q' — bp { q'+cp'p'-\-dp'—fq x -=:b , q^rf'-ìr 
bp''q u -\-cp' , // , +dp ,l -\-fq ,, = zO , ep'y"+dp>'"z=Q , da cui si avranno i valori di 
b, c, d,f, «he sostituiti neli’equazione supposta daranno quella della curva cercato. 
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’ ■ Ih sintil guisa, per dirlo qui di passaggio, date più quantità a, ci, n",ec. b,b‘ f 
b" te. respsttivamentelegate fra loro con rapporti ineguali, potremo trovar 1* legge che 
tolte le riunire* soUo un rapporto comune. A tale effetto consideriamole come coordi- 
nate. di Una curva ignota dell’equa?. ione r*=A~^Bx-yCx'-+te. Se col metodo che 
sopra si trovino i valori dei coefficienti A, B,C, ec. è chiaro che l'equazione per tal 
via pienamente determinata darà il rapporto cercato ; come pare che lo stesso rap- 
porto si estenderà fra qualunquealtro valore piacerà dare ad x e quelloche ne risulterà 
per y. Con che potremo interpolare fra le date qualsivoglia numero di quantità. 

' «t. ... "*■ \ .* ; • * . 

•■ti Problemi indeterminati del secondo grado , 


1065. Si chiamano cosi quei problemi geometrici i quali han per oggetto di 
trovar la corvè o luogo geometrico (909. 2.”) » Coi appartiene una data proprietà 
esprimibile per meno d’un’eqnazione indeterminato di secondo grado. Èchiaro che 
la curva richiesta non potrà esser* che una sezione conica (943) facile a deter- 
minarsi con le regole esposte. Eccone degli esenipj. •». - 

1. Dati i dae punti A, B, trovarti il luogo di rutti i punti M tali eh* l’angolo Fig.2l8 
AMB sia sempre lo stesso. Condotta MP normale ad AB, ma AP=x, PM=r, AB=m, 

fangAMB=t; avremo (846) fongAMP=-, e'taugBMP=^IÌ. Dunque (789 40.*) 

my . % m y x > • 7 

f bix- 4 -x* * ** C * ,e J ’"+■** — — —mxzxQ equazione ad un circolo (942). V o- 

, j ' ‘ l * ‘ 

tendo descriverlo basterà trovarne il raggio e «le coordinate a, fi del centro. Ora 

s ' 1 Hi v * " ' * i . • * ' . - 

avendosi qui izr0,d= g=x0, sarà (,Vt'2. a 3.* 4* ) «’= 

t ,- • * 2t • 2 

, , nC m' ' 

a = . I . Alzata dunque sulla metà di AB la normale FE=-^ , saranno 

E il centro, ed AE il raggio del circolo cercato. Ed infatti lè corde AM, BM, for- 
mano l'angolo inscritto AMB eguale alPsogolo centrate AEF, il quale d'al- 
tronde eguagli* il dato, come è facile conclndere, qualora al osservi ebe 
r et* AEF : «osAEF : : AF : FE : tt: I, d’onde tang&EExxi. ' . * 

U. Data la Vetta AB, e il circolò TGD col centro in C trovare il luogo M dei cen- 2t9 

tri di tallii circoli tangenti al dato ed alla rette AB. Condotte da C h CM, a la CA 
normalead AB, e daM le ME, MP normali Pena ad AB, l’tlrraaCA.si ponga CA=A, 
AP=jt,PM 3 =t', e CG— r. Sarà MG/3=ME=x, MC=tr+x, PC=ui — x,eil triangolo 
rettangolo MPC darà (r-i-xy=jr'+(l— x)\ cioè r *-_2x(«-f-r)-+-i'— r’=s0, equa- 
zione trasformata alla parabola (939), cogli asti X, Y, o meglio X 1 , Y per costruzione 

ortogonali, e nella quale 4 A=^-=0, 2.» C=— — ^2=0, 3.» p— 11? T°? j— 

’ 1 q' q' % ' q" 


2(i-W), 4.* F=- 

T. IL 


-=b'—r'. La 4.’ mostra paralleli gli asai Y, AC'(94I), e pei 

9* 
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Fig.249 rotuaguensa aaoo gli n»i Y, y*; quindi (939) p=4 , p'=xO, q^O, q'=4 .La 2.* darà 
dunque 6=0, cioè Fatte principale X coinciderà colPaate XYotsia coti» relU AC, 
r lu parabola avrà quindi il suo vertice in un punto di queala ietta ; li 3. Sfarà il pa- 
rametro a=2(i-+-r)^ la 4* finalmente darà per l’ascissa che riferisce l’origine A al 
vertice delia curva — \(b — r )= — { AF, quantità ebe estendo negati va, ruotila co- 

me Ali trova alla siniatra del vertice, i I quale dunque caderà nel punto V preso tulle 
metà di AF . Sarà poi facile il vedere conte il fuoco e la direttrice che debbono tro- 
varti ambedue distanti dai vertice di una quarta parte del parametro (946,949), os- 
tia di }(è+r), cadranno l’uno sul centro C*del circolo dato, l’altra in FI ad nna di- 
•lauza AHry, dall’origine A. Questa osservazione verifica la tolutione del proble- 
ma. Infatti condotto il raggio vettore CM, e da M la normale MQ sulla direttrice, 
avremo (949)MQ=CM, e, poiché EQ=aAH=rc=CF sarà dunque ME=MG come 
esige fa «oadfaione del qtKtiip. ' t i a , « 

220 Ili. Sulle rette ad angolo AB, BC tieno prete le porzioni qualunque AP, BE nel 
rapporto fra loro di 4 : j».. Si unisca quindi A con E, e sfa P ti eonduca parallela- 
mente a BC la PM ebe incontri in M la rette AE. Si cerca il luogo del ponto M. 

Fetta AP=x, P Blrc v, AB=u, avremo x :jr :s a : BE:; a i mx. Dùnque *’= 
ar : m equazione alla parabola (944. 955). . .. . - ■ * 1 

224 IV. Abbiasi il aemieircolo AGQ iuclinato di un angolo qualunque 6 sopra 
il piano AQRS, e da ogni punto della circonferenza sia calata sul piano una nor- 
male. Determinar la curva che le normali descriveranno sul piano. 

Condotte PGr, PM normalmente al diametro AQ, intersezione comune dei se- 
mi ai molo e del piano, latta AP=x,PM=ry e supposto 4 il raggio del dato. se- 
micircolo, il triangolo GPM rettangolo In M, e in cpi l’angolo GPM=6 (704), 
darà s’cccos’BxPGlcc (940) cor’6(2x — x’), equazione all’ellisse (942). 

222 V'. Supposta AB perpendicolare al piano MPB, e condotta sul piano per B la 

retta PB, e da qualunque punto P di questa la PM normale a PB, determinare so- 
pra PM ùn tal punto M, che l’ tegolo MAP sia eguale ad un angolo dato <1>. ' 

Fatta AB=a, BP=x, PM=t , i triangoli ABP rettangolo in B (£93) ed MPA 
, rettangolo io P (704) daranno x’=v^cot ,< t>— a*, equazione all’lperbofa (942). 

223 VI. La data retta DE ti muova nell 'angolo PCA in modo che due suoi punti que- 
lunque A e B stiano tempre sui iati dell'angolo dato: cerco la curva deaeritia da un 
dato punto M di AB. Condotta PM parallela ad AC, sia CP=x, PM= v, AM=m, 
PM — », eoa ACB=cosMPB=e : avrò BP=»x : m, e il triangolo MPB darà (845) 

— 2noxy' | n x n ’_g > equazione all'ellisse, poiché c< 4 dà— — -(942). Se 

m • ' / ( e . . i ■ •• • . m' m 

l’angolo ACB sia retto, liquazione diventerà jr'zx — (m’ — x*), e apparterrà aun’el- 

. , , _ . -i m ‘ 4 . 

litse dei semiassi m,n. Quindi datigli assi potrà descriverti l'ellisse; essendo il mag- 
giore 2o, il minore 25, prendo AM=a, MB=5, e muovo AB tra i tati d’una squa- 
dra ; il punto M descriverà il quarto dell’ellisse richiesta. 
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Vii. s» immagini che la squadra NMK sia fatta strisciare coi suoi lati NM,MK F . 221 
4til perimetro di una parabola qualunque NAK. Cerco il luogo di tulli j punti per i 
quali suderà scorrendo il vertice M. Condotta MP, KL, NQ normale all’asse AQ , 

eia AP=jt, PM=) j NQ=z, KL=u, sarà AQa=AT(952)=— , ÀL=AS= — . Dai 

P V 

triangoli simili TPM, IQN, ed SPIVI* SLK avremo le proporzioni 1*. ■ : z 

P 

%* 2 B> u» J.S z 

— - — ■rt.j'jH ■ — — :u::a- :y, che divise l’uua per l’altra daranno — : 

P P P u* u 

z * — px 

y x u ~ : c Di qui facilmente px=uz. Ma dai triangoli parimente siniili NQT, 

LKS si ha NQ : QT ::SL : I.K, cioè z : :: ; u, e quindi uz—^p*, dunque 

P xx= zP*> e< l T= TPi dal c l> e S1 ha che l’ascissa x della linea cercata è costante, è 
perciò l’ordinata y è una retta parallela all’ asse Y (914), che sorgendo nounal- 
tneule ad A 1 ih ilistan/.a di dall’ origine A, si contonde dunque con la direttrice 
della parabola * la quale sarà perciò il luogo cercalo. Quindi il vertice della squa- 
dra scorrerà continuamente lungo la direttrice. Tutto cioè anche conforme a quan- 
to vedemmo altrove (tOOI.XII). 

Si noli che se l’angolo NMK fosse obliquo, il vertice traccerebbe allora 
un’iperbola. Infatti posto ta#gNMK=t, e osservando che NMK=NTQ-+-KSL , e 

che faugNTQ = P— , langKSLxz si troverebbe (7 89 40*) tz= ~ z \ ay| a ] t 

*** 4 uz — p°- 

proporzioni P, II*. danno u=-y+y(y *+px)y d’onde u+ 

* “ f O 1 '+/'*)> 6 come sopra uz=px ; si avrebbe dunque sostituendo , t = 

4f/(j i -t-py) f 

4j _ / , ~ ’ a ’ onde - t 1 ar « -hpx (± t *-H )--t ’p * =0 equazione all’ i- 

perbola (942). 

V III. Sia proposta la stessa ricerea per il caso che la squadra strisci sul perime- 
tro d’ un’ellisse, o d’ un’ iperbola. 

Condotte, come sopra, sull’ asse CT dell’ ellisse le normali NQ, KL, MP, si pon- 
ga CQzxz, CL=u, MP=/, CP=x; avremo FT^CT— CP= (9C8) ~—x, SP= 

z 

a» 

x — — , ed il triangolo SMT rettangolo in M darà (382.2°) v ° = PTXSP=; . .. 


(a 1 — rz)(ux — a 1 ) a*x 
— = — («+z)- 


a * 


. Ora dai triangoli simili NQT,MPT, 

KLS, MPS, si ha NO* :QT* :: MP* : PT * , LK J :LS* MP 1 ;PS* , cioè 1*. 

, ,, (fi 1 — z 1 )* (a »_ xzY b* (a'—u'Y 

— (a-_z*),i -L ::y* • i U>. -(a :! , . : 

* z* z* a 1 ' / „s • 


uz 


(px — a’)* 

— ■ ’J : di cui la 1*. , fatto per comodo b 1 x 1 y-a'y'xxm, y *— A , =u, dà z=s 
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-+*■ ““ « la li*, cuu le tiesse sostituzioni , di uzz=. ■■— - 

rn m ni 


a 

iti 


— |/(-+-i4jrmn’ )• Dunque 


2<z*A 1 x «*« ... .... 

•; uz= — — — ; «alari che sostituiti uà 


quello di r*, daranno y 1 =- 


2A*x* 


226 


-x* ■+■ — , ossia »( >•' J -f-x 1 ) = m — 

2A*x*, d’onde restituendo i valori di m , «,e riducendo, si avrà infine x’-+- 
* -=a 1 -t-A 1 , equazione al circolo del centro C e del raggio ^(a’-t-A 1 ) , luogo 
cercato. Operando nel modo stesso sull' iperbola si troverebbe un circolo del rag* 
gio j/(a J — A 1 ). Quindi o la squadra strisci sopra un’ellisse, o sopra un’ iperbo- 
la , il suo vertice descriverà sempre un circolo. 

F 225 

IX. Fra i l iti AC, CB dell’ angolo qualunque ACB sia condotta comunque e 
dovunque l’ obliqua FD ; trovare il luogo geometrico dei punti M tali , che con- 
dotta da F la FM, e per M la GP parallela ad FD, si abbia FM=GP. 

. Pongasi CP=x, MP=y, FD=A, FC=a, cojDFC=c. Avremo FM*=(843) 

A* a-* 

y»-4-(x — a) % — 2ei(x — <i)=G P m i= — — : d’onde si dedurrà (942.939) che il 

luogo cercato è un’ellisse se fatto senDFC=t, sia «j>A, un’ iperbola se ns <C.b, 
una parabola se as =■ A. 

X. Sull’asse AP di una sezione conica, o sul di lui prolungamento AO , sia 
preso un punto qualunque O, e condotta da O la OQ a qualsivoglia punto Q della 
curva , si faccia pass ir per Q la PM normale all’asse. Determinare sopra PM il 
punto M tale che si abbia PM=OQ. 

Fatta AO = /«, OP=jr, PM=r, AP = z = x~ÌZm , si troverà y 1 =OQ x =zx * 
-p-PO a — (g — m ) a -4-PO 1 ; quindi perla parabola, ove PQ 1 =pz , avremo 

A* 

z*-t-z(p — 2m)-^-m , equazione all’iperbola (942); per l’ellisse, ove PQ*=— (2uz — 
z 1 A 1 

z * ), avremo r 1 = — (a * — A * )-t-2z ( — 7 +.m)-\-m * , e quindi un’iperbola se l’as- 
*■ a 2 a 

se AP è il maggiore , un’ ellisse se è il minore , ed una parabola se «=A , cioè se 

A* 

l’ellisse si cangi in un circolo. Infine per 1’ iperbola, ove PQ’=— - (2uz-f- 
z 1 A* 

z*), avremo r *=-— (a , -l-A , )-(-2i( — zj^n)+m*, il che darà in ogni caso un’ 
iperbola. 


Problemi determinati fino al quarto grado 

4066. 1 luoghi di due equazioni indeterminate del secondo grado posson co- 
struirsi sulla stessa retta dell’ ascisse , con la stessa origine e nello stesso angolo 
delle coordinate. In tal caso le due curve si taglieranno in punti tali che l’ordina- 
te corrispondenti a questi , saranno le radici dell’ equazione determinala che si 
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avrebbe riunendo le due equazioni In un», che non contenesse altro che x o jr. De- 
r i procamente se uii’eqiiazione determinata del terzo o quarto grado ai divida in due 
thè contengano x ed r, cosicché eliminando * o y ti ritrovi la data, è chiaro 
che costruendole come sopra, i punti d’intersezione delle due curve avranno per 
coordinate i vaioli dell'incognita .'cosi se nell’equazione x*-+~ax'-\-bx'+9X-{-d=.0 
ti faccia x'z=py, sarà p' i ‘‘-\-apxy-\-bp y-\-cx+dx=0, equazione a una sezione 
conica che costruita con la parabola dell’equazione x’xxpy, taglierà questa curva 
in punti, le citi ascisse corrispondenti saranno i valori di x. 

<067.1. Date due rette a, b, trovar tra esse due medie proporiiooali x, y. 
Risolvemmo questo problema con la cissoide ( 1 006); ma può risolverai più sempli- 
cemente con l’interseziooe di due parabole. Poiché per ipotesi a : x :: x : y : b, 

sarà x'==ay ed i 'r=4x ; onde costruite le parabole di queste equazioni e tali 
perciò che l’asse dell’ordiaate nell'uua sia asse dell’ascisse nell'altra, e reciproca- 
mente, esseS daranno con le loro intersezioni i valori cercati di x, y. Ma meglio é 
introdurre il circolo, curva tanto più comodo a descriversi A tal effetto sommo 
le due equazioni x’ — ay—0, y' — ix=0, ed ho x'-t-r ’ — a — ix=0, equazione 
al circolo (9<2) del raggio \ e il cui centro C è determinato dalle Fig 227 

coordinate AB=j6, BC={u («ut). Costruita dunque una parabola AM del p.i- 
■ atnelro b sull’asse AP, essa satà il luogo dell'equazione y'cxbx, e descritto il 
circolo del predetto centro C e raggio r, questo taglierà la parabola iq un punto 
M tale, clw condotta la perpendicolare PM, le coordinale AP, PM saranno le 
due medie proporzionali cercate. 

Si uoti che da x'=zay ai h> , x* =:a’ i ‘xxa'bx, d’onde x'—a'b. Quindi se 
ò=2a, si avrebbe x'=2 a’, cioè il cubo di AP sarebbe doppio del cubo a’, ciò cly 
lisalve con poco il problema della duplicazione del cubo, si famoso tra gli Auticbi. 

ma 

Anzi pnò generalizzarti il problema prendendo 4s= — - per trovare un cubo 
ma 1 

AP*as: — che sia ad un dato cubo a 1 nella ragione di m : n. 

» i 

1068. II. Dividere in tre parti eguali un arco di circolo FB. 

Suppongo MF il terzo dell’arco BF, e oltre le normali BOG, MPm sul raggio 228 
AF, conduco Bmed inR normale a BG. Poi f. tto AP=x, PM=xy,AM=a,AO—d, 

BO=c, i triangoli simili AMP, B m K daranuo x : Y :: c-hy : x — d, cioè y % — x*-f- 
c > -{-dxx=0, equazione ail’iperbola equilatera (943. 2.°), la quale, secondo la quan- 
tità ebe fra le sei a, b, se, 6, p , q assumeremo per arbitraria ( dpi). 943- 2 °) e 
secondo il valore che ad essa daremo, potrà variare io infiniti modi sia di di- 
mensione, sia di posizione, ma il cui tragitto pel dato circolo aVrà costantemente 
luogo nel punto M che noi cerchiamo. Si scelga frattanto per arbitraria p e. si 
ponga pxxI.Stt't xx'=0 , cioè l'asse principale x della cui va sarà parallelo ad 
AF. Inoltre poiché gli assi dell’equazione tono per costruzione ortogonali, sarà 
pure yy'ssO (943. 2.°', e quindi q— 0; onde dovendo aversi «=5 non resteranno 

T. II. 9 ; 
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Fig,228 a determinarsi clic le incognite a, a, 6, al che suppliranno le tre equazioni 
C=c, V=d, F=0 (942), le quali, posti i valori corrispondenti a C, D, F, osser- 
vando che q'=l, p'—O e rammentandoci che o.i=4, daranno a= — 6=Jc, 
o=r — c"). Quindi poiché a e 6 riferiscono l’origine delle coordinate 
della trasformata a quella della derivatrice (939), presa AD=Je , DC=J<f, 
l’iperbola equilatera costruita col contro in C e col semiasse — c') 

attraverserà il circolo nel punto cercato M. Inoltre poiché presa r=AO =xd 
l’equazione dà y’-t-cjr^Q, cioè jr=rO, r : — e, la curva adunque passerà per la 
metà O e per l’estremità G della corda HG, e quindi taglierà pure la circon- 
ferenza nel punto G e determinerà l’arco FG, di cui, comecché eguale a BF, è 
parimente terza parte l’arco FM. L’iperbola opposta M'LM" taglia il circolo in 
due punti M' ed_M" che, come è facile dimostrare, determinano gli archi F'M', 
F M' 1 ed M''F, o anche BM', respeltive terze parti degli archi BM'F 1 , BM^F', 
BFTVT'F ai quali spettano in cornane la due coordinate AO, BO. Si noti 1.® che 
j*=0 dà x=.d, come ti é veduto, l ed x=0, cioè l’iperbola opposta passa col 
ramo superiore per il centro A del circolo; 2.° se d—c sarà a= 0, < l’equazione 
y~' z=x' — a * all' iperbole cercata, si convertirà in jr=xj_x , cioè in luogo del- 
l’ iperbola avremo due reLte che s’ incroceranno nel centro A formando col- 
l’asse X un angolo di 45° (914. 5.® e 6.°); 3.” se c^d sarà a ’ negativo, l’equa- 
zione si cangerà nell’altra x'—jr * — a ’ ad una nuova iperbola che avrà lo stesso 
centro della precedente , ma che avrà Y per asse dell’ ascisse , X per asse del- 
l’ordinate e che in conseguenza volgerà i suoi rami l’uno dall’alto al basso, 
l’altro dal basso all’alto. Puh osservarsi che a questa iperbola ci saremmo con- 
dotti se in principio avessimo posto p—0, come d’altronde è manifesto. 

230 1069. Ili, Dividere lo spaziò parabolico ACB con una retta CM in due settori 

eguali ACM, BCM. Condotta MP normale ad AC, sia APsa, PM~y, AC=ra, 
BC=A, il parametro della parabola s —p ; avremo (1001 . XLI.) jX (u — x)= 

ACM= j.ACB=yai, ovvero xy-\-3aj^z=2ab, equazione ali'iperbola tra gli asin- 
toti (943). Prolungata AP verso F, onde sia AF=3AC, e condotta FK perpen- 
dicolare ad FA, tra gli asintoti FK, FA si descrivo un’iperbola equilatera della 
potenza 2ai; essa sarà il luogo dell’equazione x^-f-3a>'=2a4, e taglierà la pa- 
rabola nel punto richiesto M. ( 

y* 

Volendosi servir del circolo, poiché J’=;ap , ed y’xxpx, sarà x=à — = 

P 


a r 


— , valore che Sostituito nell’equazione x y+3a j xxlab, la cangerà in y M-34V — 


24’=:0 : la moltiplico per Y, e diviene > v 1 — 23 , y =0, da cui , sostituito 

b‘x 2a’ . 

— ad y , ricavo x’-+-3ax — r :=0 : a questa aggiungo jr —px— 0 , ed ho 

a b 

% 2 a*y 

) a—p)x — *-^—=0, equazione al circolo. Alzata dal punto A nomini- 


V 
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mente ad AP una retta AD= 7 -, si conduca ad AD dalla parte opposta al punto AI 
0 

una perpendicolare DC , =y (3fl — p') ( qui si suppone 3«^/>) , e col raggio C A e 
centro C 1 si descriva un arco di circolo; quest’ arco taglierà la parabola nel punto 

ricliiestoM; e sarà PM=j(K(<+* / 2 )— V (-<-+-1/2))- 

4070. IV. Trovar le radici dell’ equazione del quarto grado a: 4 * — p t x t ^-p 1 qx 
-f-pV=0 per mezzo d’un circolo e d’ una parabola. Fatto al solito x*z=zpy 9 viene 
y * -\-qx—~py-{-pr=xO ; vi unisco jc 2 — >pys=& 9 e nasce l’equazione al circolo x 2 -H 
y* — 2py+qx+pnx=0. Descrìtta dunque col parametro p la parabola Al' AA1 ,M che ^31 
abbia AQ per asse perpendicolare ad AP, e presa AD =p, DC. =j<J normale ad AD 
dalla parte in cui è nella figura (si prenderebbe dall’ altra se fosse negativo), si tro- 
verà che un circolo del centro C e raggio J/ (CA* — pr) taglierà la parabola nei pon- 
ti AI, AT, M", Al"', che determineranno le radici dell’equazione, due positive, 
cioè AIQ, M'Q f , P altre negative. Se l’equazione da costruirsi fosse x^-\-p' 1 x' 1 — 
p*qx-\-p^rz=;Q t presa al solito x*x=py 9 si avrebbe y * -+•■* 3 — qx-{-pn=^0, equazio- 
ne al circolo come nel caso passato , ma più facile a costruirsi. 

Si cerchino ora le radici dell’equazione or 4 —- pqx * 1 rx-b-p 2 m * =0 per 
mezzodì un circolo e d’ un’ iperbola tra gli asintoti. Presa xyxxpm , viene .r 4 — 

p 2 r prr 

pqx 2 ~<rp 2 rx-hx * r* zxO=x 2 4 -y 2 — pq-\ = x 2 -\-y * — pq~\ 1 — , cqua- 

x tu 1 

zione al circolo. Tra gli asintoti perpendicolari QAQ 1 , P'"AF descritte l’iperbole 

equilatere della potenza pm y prendo sotto AP la retta AC=— ; il circolo del 

2 m 

centro C, col raggio |/(AC 2 -\~pq) , taglierà l’ iperbole opposte nei quattro punti AI, 

AI 1 , AI 11 , M m , i quali determineranno come sopra i qualtrp valori di x con le a-* 
scisse AP, AP', AP", AF". 

O som et nr a Analitica 

4074. Nel Trattalo che abbiamo adesso percorso, i punti, le rette e le curve 
•ono stati sempre da noi supposti nel piano degli assi X,F. Se sieno al di fuori di 
questo piano, e situati comunque ijj mezzo , come suol dirsi, allo spazio , i pro- 
blemi correlativi divenendo allora assai più composti, non possono altrimenti risol» 
versi coi soli dati fin qui posti in 1190 , ed esigono 1’ intervenzione d’ una nuova e 
assai più estesa Teoria, di cui la precedente non forma che un semplice caso par- 
ticolare. Noi ne daremo i soli primi principj; ritenendoci eia necessaria brevità, e 
la sublimità stessa delle materie dal più oltre avanzarci. E secondo il più moderno 
costume procederemo pei' via più che potremo analitica; motivo appunto per cui 
abbiamo apposta ai trattato attuale la denominazione cou cui vedesi intitolato, d<y 
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nominazione che avremmo potuta estendere ed applicare anche al trattato antecedente, 
se trattenuti 'non ci avesse il riguardo di non troppo con ciò vincolarci, e perdere 
ogni diritto all* uso libero di quella sintesi che vi abbiamo sparsa , e che dannoso 
sarebbe stato ai nostri Alunni di non far loro opportunamente conoscere. 

E q itaxia ni del punto nello spazio 

F .232 *072. Sia B un punto preso non più sopra una data superfìcie piana, ma nello 

spazio assoluto, e se ne voglia la posizione rapporto al punto A, conmn concorso de- 
gli assi AX,AY, che per maggior semplicità supporremo in principio fra loro ortogo- 
nali. Se da Bsi cali sul piano XAY La normale BC, e da C, che chiameremo projezio- 
ne del punto B sul piano delle xy f si conduca su questo piano la CP normale ad AX, 
è chiaro che partendo da A e procedendo lungo AX fino a P, quindi volgendo lungo 
PC, e risalendo fino in C, e da C elevandoci per CB fino in B, verremo cosi ad incon- 
trare necessariamente, ed esclusivamente da qualunque altro punto, il punto B. Duu- 
qtie nel modo stesso che le due coordinate AP, PC, le quali conducono da A a C fis- 
sano la posizione di C relativamente ad A sul piano XAY (900), le Ire AP , PC, 
CB che conducono in pari maniera a B, fisseranno la posizione di B nello spazio. K 
se chiamale x, r , z le tre coordinale, ne sieno m, n, p gli assoluti respettivi valori, 
x =#», > =/i, z=p saranno le cercate equazioni del punto qualunque B (899). 

*073. Se sull’origine A normalmente al piano XAY si alzi l'indefinita AZ, que- 
sta sarà pure normale agli assi X, Y (693), e parallela alla nuova coordinata z. In for- 
za di quest* ultima circostanza l* indefinita preude il nome d'asse delle s, e verrà 
da noi rappresentata con Z\ come chiameremo piani delle xz , o delle y% i piani 
stesi per gli assi X,Z o per gli assi Y t Z. In forza poi dell'altrn circostanza i tre piani 
saranno ortogonali fra loro, e quindi nel punto A del loro concorso comune for- 
meranno un angolo solido composto di tre angoli piani , ciascuno dei quali sarà 
retto, ossia formeranno 1* angolo d* un esaedro regolare (723.4°). Questi piani, che 
denomineremo pure piani coordinati , posson poi immaginarsi stesi come gli assi 
anche oltre il punto di concorso , nel qual caso questo punto sarà il corami vertice 
di otto angoli solidi , tutti tra loro eguali e dell* indicata qualità. Chiameremo ango- 
lo positivo quello di questi otto angoli che riman compreso fra le tre palli positive 
degli assi (899); negativo l’angolo opposto al vertice del precedente ; misto qua- 
lunque dei sei rimanenti. 

*074. Del resto invece di far uso delle tre coordinate sr, y, z, può determinar- 
si la situazione del punto B rispetto ad A anche mediante la distanza diretta AB=r, 
e gli angoli BAC=0, CAX=a>, fatti l' uno da AB con la retta AC, che partendo da 
A passa per il piede C della normale BC, e l’altro dalla retta AC con 1' asse AX, o 
con l’asscAY. Infatti 1* angolo CAX determina la direzione del piano normale che 
passa per B lungo la retta AB ; 1* angolo BAC determina su questo piano la «lire- 
zioue della retta AB luogo la quale trovasi il punte B, e la retta AB detenuta* con 
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la sua Lunghezza r il luogo occupato da B alla sua estremità. I due angoli' to ed 6) Fig 232 
e la retta r prendono in questo caso ri nome di coordinate polari (90 i) ; ed à 
poi focile averne il valore da quello delle coordinate ortogonali, o inversamente 
de <Jur questo dall’altro. Infatti i triangoli rettangoli ACB, ACP danno AC=rcos9, 
BC=5x»=/se«0 , CP=c , •= ACser^>=reo.f04>//<*> , AV hdc os wi=-r coito cos^t : 

Z Y 

d'oode assai agevolmente rss=y (x f sento — — , tangw^—. 

1075. E qui gioverà dar luogo ad alcune belle conseguenze che immedia- 
tamente fluiscono da questi valori, e specialmente da quello di r, il quale pub 
direttamente riguardarsi come l’espressione analitica di una retta stesa da I Pori - 
giue fino al punto qualunque B, e quindi comunque diretta e comunque lunga; 
o sivvero come l’espressione analitica della diagounle d’un parallelepipedo ret- 
tangolo che abbia le Ire coordinale x, y, z per lati (725). Primieramente si 
premia sull’asse Y una porzione AE^=^, e s’immaginino condotte da B le rette 
BP, BE. I piani triangolari BPC; BEC saranno normali a quello delle xy (703), 
e quindi respettivameute (704) anche alle rette AP, AE normali per natura alle 
intersezioni PC, EC del piano xr coi due piani triangolari. Dunque (693) BP 
sarà normale ad AP, e BE ad AE; e rappresentando con rx, ry, rz (903) gli 
angoli che la retta r fa con gli assi AC, K, Z, i triangoli rettangoli APB, AEB, 

ACB daranno xxzrcosrx, yxxrcosry, zx=:rcosrz t d’onde, quadrando e somman- 
do, e introducendo il valore di r, avremo cos'rx+cos'rjrM-cos'rtxsi ; pei ciò 
la somma dei quadrali dei coseni dei tre angoli , che una qualsivoglia retta 
condotta dall’origine nello spazio fa respcltivàmcnte con gli assi , è sempre, 
costante , ed eguaglia il quadralo del raggio i. Due di questi angoli non per- 
ciò arbitrar), il terzo dipende dall’uno e dall’altro. Può anche notarsi che tra- 
sformati i coseni in seni, si ha sen*rx-)~sen*rrM-stn % r.zxz2. 

4076. In secondo luogo l’angolo BACaid, per cui abbiano trovato sento~ 

— , r.ppt esenta l'inclinazione della retta AB, o di qualunque sua parallela 

sul piano delle xr (695). Ora è chiaro che se la normale BC che si è condotta 
su questo piano, si fosse condotta piuttosto su quello delle X 2 , o delle jrz, fatto 
per distinzione BAC=6' nel primo caso e BAC=^0 !J nel secondo, avremmo tro- 

y x 

vaio senO'=' , ~, senti 1 '——. Quindi quadrando e sommando , scn’to-i-seii'to'-i- 



-=1 , cioè la somma dei quadrati dei seni degli angoli 

w - * • • i . r • 

d' inclinazione di una retta sui tre piani ortogonali, è costante ed eguaglia 
il quadrato del raggio 4. E qui pure ponendo in luogo dei seni il valore dato 
per i coseni, troveremo cos'to^~cos'to'-^-cos'to"—2. 

4077. In leraa luogo ae si rappresenti con p la retta AC, che denominare- 
mo proiezione di AB sul piano delle xy, econ p',p" ai rappresentino le conciatili 

* II- 9 * 


Digitized by Google 


'U 

Fig 232 proiezioni sugli nitri due piani, siccome abbiamo p^AC^zirosU (1©7I), così uri 
p’—rcasH, p"z=rcosO" ; il’ onde p , -^-/> , ’^-p"*=y’(«^oi , 0-^-co* , 6'-t-co^*0 , ')=2'■ , , 
cioè il quadrato della retta eguaglia la semisomma dei quadrali delle tre 
sue projesioui. i • 

1078. In quarto luogo se condoli» la BD normale sull’asse Z, si ponga 
a v vertenza ai Ire triangoli APB, AEB, ADII, facilmente scorgeremo che le tre 
coordinale x—A^,yz= AE, z=AD possnn riguardarsi come equivalenti alle 
proiezioni della retta sugli assi, operate mediante i piani dei tre triaugoli. Poi- 
ché dunque (1074), perciò il quadrato della retta eguaglia 

altresì la somma dei quadrati delle sue prò j elioni sopra i tre assi, il che, 
come vedremo ito breve (1082), si verifica d’ogni altra retta, anche qualora 
non parla dall’origine A. 

<079 Infine la disfama r appartenendo oon tanto al ponto B , quanto a 
qualunque punto della superficie di una sfera che abbia per centro A e per 
raggio r, cosi l’equazione rxa-y (x'-+-jr'~ t-z’) spetterà albi superficie di una 
sfera . 

1080. Tornando adesso all’ equazioni del punto (1072), rimane tuttavia da 
osservare 1 ° che considerati come positivi i tre assi , debbon considerarsi co- 
me negativi i loro prolungamenti al di là del punto di concorso (899); e per- 
ciò anche le coordinale x, y, i, o i loro valori m, n, p dovranno assumersi 
per negativi , allorché il punto dato si troverà oon dalla parte degli assi , ma 
da quella dei prolungamenti.' Che se questo punto sia per rispetto ad un asse 
dalla parte positiva, e per rispetto ad uu altro- dalla parte negativa o de! pro- 
lungamento, in tal caso risulterà positiva la coordinata corrispondente al primo 
asse, negativa quella corrispondente al secondo. In generale tutte le coordinate 
di un punto situato in uno degli otto angoli (1073) hanno segni contrai-) a 
quelle di un punto situato nell'angolo di vertice opposto. Qualora non altro si 
avverta, supporremo il punto situato dalla parte positiva degli assi, e riguar- 
deremo perciò come positive tutte le sue coordiuale. 

2 0 Le coordinate x, r, i, o i loro valori m, n, p equivalgono alle respettive 
distanze dèi punto dato ai tre piani . Quindi se il punto cada sopra uno dei 
piani , per esempio su qurlld deile xz, sarà nulla 1* distanza », e la seconda 
equazione (1072) diverrà yxzO. Se cada sopra uno degli assi, come per esem- 
pio su quello delle x , siccome in tal caso si trova insieme e sul plano delle 
ir e Su quello delle xz, saranno nulle nel. tempo stesso le due distanze n, p, 
e ('ultime due equazioni diverranno perciò ; =0, *— 0. Se iofine coincidesse col 
punto di concorso degli assi, trovandosi allora in ciascuno dei tre piani, sa- 
ranno nnlle tutte le tre distanze, ed avremo per equazioni *=s0, y=0, z=0.‘ 
233 108I.SI concepiscano adesso tre nnovi assi X', J", Z' paralleli ai tre primi, 

e concorrenti in un punto A' comunque diverso da A. Avremo insieme tre nuovi 
piani ortogonali che saranno paralleli ai tre primi ; e se ri suppongano a, f>, x le re- 
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«petlive distanze degli uni e degli altri j ed x'^r^Z 1 quelle di ciascuno dei nuovi piani 
al punto B, saranno a, 6, x le coordinate che riferiscono il punto A al nuovo punto 
A', ed x saranno o potranno considerarsi come quelle che vi riferiscono il 
punto B (1072). Ed è poi chiaro che qualora il punto A' sia nell’angolo negativo 
(1072) degli assi X,Y,Z, avremo x'~a+x^ } J z=%-\-y, z'=x+ z, e quiudi x= 
x 1 — a.,y=s.j J — 6, z—z'—xj mentre all’opposto sp A' sianoli’ angolo positivo, sarà 
xx=x'-t-x, y=y'y-S, z— z'-+-z, ed x'=x — x, y J =r — 6,^'-^z— ocClie se A' ca- 
desse in uno qualunque degli angoli misti , i segni delle tre c^Sdiuate a, 6, x 
varierebbero a tenore della regola che abbiamo superiormente accennala (1080). 

1082. Kilenuta frattanto la prima ipotesi osserveremo, cheThtroducendo i nuo- 
vi valori di x, y, z in r= j/(x 1 + >' 1 -\-z 1 ), espressione della distanza del punto B 
al punto A (1074), si ha r=j/((x' — x)’-t-(>' — §)’-t-(z' — z) 1 ). Ora B ed A pos- 
son considerarsi come due punti comunque situati nello spazio, e riferiti al punto 
A', l’uno con le coordinate x',y', z', l’altro con le coordinale 3, , z. Se dunque 
peraimmetria cambieremo in x",y", z" le coordinale a, 6, x, ed r in il, avremo 
<f=j/((x' — x") '-!-( ) ' — ^") *-+-(z' — z") *), esavà questa l’espressione analitica 
della distanza reciproca di due punti sita ili comunque nello spazio , che abbiano 
per coordinate I’ uno x , ,y l , z\ l’altro x 1 ’, y", z". Chiamando poi r',r " le distan- 
ze dirette di ciascuno dei due punti all’ origine, avremoancura «/^^(r 1 1 +r" * — 
2(x'x"+y_;• ll -^z'I ,l )), a motivo di r 1 1 =x’ 1 -t-z’ *, e d »•" 1 ==x" 1 -+- y" » -+- 
*"*. E poi ben chiaro 1°. che questa stessa espressione verrà egualcnenle_aj’appre- 
sentar la lunghezza di una retta interposta tra i due dati punti; 2°. che sarà l'equa- 
zione di una sfera che abbia per centro uno v|t:i punti dati, e per raggio d ; 3°. che 
x' — x",y— jr", z 1 — z" corrisponderanno alle projezioni della retta data sopra cia- 
scuno dei tre assi ; onde anche nel caso che la retta non parta dall’ origine si verifi- 
cherà ciò che di sopra accennammo (1078). 

1 083. Ma 6Ìeno i tre nuovi assi X , ,F 1 ,Z' non più paralleli , ma bensì in dire- 
zione comunque inclinata su quella dei primitivi, e di più obliqui fra loro, e vo- 
gliansi i valori delle coordinate primitive x,y, z, dati per le coordinate x',y', z\ 
che riferiscono il punto B ai nuovi assi. Distingueremo due casi , cioè che i nuovi 
assi abbiano comune l'origine A coi primitivi , o che l’ abbiano differente. Nel pri- 
mo supposto, le coordinate x, y, z dovran dipendere dalle nuove per mezzo di re- 
lazioni lineari delle forme generiche seguenti: xz^ax'+a'/'-t-a'V, yxxbx'+Vy 1 
-yV'z\ z=cx'— (-«V'- (-c"s'. Infatti poiché facendo x'=| '=zz'==0,cioè supponendo 
il punto B trasportato all’origine A, deve egualmente aversi x=y=z= 0, è chiaro 
che nei valori di x, y, znon potranno esser contenuti termini costanti. Inoltre 
siccome al punto unico B non competo che una sola ordinata nel senso di ciascuno 
dei sei a6si , così l’ equazioni di rapporto dell’ une coordinale con 1’ altre debbono 
esser tali, che per qualunque coordinala sieoo risolute, non somministrino se non un 
solo valore; il che non potrebbe accadere qualora le coordinate vi si trovassero ad 
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un grado maggiore deli' unità , ossia l’ equazioni non fossero lineari. Non allro dun- 
que rimarrà che conoscere il valore delle costanti a, b, c,a\ b\ c\ a", 6", e". 

■(084. Or queste quantità, comecché appunto costanti , hanno sempre uno stes- 
so valore qualunque sia la posizione del punto B. Posto ciò si supponga che B ca- 
da in qualche punto M dell'asse A'. Avremo y=0, s'=0, d’onde v — or 1 , y=x 
bx', za sci' . Ma z'=AM può considerarsi come una retta stesa dall’origine A al 
punto M, e perciò deve aversi (1075) xxx'cosx'x, yxy'cosx' y f zzzz'cosx'zj dunque 
per questa, e quindi per ogni altra situazione di B, saranno axacosx'x, b=cosx' v , 
cxxco. tx'z. Nel modo medesimo, supponendo B trasportato in un punto dell’asse 
1 ', e poscia in un punto dell’asse Z’, troveremo a’=cot i J x,b'=eos . 'y,c'—cot r'z, 
a"=eosz'x, b"=eotz' y, e"=cotz'z; per il che le tre relazioni supposte diverranno 
x =x'cosx'x-i-jr'cosr'x+z'cosz'x y — x'cosx' r-t-y'cosy'y-yz'casz'y 
Zxxx'cotx'z-i-y'cosy'z-bz'cosz'z. 

4085. Se accada che uno dei nuovi assi, come per esempio Z' t mantenga la situa- 
zione dell’asse Z, e i due X 1 , Y' si conservino nel piano degli assi X, Y, in tal ca- 
so sarà a'z=0, z'x=»V=ar , z=)- , z=90 l> ,ed^-' k— 90° — y'x, d’onde x=x’cosx'x 
-+ -y'cosy’x ; y=x'cotx' r'-t-y'cosy rzxx'cosjy 1 r-hy'senj ’x ; z—z'. 

4086. Questa trasformazione dell’ uno nell’ allro sistema di coordinate , da- 
ta per mezzo degli angoli fatti dagli assi fra loro , non è sempre la più opportuna. 
Giova , nell’Astronomia specialmente, piuttosto averla per mezzo delle inclinazio- 
ni dei piani, e per gli angoli che le loro intersezioni fanno con gli assi. A tal effet- 
to, supposti gli assi ortogonali , si osserverà che se col centro in A, comun concor- 
so di tutti gli assi, s’ immagini descritta una sfera di raggio qualunque, i piani 
delle coordinate si cangeranno in piani di circoli massimi (750) , le loro inclina- 
F. 234 zioni in angoli sferici ( 859 ), le loro intersezioni e i loro assi in raggi. Sia dunque 
SPYZ la sfera, e i raggi AX, AY, AX', AY' rappresentino gli assi X, Y, X', Y 1 . 
Descritti gli archi X'X, Y'X, X'Y, Y'Y, YX, Y'X', prolungati i due ultimi fino 
al loro incontro in P, e condotto il raggio AP, è manifesto 4". che l’ arco X'X mi- 
sura ed eguaglia l’angolo al centro XAX', fatto dagli assi X', X , mule si ha X'X— 
x'x ; come per la stessa ragione si avrà Y'Xxzy'x, X'Y =x'y. 2“. Che gli archi YX, 
Y'X 1 contenendo l’angolo degli assi Y, X ed 1", X 1 , saranno ambedue di 90°. 3°. 
Che i settori PAX, PAX' essendo nei piani degli assi Y, X, ed Y',X', il raggio AP 
rappresenterà l’ intersezione di questi piani , e l’ angolo XPX 1 la loro inclinazione. 
Si chiami frattanto 8 quest’ inclinazione, e S, f gii angoli che gli assi X,X fanno 
con l’ intersezione AP : avremo XPX'x=0, PX=^, PX'^=f, PY=^+90°, PY'=f-t- 
90°; e i quattro triangoli PXX', PXY', PYX 1 , PYY' daranno (870.11*) 

I*. cotx'x — cosOscn&senf-ycosicosp 11*. cosy'x acosBien^/cosy — corbsrnf 
III*. cosxy=coi0cos yscny — scnycosy I V J . emy'yxxcosOcos^cosyy-ien^senf 
235 Si rappresentino adesso coi raggi AZ, AZ' gli assi Z, Z', e si conducano gli archi 
X'Z, Y'Z, XZ'.'YZ', PZ,|PZ' . Sarà qui pure cvideuleweute X'Z — x'z, Y'Z —y'z. 
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■Z'Xss* 1 *, Z'Yss»'/. Inoltr» dovendo gli assi Z, Z' esser normali l’uno al piano Fig.235 
XAY, l’altro al piano X'AY', e quindi alla loro intersezione AP (693), si avrà 
PZ=90°=PZ', XPZ=90°=X I PZ', e perciò X ! PZ.=90° — 8, XPZ'=9O°-i-0. Quin- 
di ritenuti gli altri precedenti valori, i quattro triangoli X'PZ, Y'PZ, XPZ 1 , YPZ' 
daranno V.* cosx'z^senQscnfi VI.* cosy'a=senQcos<f ; VII. * cosz'x= — senBsen^} 

Vili.* eost'y z=—senBcos'f>. 

s Infine l’angolo degli assi Z, Z’ essendo eguale a quello dei loro circoli 
massimi (862), avremo IX.* co^zsscotB. Or sostituendo questi nove valori nelle 
formule precedenti (1084), ai otterranno espresse nel modo che si cercava le 
coordinate x, y, % del dato punto B, o le sue nuove equazioni. 

1087. Applichiamole ad un caso semplicissimo e nel tempo 'stesso di rile- 
vanza somma per cose che dovremo esporre in appresso; cioè che il nuovo asse 
X' sia nel piano delle xy, e il nuovo piano delle x 1 ^- 1 passi per il dato punto B. 

In queste supposizioni avremo z'=O(lO80. 2.°), l’asse X si confonderà con l’in- 
tersetione AP, e sarà per conseguenza f=0; dunque (1084) 

xxsy'cmOteml-hx'cosp, yx=y' cosBcor^— x'remp, zxxy'senB. 

1088. Rimarrebbe adesso da esamiuare il caso in cui i nuovi assi X', I', 

Z' diversificassero dai primitivi non solo nella direzione, ma ancor nell’ori- 
gine (1083). A tale effetto, supposta la nuova origine in A 1 dentro l’angolo po- 
sitivo degli assi X, Y, Z, s’immagini un terzo sistema d’assi X 1 ', Y", Z" 
paralleli al primitivi, e concorrenti in A' con gli assi X', Y, Z' ; e ti suppon- 
gano x", y", z'I le coordinate che riferiscono ad essi il ponto B. E chiaro che 
nel caso attuale spetteranno a queste coordinate i valóri che nel precedente 
spettavano alle coordinate x, y , s. Ma supposte a, 6, * le coordinate che 
riferiscono il punto A 1 al punto A, abbiamo (1081) xcsa-f-x’ 1 , yc=S-+y’ , 1 
«=*-+-*" j dunque nell’ipotesi che alla diversità della direzione si aggiunga 
pei nuovi assi anche lo spostamento d’origine, non altro abbisognerà che respet- 
tivamente aumentare i superiori valori di x, y, z delle quantità a, 6, x, prese 
noi segni che loro si competono a seconda della situazione che avrà il punto. 

A 1 relativamente al punto A (1081). 

1089. Riprendiamo, per darne un esempio, il caso di sopra (1087), e sup- 

poniamo l’origine dei nuovi assi in un punto dell’asse primitivo X; Saranno 
visibilmente nulle 6 e x, onde deHe tre formule non cangerà che la prima, per 
la quale avremo 'co J0t emp-t-x'corip . E se infine si vuole che l’asse X 

rimanendo sul piano delle xy sia parallelo all’asse X, saranno nulli <p , e 
la coordinata x, ed avremo xs=«-4-x', y=6-+-y' cosB, zxxy’senB. 

Equazioni della linea retta nello spazio 


1090. Abbiasi non piu un punto, ma una retta indefinita AB con l’origine 
in A, della quale si vogliano ^equazioni. S’ immagini che sul piano XAY delle 
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Fig.232 xy scanda per AB un piano normale, a cui daremo il nome di piano profittante, 
e aia AC la comune interferone di questi due piani. Se da un punto qualunque 
B di AB ti conduca la BC normale ad AC, e qnindi da C la CP normale ad AX, , 

saranno AP, PC, BC le tre coordinate x, /, t del punto B. Chiamati frattanto 
w, & gli angoli PAC, CAB latti dalla projezione AC con l’asse AX e con la retta 
proposta AB, i triangoli ACP, ACB daranno le due equaxioni 1.’ yzszxtangu, 

2.* zsxxsecutangQ. Or la prima spetta visibilmente alla projeiione AC (914. 3.°), 
e dato u stabilisce la posizione del piano proiettante, che dovendo sorger nor- 
malmente al piano nella direzione di AC è obbligatamente determinato quando 
è determinata AC. Z.a seconda, dati w e 6, fissa sul piano projeltanle la posizione 
di AB; ed è dunque chiaro die ambedue prese insieme determinano la situa- 
zione della retta data, e uè son petciò ['equazioni. 

4 094 . Se in luogo di sceglier per piatto della proiezione il piano delle xy si 
fosser prescelti quelli o delle xz, o delle ri, chiamati ni', w" gli angoli fatti 
dalle due nuove poojezioni nel primo caso con l’asse Z, nel secondo con 
l’asse Y, e 8', 6" quelli fatti con la retta data, avremmo avuto nell’uno dei 
casi xxzUangt»', y=zsett> ! tangtf, e nell’altro zxzytan gas", x=yteco>" tangO" f 
due nuovi siatemi d’equazioni atti a rappresentare del pari che il precedente la 
retta data. Ma qui possiamo osservare di più che le prime equazioni di ciascuno 
dei tre predetti sistemi , cioè y=xtang ni, jr=Wa»gw', zxzytangu" spettando 
alle projezioni di AB sopra ciascuno dei respellivi tre piani , determinano 
anche le posizioni dei tre piani .proiettanti, che tutti s’intersecano iu AB. 
Quindi due qualunque di esse determinano AB ; essendo chiaro che supposti 
dati di posizione due -piani , deve aversi come data anche la loro intersezione 
comune. Perciò combinaodo insieme a due per due le riferite equazioni, po- 
tremo ottener tre altri, sistemi , i quali comecché più semplici dei tre prece- 
duti, saranno ansi quelli, di cui faremo più uso. 

1092. Attenendoci dunque a questi , si supponga per maggior generalità 
che la retta data non passi per 1’ origine A. Preso un suo punto qualun- 
que A' riferito al punto A dalle coordinale a, 6, x, vi si facciano pattare 
tre nuovi assi X 1 , F 1 , Z' paralleli ai tre primi. Fra le coordinate che ri- 
feriscono il punto B alla nuova origine A' sussisteranno manifestamente, come fra 
quelle ^he lo riferivano alla primitiva, ['equazioni y'xzx'tangtt , x'szz'tangrJ , 
z'=xy',tangu". Ma, supposta la nuova origine nell’angolo positivo degli assi 
primitivi, abbiamo (t 08 1) x'sxx — a, y’z=y-rS, z'xzf — x ; . sostituendo dunque 
avremo y=z(x—a,)tango>+-6 , x—(z — r)tang(a'-+-a, z=x(y — 6)iangw"-t-x, ove 
le coordinate x, y, z continueranno ad esser quelle che riferiscono il punto B 

^ r— € 

alla origine primitiva. Or qui si osserverà t.° che avendosi dalla 1 .* tangaxz , 


dalla 2.* tanga'zx^-— , dalla 3.* tangu n z =— — sarà tangb)tangt*'iangti"=xt, 
Z ~ * et ' 
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condizione analitica cbe deve aver luogo ogni qualvolta le tre equazioni apparten- 
gono ad una medeaima retta. 2°. Che ae la retta aia parallela al piano delle xy, la 
aua projezione aul piano delle vz risulterà parallela all’ aase delle y; d’ onde 4i n =0, 
e quindi per una delle equazioni 2 =x. Che se di più la retta coincida col piano , 
nel qual caso x=0(l 080.2°), la predetta equazione diverrà 2=0. Nel modo stesso se 
aia parallela al piano delle xz, la sua projezione su quello delie x y sarà parallela 
all’ asse delle x, il che darà u=0, e quindi j'x=S, e di più _y=0, qualora la retta 
sia aul detto piano. Come pure si troverà x=a, o x=0, quando la retta sia parelle- 
la al piano delle yz, o sia con esso coincidente. Quindi 3“. se la retta sia parallela 
ad uno degli assi , o normale ad uno dei piani , e per conseguenza parallela agli al- 
tri due , avremo per equazioni x=a, j>=€ nel caso che l’asse parallelosia Z, x=a, 
x=x nel caso che sia }', y=?, z=x nel caso che sia X. 4°. Se il punto A della 
retta sia sopra uno qualunque degli assi , per esempio sull’ asse Z, le sue distanza 
et, 6 dai piani delle xz, e delle yrz (1080.2°) saranno nulle, e allora le tre equa- 
zioni si ridurranno ad y—xtangu, *=( 2 — x)tangta‘, 2 = rlangv "-t-x . 

1093. Si chiamino f, 9 ', f" gli angoli che le diverse projesioni nei piani del- 
le x r, delle X 2 , delle yz fanno con gli assi delle y, delle x, delle 2 . Sarà p=90° — 
w, y'=90°— a)', f“= 90° — tu", e quindi m= 90° — p, u'=90° — p 1 , ai 1 '=90° — p", 
valori che introdotti nelle precedenti equazioni, daranno x=(j y — 6)tang p-f-a, 2 = 
(x — a)tang p’-i-x, y=( 2 — x)tangp"-+-6- E come queste nuove equazioni non sono 
che le primitive sotto diverse forme, perciò anche due qualunque di esse combina- 
te fra loro, o una qualunque di queste combinata con una qualunque delle prime 
( escluse l’ identiche, ossia quelle fra le medesime coordinate), darauno luogo ad 
altrettanti sistemi d’ equazioni , tutti in un modo medesimo atti a rappresentar la 
retta proposta. 

1094. Concluderemo perciò in generale, 1°. che una retta AB è determinata 
da un sistema di due equazioni di primo grado, della forma x=nz-4-ò, r=a'z-+-4', 
o dell’altra x=az-+-ò, x=a V+4 1 , ciascuna delle quali è fra due coordinate , l’u- 
na comune ad ambedue , l’ altra in ambedue differente ; 2° . che ognuna di esse rap- 
presenta separatamente la projezione della retta data sopra uno dei piani ortogonali; 
3°. che questo piano , a cui daremo il nome di piano dell’ equazione , è deno- 
talo dalle due coordinate che sono in equazione fra loro ; 4°. che i coefficienti 
a, a' equivalgono alle tangenti degli angoli fatti dalla projezione con l’ asse cor- 
rispondentc alla coordinata che ciascun di essi accompagna. Dipendon dunque sol- 
tanto dalla direzione della retti , e perciò 5°. sono eguali per tutte le rette parallele, 
o per la stessa retta allorché passa da una in un’ altra posizion parallela ; 6°. son poi 
sempre nulli, allorché la retta è normale al piano dell’equazione, nel qual caso, come 
abbiam veduto (1092.3°), la coordinata del secondo membro sparisce, e l’ equazio- 
ni divengon determinate. Infine 7°. debbon considerarsi per noti , allorché la dire- 
zione delta retta sia data , per incogniti quando la direzione si cerca. 
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t 09 j. Quanto all* costanti b, b' , siccome starno a rappresentare o l’ una o 1* altra 
delle tre espressioni (t 092) — ztoogt-H-S, — xtanjai'+a, — Stango>"-\-x , perciò 
t“. dipendono insieme e dalla posizione e dalla direzione della retta; 2°. son sempre 
amile quando la retta passa per l’origine delle coordinale, il che non solo si rileva 
dalla natura delle equazioni che Lrovammn per questo caso (1091), ma anche dall’ 
osservare che allora con x=0 deve aversi insieme_f=:0,z=0(1080.2 o ); 3°. che se la 
retta passi semplicemente per uno degli assi, allora è nulla quella delle due costanti, 
che appartiene all’equazione, le cui coordinate corrispondono agli altri due. Cosi se 
l’asse di cui si parla è quello delle z, sarà nulla b nell’ ultima equazione del secon- 
do sistema , dovendo in tal caso aversi >=0 con f:=0. 4°. Generalmente i valori 
«li b, b' equivalgono, come è chiaro , a quello che la coordinala del primo membro 
di ogni equazione ha nel punto , ove la coordinata del secondo si annulla , vale a di» 
re in quel punto ove la retta proposta incontra il piano formato dalla coordinata 
del primo membro, e da quella che manca nell’equazione. 5°. Infine debbon que- 
sti valori assumersi come noli quando la retta sia data di posizione, come incogni- 
ti allorché la posizion della retta si cerca. 

1096. Del resto il metodo già dichiarato (1091), col quale possiam determi- 
nare la posizione ili una retta per mezzo di due sue proiezioni o delle loro e- 
«ptazioni , è visibilmente applicabile al perimetro di qualunque poligono, come pu- 
re alle curve , sussistendo evidentemente anche per questi due casi lo stesso princi- 
pio sul quale noi lo fondammo ( ivi ). Stabiliremo perciò che i perimetri dei po- 
ligoni e delle curve hanno per equazioni quelle di due qualunque delle laro 
projezioni. Deve escludersi il caso che il piano della curva sia parallelo ad uno di 
quelli di projezione ; poiché le projezioni sugli altri due piani degenerando allora 
in linee rette, le loro equazioni non sarebbero altrimenti idonee a specificar la qua- 
lità della curva , e potrebbe soltanto dedursene la situazione rapporto al piano pa- 
rallelo. In tal caso dovrà farsi uso di una di queste , e di quella della projezione sul 
piano parallelo. 

1097. Le superficie costituite dalle normali che dalla curva scendon sui piani 
di projezione si chiamano superfìcie projettanti cilindriche , attesa la loro analo- 
gia col cilindro, sia per patte della forma prismatica , sia per quella della base cur- 
vilinea , benché non circolare. E come le normali costituenti queste superficie ter- 
minano in ciascuna di esse alla curva data, cosi la curva dovendo trovarsi in amen- 
due i sarà dunque rappresentala dalla loro intersezione comune. 

Equazione del piano 

109S. Abbiasi il piano indefinito CBD, e sia B il punto ove uno qualunque; 
degti assi, per esempio quello delle Z, lo incontra ; BC, BD ne rappresentino le 
tracce su i plani delle xt, e delle i Z, cioè le inlersezioui con questi piani ; infitto 
siano «, ss' gli angoli dell’ una traccia con l’asse delle x, dell’ altra con quello del- 
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te r- Condotta per un plinto qualunque E ili BD la reità EF parallela all'altra trar- 
ci» BC , e supposte y' , z' le coordinate di BD, x, y, z quelle di EF, e 
latta AB=C, avremo fra z' ed y' l’ equazione z'xsy ’taiigrW-hC (914.4", 1 095.3°), 
e fra z ed X l’ altra equazione z=:xtanga>+b (914.4°), ove b rappresenterà ciò che 
diviene z al punto E (1095.4°); ma in questo punto, comecché comune ad EF e 
a BD , si ha z=z', e di piu y'— y, dunque bxsz'=ytangu'+C ; e quindi z= 
xumgbb+-ytahg<ù' -+-C, equazione che essendo fra le tre coordinate x, > , z di qual- 
sivoglia punto F della parallela qualunque EF, spetta perciò a qualunque punto del 
piano , ed è per conseguenza l’ equazione del piano. Potremo rappresentarla con z= 
Ax-yB r-4-C, oppure con y=Ax-yBz+C, oancora con x=rfz+8/+C, le qua- 
li due ultime forme nascono dalla prima, permutate fra loro le denominazioni 
delle coordinate, cosa, siccome è chiaro, quivi del tutto indifferente; e in tal caso 1°. 
A, B saranno le tangenti degli angoli che le tracce fanno con gli assi corrispondenti 
alle coordinate, alle quali A, B servono respetti vamente di coefficienti , e C sarà il 
valor dovuto alla coordinata del primo membro; al punto óve le due del secondo si 
annullano , ossia dove il piano incontra l’ asse Corrispondente alla coordinata del 
primo. Quindi 2°. per un altro piano parallelo al dato i Coefficienti A, B rimarran- 
no gli stessi, e non varierà che la sola C. 3°. Se il piano passerà per l’ origine , C 
sarà nullo. 4°. Se è parallelo all’ asse X, sarà nullo il coefficiente di x, e l’ equazio- 
ne del piano diverrà z=B>-\-C, oppure yzxBz+C ; se è parallelo all’asse Y sa- 
rà nullo il coefficiente di y, ed avremo zxxAx-{-C, oppure x=A z-i-C; siccome 
avremo xz=By-\-C, oppure y—Ax-yC, se il piano sarà parallelo all’asse Z. 5°. 
Se è parallelo al piano delle xy, e per conseguenza ai due assi X, E) saranno nulli 
insieme i coefficienti di x e di y, e l’equazione a=zAx+By -4 -C si cangerà in z=C; 
come si cangeranno in x=C, y—C le altre due, se il piano sia parallelo a quella 
delle yz, o delle xz. 6°. Se é tutto steso sul piano delle n; saranno nulle insieme 
A, B, C; onde s=0 sarà l’ equazione del piano delle xy, come x—0, i —0 sareb- 
bero quelle dei piani delle yz, e delle xz. 7°. I coefficienti A, B, C dovranno 
al solilo riguardarsi come quantità note, quando il piano è dato, e comete inco- 
gnite del problema , quando il piano si cerca. 

1099. Le tracce sui piani coordinati offrono il modo il più naturate bensì, ma 
non l’unico per determinare la posizione di un piano. Essa rimane egualmente de- 
terminala mediante una retta di nota origine, di nota posizione ; di nota lunghezza 
e normale al piano ; il che è ben chiaro. L’equazione che allora se ne deduce di- 
versifica molto dall’altra nel valore e nel significato dei suoi Coefficienti. Per con- 
cluderla nel modo il più speditivo, supporremo che la normale abbia l’origine nel 
eomun concorso A dei tre assi , e che ne sia r la lunghezza contata dall’origine fi- 
no all’ incontro del piano. Immaginiamola prolungata altrettanto di là dal piano fi- 
no in B in modo che si abbia AB=2r ; e sieno x’, y', z’ te coordinate dell’ estre- 
mità B. Siccome il piano divide in mezzo la normale AB, i chiaro che ogni suo 


.236 


Digitized by Google 



F.237 


punto M uri equidistante dalle due estremità A,B; e poiché chiamando x, y, zie 
coordinate di questo puuto qualunque, si ha J/(x*-l- , * 4 - 1 *) per la distanza di 
M da A (1074), e |/((.r* — x)*-t-( — z)*) per la distanza da B, do- 

ari esser dunque |/(.r * -H/ * -f- 1 1 ) = j/((x' — x) * -t-( jr 1 — /)* -+-(s' — z) 1 ); 


d’onde «'+ v^'H-zz': 


ar , *-Hy , »H-* 1 * 


. Ma (1082) x ' 1 * -i-z' * = (2r) * , e 


(1 07 5) x'= 2 /cojrx ,jr’=2rcosr r, z'= 2 rcoirz, dunque xcosrx+ rcosr r-4-zcosrz 
=r, equazione cercata , nella quale per quanto appariscano quattro costanti , a dif- 
ferenza della precedente (1098) ove non erano che tre sole; pure sia perchè una può 
sempre togliersene col mezzo della divisione, sia perchè tra le tre prime esiste la re- 
lazione (1075) cos , rx-t-cns , /y+cos % r:z=l, che rende una di esse dipendente 
dall’ altre due , esse non sono in sostanza che sole tre. Quest’ equazione che nelle 
applicazioni si trova più opportuna della precedente, per quanto men semplice, si 
suole ordinariamente rappresentare con Ax-\-By-\-Cz—D, ove dunque D è la lun- 
ghezza della normale, ola distanza del piano dal punto d’origine, ed A, B, C so- 
no i coseni delle inclinazioni della normale sopra i tre assi; e deve tra questi coef- 
ficienti sussistere la relazione^ 

1100 . Se r equazione si divida per D, e si continui a rappresentarne il primo 

cosrx 

membro con Ax-\-By-\-Cz ,»\ remo A x-y~B t -y-Cz—l. In tal caso sarà A— , 


_ cosry cosrz , , „ - 1 1 

C = ~-, «d A>+B>+C> = -. D. , 


j4.BC 

e ° Srx= y'(À’+B’+0) ’ C ° ,r 1 ~~ V(A’-yB'-y-C') ’ eo,rz —y (A'-y-B « -y-C* ) ’ 

formule che danno la lunghezza e la posizione della normale, quando la posizione 
del piano sia conosciuta. 

1101. Un piano resta altresì determinato quando se ne assegni la tracciael’in- 
clinazione sopra mio qualunque dei piani coordinati. Sia BC la traccia sul piano 
delle x i , ed abbia per equazione x'=r J tangu>- p-5 (1098); sarà AC=A (1095.4°) , 
ABC— (J (1098); e se da M, punto qualunque del piano, e di cui supporremo esse- 
re x, > , z le coordinate, si conducano l’ordinata MP=z e la MQ normale a BC , 
da Q la QP, per P la DE parallela a BC, e infine da C la CN normale a DN, pri- 
mieramente sarà MQP 1’ angolo d’inclinazione, che chiameremo 0, del piano dato 
con quello delle xi (701 ). Avremo poi z=QP/ang0xxCNtangO=CEeos<ut<mg0. 
Ma CE^AK-(-RE — AC=x -hytauga — i; dunque z—(x-y-ytangu — i)cosatangQ, 
ovvero z — xcosùìtangQ^zyscnwtangQ — hcosiMangO, equazione del piano , che po- 
trà mettersi o sotto la forma z-y-Ax-y-B j =C della prima (1098), o sotto l’altra Ax 
-y-B 1 -+-Cz=D della seconda (1 099),dopo averla in quest’ultimo caso moltiplicata o 
per cosO, o per coti. Adottando il primo fattore, avremo Az= — tenQcost », B — — 
jenQjeniu, C=rcos0, ed A , -y-B‘‘-y-C*=zi come nella seconda (1099). 

1102. Infine si osserverà che tanto il punto, quanto U retta ed il piano, vengon 


Digitized by Google 



1 53 

rappresentiti ila equazioni di primo grado. Ma il punto ne ha tre, U retta due, ti 
piano una. 

Equazioni della retta e del piano dipendenti da eonditioni attenuate 


i 1 03 . L’ equazioni generali della retta e del piano , quali le abbiamo stabilite 
ban sempre luogo qualunque sia la posizione dell’ una e dell’ altro nello spazio- Che 
se la posizione sia determinata da condizioni date, l’ equazioni non cambieranno di 
forma, ma le loro costanti o parametri prenderanno dei valori particolari, che diver- 
sificheranno secondo la varia natura delle supposte condizioni, conforme appunto si 
notò trattando dei parametri delle rette e delle curve stese in un piano dato (1053). 
Esporremo qui pure questa Teoria in foggia di quesiti , nei quali non faremo en- 
trare se non quei soli casi che pongono in rapporto rette con rette, o piani con piani, 
orette con piani, riserbandoci ad estendere in seguito le stesse ricerche alle rette ed 
ai piani tangenti e secanti, cioè che toccano dovunque, o comunque attraversano la 
superficie di un dato solido. E quanto alle tre diverse equazioni del piano, adottere- 
mo la prima(l 098) come piu semplice. I risultamene che se ne otterranno potran poi 
ridursi a quelli che ottenuti si sarebbero dall’ altra e più comune Ax-\-B y-\-Cz=x 


„ . , A B 

J), sostituendo — — , — —, 
C G 


D 

-m 


luogo di A, B, C. Per comodo di discorso 


nomineremo i punti per mezzo delle loro coordinate, scrivendo per esempio x'y'z' 
per denotare quel punto che ha le coordinate x',y', z' . Supporremo inoltre ortogo- 
nali gli assi coordinati. 

1 1 04. 1°. Trovar l’ equazioni di una retta che passa per un punto dato x'j J z'. 
Si suppongano ar=azs-4-i, f^az'c-l-i 1 1* equazioni cercate (1094). Come rifletlemmo 
in simil caso anche altrove (1054), è chiaro che se la retta deve passare per il pun- 
to dato , può dunque questo considerarsi come uno dei punti di quella , e debbon 
perciò fra le sue coordinate aver luogo le stesse equazioni di rapporto che sussisto- 
no fra quelle d’ogni altro punto della retta. Avremo dunque ar'=az , -l-4,j' , =a's l -t-4'. 
Di qui i valori di 6, 4', che sostituiti nelle due precedenti supposte equazioni, da- 
ranno per l’ equazioni cercate, e proprie del caso nostro x=a(z — ;')-f-ar', y=a' X 
(r — z')-t- i y'j ove restando indeterminate a, ed a', ne risulta che la retta potrà ave- 
re un’ infinità di direzioni (1094.4°), come è d’altronde evidente. 

1 1 05. II". Trovar 1’ equazioni d’ una retta che passa per due punti dati x'y'z', 
* / 1 • 

Supposte come sopra xx=az-i-6, yx=a'z- 1-4 1 l’ equazioni cercate, la doppia 
condizione darà x'=az'-t-&, y'xxa'z'-hi', x' l zxaz ll -t-i, y ll zzza'z l 4-i 1 . Di qui i va- 
lori di a, i,a',i', che sostituiti nelle due equazioni, daranno per quelle della retta 
cercata x(z' — i ,| )=;(x l — :r l ')-f-z l ar' 1 — xV ,y(z' — i")=i( — y"')-hz'y JI —y l z"; 
ove non restando alcuna indeterminala, si oonclude che la retta la quale passa per 
i due dati punti non può esser che unica. 
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( (OS. (IP. Trovar l’ equazioni di imi retta parallela ad un' altra <^ta , a cbe 
pani per un punto dato x 1 ^'* 1 . 

Sieno x"z=az' '-hi, r l 'z=a'z"-hb' l’ equazioni della retta data , potranno sup- 
porsi X=zazs-(-€, y=ut‘z+S' quelle della parallela (1094.5°), con le quali attesa l’al- 
tra condizione del problema, dovranno aver luogo le due x'z=az'-+-S, r'=aV-(-C . 
Di qui i valori di 6, 6* che daranno perle due equazioni cercate x=az(z — s'J+x 1 , 
y=a'(z — z'H-.r 1 . Se la retta data è uno degli assi , per esempio l’ asse Z, saranno 
bulle a, ed a' ((094), ed avremo x=x', 7 ’=r 1 . Se il punto dato cade sull’asse X, 
saranno nulle v 1 e a', ed avremo x=a:+x l ,/z.a : J. 

( (07. IV°. Trovare 1* equazione di un piano cbe passa per un dato punto xlr'* 1 . 

Si supponga z=Ax-\-By-yC l’ equazione del piano ; per ragioni eguali a quel- 
le prodotte sopra (((04), dovrà aver luogo altresì l’equazione z^Ax'-yBf+C, 
Di qui il valor di C , cbe introdotto nell’equazione supposta darà per la cercata 
x—z'—A(x—x ] yyB{y — y 1 ), ove restando le due indeterminate A,B, si compren- 
de come per il punto dato può passare un’infinità di piani. 

( (08. V°. Trovare 1’ equazione di un piano cbe passa per due punti dati xly'z 1 , 

*Vi". 

Sia come sopra z=Ax-+-Br-\-C 1’ equazione cercata del piano. Dovrà aversi 
z l =Ax'-i-By-'y-C,z r —Ax' l -}-B y t '-\-C, d’ onde tratto il valore di C, e d’uno qua- 
lunque dei due coefficienti A,B, e l’uno e l’altro introdotti ioquello di avremo 
l’equazione richiesta, nella quale resterà un’ indeterminata soltanto. 

( (09. VI 0 . Trovar 1’ equazione di Un piano che passa per tre punti dati X^'i',- 

■Supposta la solita equazione del piano, avremo le tre altre z’xzAx’-y-By'+C, 
z '—Ax'‘-hB i ''-hC, z" l —Ax‘ ll -+-By'"-i-C, che serviranno a determinare i tré 
coefficienti A,B,C, e a darci quindi la richiesta equazione senza indeterminata ve- 
runa. E qui può notarsi che se i tre punti sieno sopra i tre assi , cioè il primo sull’ 
asse X, il secondo sull’asse Y, il terzo sull’ asse Z, saranno nulle per il primo r* 
e i‘ ((080.2°), per il secondo x", z", per il terzo x" 1 ,^'". L’ultima equazione darà 

-li' fin 

dunque immediatamente C=z'", e quindi le prime due Azz . , Bzx - ^ ; 

con che l’equazione del piano si cangerà in zx l y"-i-xy"z"'-i-yxz’"zzx[y ,! z' [ '. Che 
se inoltre i tre punti sieno equidistanti dall’origine, nel qual caso il piano è 
base d’ una piramide tetraedra regolare , di cui X 1 , y 1 , z' sono gli spigoli eguali , a- 
vremo per equazione di questa base x+y- \-zzxx 1 . Ora x, v, : sono in questo caso 
tre normali , che da un punto qualunque della base scendono sulle facce della pi- 
ramide ; si concluderà peveiò che se da un punto qualunque della base di una pi- 
ramide tetraedra regolare si conducano tre normali sulle tre facce , la lord 
somma e costante, ed eguaglia la lunghezza d‘ uno degli spigoli o lati- 

(((1). Vll°. Dati di posizione due piani non paralleli , trovar l’ equazioni del- 
la loro comune intersezione. 
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Si* * se Ax + By-\-C l’equazione dell’uno dei dati- piani ,u = A'» 
•\-B'y-+-C quella dell’altro; le quantità A, B,C,A', B , C 1 saranno tutte 
note, supponendosi nota la posizione dei-piani (4098.7°). Inoltre poiché l’interse- 
tione k una retta comune ad ambedue , spetteranno perciò a ciascun punto della me- 
desima Unto la prima , che la seconda equazione ; e rapporto unicamente a questa 
retta, le y, x, z dell’ una saranno quantità in tutto identiche ed equivalenti a quel- 
le dell’ altra. Or se da queste equazioni riunitesi elimini z ( avremo {A — A')x-h 
(B-B')y+C-C = 0 j se si elimini y , avremo (/?' — B'yz-y-^A' B — -AB')x-+- 
BC — B'Cxx 0, equazioni di cui la prima rappresenterà la projezione dell’ interse- 
zione cercata sul piano delle xy (4094.4°. e 2°), la seconda la rappresenterà sul 
piano delle xz} e quindi ambedue serviranno a dar la posizione della retta cer- 
cata (4094), o saranno le domandate equazioni. 

4 4 4 4. Se il secondo dei due piani fosse parallelo al piano coordinato delle xy t 
O a quello delle xz, o a quello delle rz, avrebbe per equazione nella prima ipote- 
si (4098.5°) i—C', nella seconda _p=C ! , nella terza x=C'. Inequazioni dell’interse- 
zione sarebbe»- quindi nel primo caso Z—O, Ax-hByz=C — C, nel secondo y~z= 
O, z—Ax-yBO-yC, nel terzo xx=C', :—B y-yAC'+C. E se di più si l’uno che 
l’ altro piano passassero per un punto noto , con le due equazioni corrispon- 

denti al primo caso sussisterebbero l’ altre due z'=C, Ax , -+-By l - C'. — C) con 
quelle corrispondenti al secondo sussisterebbero le due y'xxO, z'xzAx'-yBQ-\-C; 
e con le corrispondenti al terzo le due x'=C, z' =xBy'y-AQ-\-C. La nuova con- 
dizione ridurrà dunque l’ equazioni di cui trattiamo a z=z‘ t ed A(x’ — x)=xB(y 
—J'I) se il piano sia parallelo a quello delle xy; ad j=zy‘, e z — z l=A(x — x 1 ) se 
sia parallelo a quello delle xz, ed infine ad x=r', e z — z'—B^y—y 1 ) se zia pa- 
rallelo a quello delle j z. Faremo in seguito buon uso di queste ricerche. 

4 4 42.VIII°. Trovar l’equazione di un piano che passi per un punto dato 
x'ylz 1 parallelamente ad un piano dato. 

Sia z=Ax+By-\-C l’ equazione del piano dato; sarà zxxAx-^-By-^-O quella 
del piano parallelo (4098.2°), ove non avremo d’ incognite che la sola C. Or poi- 
ché il punto dato deve per condizione trovarsi sul piano parallelo , dovrà dunque 
sussistere fra le sue coordinate 1’ equazione z'=zAx<-yBy'- (-C 1 ; di qui il valor di 
C 1 , che sostituito nell’equazione generale, darà z=-/rf(x — x , )-f-I?(_r — ■> t )-+-L l , e- 
quaziotie cercata del piano parallelo. Se il piano dato è uno dei coordinati , per e- 
sempio quello delle xy, saranno uulli A, B (4098.5°), e l’equazione diverrà z=z - 
E se il punto cade in uno degli assi, come sarebbe sali’ asse X, saranno nulle y',z' 
(4080. 2°), ed avremo z=A(x — x"yy-By. 

4143. IX". Trovar l’ equazioni del punto d’ incontro o d’intersezione di due 
rette. 

Sieno x'ssazz'-f-i, y •zza z'-t-é' l’ equazioni d’ una delle due rette , edx M =.„. 
«tz ll -4-S, i ^- ll x:a'z ll -4-6 l quelle dell’altra. Supposte x, V, s le tre coordinate del puu- 
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to d’ incontro , siccome questo deve trovarsi in ciascuna dalle dae rette , dovremo 
aver dunque simultaneamente xz=az+6, rxxa's+b 1 , x=ot;*4-6, jr=a , z-+-6 l . Eli- 
minando dalle quattro equazioni le tre coordinate, ti ottiene (a' — a')(4 — 6) — (a — 
a)(4' — S )=0, equazione fra i soli coefficienti delle rette date, la quale rendendo 
uno di essi dipendente dai rimanenti , mostra , come già d’ altronde è chiaro, che 
non tntle le rette comunque situate nello spazio posson tra loro incontrarsi , ma 
quelle sole che hanno l’ una relativamente all'altra una determinata posizione, in- 
dicata appunto dal rapporto o condi ione analitica tra i coefficienti , voluta dalla 
trovata equazione. Se questa condizione sussiste , dalle quattro equazioni superiori 

«6 — ai a‘6 1 — 4W 6—4 6'— 4' .... 

avremo x= , r= — — , r= , oppure z=— •. , equaziom del 

a— a al— a 1 a— a a 1 — a 1 

punto d’ incontro cercato. 

Si noli che se le due rette fossero parallele, e si avesse perciò o=a, a'^uz 1 
(1094.5"), l’equazione di condizione sussisterebbe, ma risultando allora x—cc t y=x 
oo, r=se , l’incontro non può dunque in questo caso aver luogo.Ciò è anche mostra- 
to dai superiori valori di x ed r, dai quali si avrebbe 6=4, 6 I =4’, valori eontra- 
diUorj , e che non possono aver luogo che qualora le due rette sieno coincidenti . 

1114. X". Trovar 1’ equazione del punto in cui una data retta incontra un da- 
to plano. 

Supposte al solito x=az-+-4, ye=a'z-\-V l’equazioni della retta, e z'—Ax’-+- 
B > ’-hC quella del piano, dovrà nel punto d’ incontro aversi x' = x, y' = r, z' =z 
e quindi —Ax-+-B) +C = A (ac-+-4)-+-7f (a'z-t-4')-t-{?. Di qui per una dell’equa- 

zioni del punto, z= 

avremo le altre due. 

1 145. XI". Trovar l’equazioni d’una retta stesa sopra un piano dato. 

Poiché questa retta deve aver comuni col piano tutti i suoi punti, supposto che 
nno di essi abbia per coordinata z, dovrà aversi, come nel problema precedente, 
z(l — Aa — Ba")—Ab-{-Bb'-\-C-, e supposto che un altro abbia per coordinata z',do- 
vrà aversi deipari z'(l — Aa — Ba , ')=zAb-+-Bb’+C. Di qui (z — s'X< — Aa — Ba') 
=0; e poiché :t:' posson esser qualunque, né perciò può ammettersi in generale a — 
z'=0, dovrà esser dunque 1 — 4a — Ba’— 0, e quindi ancora y44-H54'-t-C=0.Da 
queste due equazioni, contenenti le condizioni analitiche di una retta stesa sopra 
d’un piano, si trarranno i valori di a , 4 da porsi nella prima delle due equazioni 
della retta. Nella seconda r=a' J-+-4', i coefficienti a 1 , 4' rimarranno indeterminati, 
il che al solito palesa doppiamente infinite di numero le rette che possono stendersi 
sopra un dato piano. 

Se in luogo dei coefficienti a, 4 spettanti alla retta, si tramano dalle due equa- 
zioni di condizione i valori di due dei coefficienti A, B, C spettanti al piano, avre- 
mo allora 1’ equazione del piano che passa lungo una retta data; e come uuo dei tre 


Ì-Bb'+C 


— : sostituito 
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coefficienti rimane indeterminato, coaì retta chiaro cita infiniti di numero sono i 
piani i quali postoli condursi lungo una data retta. 

4 -M6. XII°. Trovar l’equasione di un piano che passa lungo due rette date. 

Sieno JC= ed x'= a z'-hS K r'= a'z'+G' l’equa sioni .Ielle due 

rette; avremo (4415) 4 — -Aa — J5n , =0, Aò-^-Bò'-^-Cz^O per 1’ una, ed 4 — Ax ~ — 
Ba'= 0, A6-i-B§'-+-C=0 per l’altra. Frattanto se i valori di A, B,C avuti dalle tre 
prime equazioni si sostituiranno nella quatta, troveremo (a— a ) ( b 1 — 6’) — (tz’ V) X 

(4 g) = 0, equazione affatto indipendente dai coefficienti del piano, e che coincide 

con la condizione analitica deli’ incontro delle due rette (4 4 43). Ciò mostra che il 
piano non potrà passare per le due rette, se queste non s’ incontrano o non sieno pa- 
rallele, il che è per se stesso chiaro. Ammessa questa condizione, tre qualunque 
delle quattro superiori equazioni daranno il valore dei coefficienti A, B, C per 1’ 
equazione di un piano che passa per le due rette, e che non potrà esser che unico. 

4 4 47. XIll". Trovar liquazioni di una retta che passa per un punto dato pa- 
rallelamente ad un piano dato. 

Oltre le due equazioni x=a( ; — z')-f-x', r=a'(z — c , )-4-v' dovute alla retta 
cercata in virtù della prima condizione (4 404), le apparterrà anche l’ altra zzrzA (x 
— r'H- s r ,quella cioè del piano parallelo al ciato, e che passa per il punto 
dato (1 4 1 2). Posto in questa il valor di x preso dalla prima, e osservando che r— 
j j'), avremo i-—Aa.z=zBa\ equazione che non contenendo veruna coor- 
dinata del punto dato, appartien dunque in comune a tutte quante le rette parallele 
al piano t ossia contiene la condizione analitica, posta la quale una retta delle 
equaziooi jr = az-f-£, yz^a , z-+-6' è parallela ad un dato piano. Tratto da questa 
il valor din', e sostituitolo nella seconda delle due equazioni primitive, avremo quel- 
le della parallela cercata. 11 valor di a restando indeterminalo, mostra che il pro- 
blema ha un numero indefinito di soluzioni. Infatti qualunque retta condotta sul pia- 
no p; r llelo e che passi per il punto dato, è atta a soddisfarvi. 

1118. XIV°. Trovare P equazioni delia retta che da un punto dato ar' y' z 1 
scende normalmente ad un piano dato. 

La prescrizione del punto di partenza darà, come sopra (1104), per equazioni 
della retta z=a(z — z')-hx ' , J‘=a ì (c— e resteranno da determinarsi a 

ed a!. Sia frattanto zz= Ax-\-B Y-+-C la solila equazione del piano dato. Dovendo 
questo esser normale alla retta, le sue tracce BC , BD sui piani delle xz ed yz 
(l098)saranno normali alle due projezioni della retta sopra i medesimi piani (706), 
e perciò, come è facile a vedersi, gli angoli che le due projezioni fanno con P asse 
Z saranno resp duramente supplementi degli angoli che P una delle tracce fa con 
Passe X , Pallia con P asse Y. Ma questi han per tangenti A,B (1098.1°), quelli 
a, a' (1094.4°) ; dunque «= — A , B, e quindi per P equazioni richieste 

— A (s_s') -+•*', x = — B ( v- :')-l-y . 

4 4 48. XV". Poste le stesse cose trovar l’ equaziooi del punto, ov* il piano è 
incontralo dalla normale. 
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Dovendo quello punto appartenere insieme alla retta ed al plano, avranno luo- 
go contemporaneamente per esso e le due equazioni della retta, e quella del piano. 
Con queste, fatto C—z'+Ax , -ì-Bjr'=L, troveremo per le tre coordinate del punto 

L AL BL , _j 

cercato * ,4.>^3T + *». r i+ A'+B^ X ' 

4 4 49. XVI 0 . Trovar 1’ eapresaione della disuma di un punto ad un piano, a 
della normale condotta da quello au queato. 

, L AL 

Le tre equazioni precedenti danno z — z | A‘ I B‘ ’ X ’~* — I | ,f’ | Jf % 

< Aan ^ e rt 

— , distanza cercata inquanto che il primo membro rappreaenU 

quella del punto dato al punto d’ incontro della normale col piano (t 082), o dello 
due estremità della normale. Se il punto dato è all , origine,avremoZr = C(t 080.2 ), 

À 

e posti -g, , in luogo di A, B, ( i 4 03), incontreremo l 1 espressione trovata 

altrove (i <00) • 

t (20. XVII, Trovare il valor dell'angolo rr' fatto da due rette date r.r 1 . 
Supposte x=az+i, r— a'z-f-i 1 l’equazioni di una delle rette, ed x'z=az'-i-S, 
■y J = et' z'-t-6' quelle dell’altra, saranno i*. xx=az, 2*. >-=a';, 3*. *'=az , 4 • 
y=aìz' quelle di due rette p, p' condotte dal concorso dogli assi parallelamente 
alle date ( 1094. 5°, 4095.4° ) , e I* angolo delle quali sarà per conseguenza equiva- 
lente al cercato rr' . Preso sull’ una e gufi’ altra parallela un punto alla distanza < dall* 
origine , e chiamata t la disUnza dell’uno all’ altro, avremo (<0"4) a*. *’+,> 

-f-s » =4 ,6». x' * -4-y » -+-z' *=< , 7*. (< 082) 3 * =(x— *') » +0 — > ') * -K*— *') * » 
cioè, perla 5\ela6*., J*=2(4-Jr*'— •//— z ;').Ma altresì (845) S *=3— 2coirr' A 
dunque 4°. oosrr , =zxx'+j-r'+zz' ; ed introdotti i valori delle sei coordinate tratti 

4-Hta+tt'a' 

dalle sei equazioni precedenti, sarà 2°.eosrr , =g ■ ^ t ' 

4 424. Quindi 4°. se 1’ uds delle rette è normale all’ altra avremo coht'= 0, ed 

4 -f-os+nV =0, equazione dalla quale si ha dunque il rapporto analitico che deve 

esistere fra i coefficienti a, a', a, a 1 , ogni qual volta le due rette proposte sieno fra 

loro normali. 2°, Se r' è parallela all'asse X. t' coinciderà con quest’ asse ; av.e- 

mo quindi ^'=0, z' = 0 (4092.3°.), e la 6*. darà *'=>< .Di qui cotrx=x=zaz- t 

4 , « 

, dunque cesrx ss - 


ma la 4*. 2*. e 5*. danna z* = 


a»-4-a'*-H ' 


J/(«»-Hz'* + 4) 
i 


Nel modo stesso si troverebbe W r >" (g , ‘ *””^+1) 

nei casi che r' fosse parallela all’ asse 1, a all’ asse 7, 

4 422. Queste tre formule daranno dunque i sosfui degli angoli che la retta 
qualunque r fa con gli assi. Si osserverà di passsggi», eh* quadrate e semolate rea» ' 
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dono la velali onc già notti (4075) coi 1 rx-+-cot * r r-yeos 1 ri — 4 . Permutandovi poi 
a ed a' in a ed a', si avranno parimente i coseni degli angoli r'x, r'y, r'z che fa 
con gli assi l’altra retta qualunque f 1 . Multi plicando quindi ciascuno dei primi per 
fi corrispondente fra i secondi, e sommando i prodotti , incontreremo il primo dei 
valori di cosrr' (4 420.4 °). Dunque cosrr l =icosrxcoir'x+a 03 ry cosr'j-i-casrzxosdz 
nuova ed importante espressione del coseno dell’angolo delle due rette; rapporto alla 
quale noteremo 1°. che se le due rette son normali, dovrà aversi cosrxcotr’x-\- 
cosrycosr'y-^-cosrzcosr'zzxzO ; 2°. che se con le due rette si rappresentino due 
qualunque degli assi obliqui A nei quali si permutarono gli assi ortogonali 
Jf, 1, Z(\ 083), la nuova espressione darà 

cosx'r’= cosx'xcasy'x-ycosx'roosì'y-^-cosx'zcosj'z 
cosx’z 1 — cosx ‘xcosz'x-i-cosx'j cosz'y-ì-coix 1 ~co« z ’z 
cos y'z' = cosy'xcosz'x-\-aosj'ycosz , y-+-cos >■' zcosz'z , 
relazioni che unite alle tre altre oos'x'x-k-cos^x' t -\-cos t x l zz=i, cos % t 'r-f-.u* 
cos*y' r-hcos % y l zz=i, cos * z'x-t-cos * zy-ycos *z‘z^zi formano tutte la condi- 
zioni relative agli assi obliqui. 

-I f 23. XVIir. Trovar l’ angolo 8 fatto da due dati piani. 

Sicno al solito zx=Ax-yBy-yC,z'z=zA'x'-yB'j'-yO \’ equazioni dei due pia, 
ni. Condottedall* origine due rette r,r', respetti veniente normali ai due piani , sarà 
per l’una(4H8)o= — A,a'=x — B, e per l’ altra at= — A', z'— — B' ,e il loro an T 
goto rr' eguaglierà uno dei due pltr. fa 1’ uno dei piani cadendo sull’altro. Dunque 


cos 0 = cosi r’ = (4 120.2°) 


t+AA'+BB' 


• ; onde se i piani 


y{\ +A * -f-.fi * )J/(4-M' * -+-B ' 1 ) 

sono ad angolo retto , sarà i-\-AA'-yBB'=.0. 

1124. Che se ano dei duo piani , per esempio il secondo, sia parallelo ad uno 
dei piani coordinati, si cangi 6 in 6', oppure in 0", o in 0"', secondo che il parai; 
leiismo avrà luogo rapporto ai piani delle yz, o delle xz, o delle xy, sarà 6'=s rx, 

6 ”=ry, V"—rz, ed avremo visibilmente (1 \%l . 2°) coiS'rz^ojrj^^^-^— — 

, valori che 


cos 0"=coarvs= 


B 


\ ,(i+A'+B>) 


, cos8 '''^rz=^-- À ,~~ 


quadrati e sommati danno cos * Q'-ycos * 6"-ycox 1 0."'xxcos 1 rx-yoos ^ ry-ycos 3 rzxx 
(4 075) 4 ; d’ onde si ha che la somma dei quadrati dei coseni degli angoli d’ in n 
clinazione d’ un piano sopra i Ire piani coordinati f costante, ed eguale A 
quadrato del raggio. 

4425. Questo Teorema ci fa strada ad altri non meno eleganti, relativi alle prò, 
jezioni delle ligure piane, dei quali eccone due scelti tra i principali. Sia a l’area 
di ana figura qualunque segnata sul piano dato, e p',p",p Hi quelle delle sue tre 
prwjesieaì sui piani coordinati. Se facciamo attraversar la figura da un piauo parai, 
leiu a quello delle xy, si comprenderà senza pena che l’angolo d' inclinazione e la 
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prelezione della figura sa questo piano saranno in tutto equivalenti all’inclinazione 
0' della prelezione p sul piano delle x »; e che presa per asse comune delle ascisse 
delta figura e della sua projezione l’intersezione della figura col nuovo piano, e 
chiamale u,u‘ le coordinate che nella figura e nella projestone corrispondono ad una 
stessa ascissa t, avremo n'= ucosty. Dunque altresì poiché le due aree a, p' posson 
riguardarsi come la somma di tutte le ordinate della figura e della projezione, aarà 
manifestamente p'xxacosQ ; cioè , l’ area della projezione è eguale a quella della 
figura moltiplicata per il coseno della sua inclinazione sul piano. Sarà dunque 
del pari p"=acos9", p" l =zacos6 11 , e quindi quadrando e sommando p' ’ •+/>" 5 -+- 
(corO 1 3 -4-coj0 : s-HcojO 1 ' 1 1 ) =a * ; d’onde si ha che il quadrato dell’alea 
di una figura qualunque eguaglia la somma dei quadrati delle sue projezioni 
sopra i tre piani coordinati. Tutto ciò è conlorme a quanto già rilevammo rap- 
porto alle projezioni delle rette (1076). 

1126. Immaginiamo adesso che l’ area a sia quella del triangolo formato dalle 
tre tracce del piano. È chiaro che questo triangolo verrà ad esser la base di una 
piramide triangolare , col vertice al concorso degli assi e rettangolare; come è chia- 
ro altresì che ciascuna delie tre facce laterali corrisponderà precisamente alla pro- 
jezione del triangolo sopra i tre piani ortogonali. Potremo dunque concludere in 
generale l’altro bel Teorema, che in ogni piramide tetiaedra e col vertice rettasi . 
golos e, il quadrato dell’ area della base eguaglia la somma dei quadrati dell ’ 
aree di ciascuna delle tre facce. 

f(27. Tolte le formule precedenti suppongono ortogonali gli assi coordinati, 
siccome annunziammo in principio (S 403). Per dare almeno una qualche idea sul 
modo di trasformarle, qualora gli assi si cangino in obliquangoli , proporremo di 
ricercare qual diverrebbe in questo caso l’espressione r della distinsi di un punto 
qualunque B preso nello spazio dall’origine A ((082), indagine quanto semplice 
nel sao soggetto , altrettanto importante per le numerose sue applicazioni. 

Poiché per gli assi ortogonali abbiamo r* ■— x -(-;’, se in luogo di i,r,t 

ai pongano i loro valori dati per le coordinate x 1 , v 1 , z 1 che riferiscono il punto B 
agli assi obliqui (( 084), e tutto si sommi, e si avverta ai noto teorema ((075), tra. 
veremo . 

r* =x : *-pr J *-4-; 1 *-t-2r' i '(cosx'xcos Vx-f-eojx 1 icasj-'j-y-cosx'zcosfiz) 
•4-2X 1 ;' (cosx'xcos i' x -f-coix' ) cas z’jr -{-cosx'zcosz'zj 
-4-2 } •' z 1 (cos i xcos ; 'x -Hms l'jcosz'y -f -cosj 'zcos z 'z) 

Ora è chiaro che siccome gli assi nuovi s’ incontrano nell’ origine A, considerati a 
due a due potranno riguardarsi come le due rette r, r' di cui abbiamo ragionalo di 
aopra (f (20), e per le quali si è trovato 

cosrr'=zco*rxcosr : x-bcosr>cosr'j--i-eosr:cosr , z 
Di qaì è facile concludere che nell’ ottenuta espressione dir 1 , tutto intere il coefli- 
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dento di 2x’>-' equivarrà a cosx'j', quello di 2r'j' » cosx'z', quello di2yV a 
qqsj'z'\ d’omle infine 

r 1 =x‘ * -+-J' 1 * -f-s 1 1 •+-2(x l j' i cosx , r'-ì-x t z , cosx , z , -+-y‘ , z'cosjr*tl). 

4 428. E osservabile che la dislauza r equivale alla diagonale d’un parallelepi- 
pedo obliquo costruito sopra i tre assi obliquangoli e coi lati o spigoli x l 9 jr % 9 z 1 . 
Dunque nel parallelepipedo obliquo il quadrato della diaconale eguaglia la 
somma dei quadrati dei lati , piti i doppj prodotti binar j dei lati moltiplicati per i 
coseni degli angoli da essi compresi. Che se il parallelepipedo sia rettangolo , al* 
lora il quadrato della diagonale eguaglierà la somma dei quadrali dei lati. 

Equazioni generali delle superficie cilindriche , coniche e di rivoluzione 

4 429. Abbiasi una superficie cilindric a e per maggior generalità supponiamo 
che non una circonferenza, ma una curva qualunque data ne sia la base (7. r >3). 
Potremo dunque riguardarla come generata da una retta che scorra parallelamente a 
se stessa lungo la data curva, e chiameremo quella generatrice , questa direttrice , 
Sieno frattanto x=az-4-b, t^a’z-hb 1 P equazioni della generatrice allorché giunge 
ad un punto qualunque E della direttrice. Si sa (1095) che b,b' varieranno di vaio-* 
re col punto E t mentre a, a ! saran costanti , giacché la rella generatrice si mantie- 
ne in ipotesi sempre parallela a se stessa (1094. 5°). Frattanto siccome il punto E 
«ipparliene insieme e alla generatrice e alla direttrice, spettano dunque ad essq 
tanto le due equazioni precedenti , quanto le due della curva direttrice (1096). Ab- 
biamo dunque per rapporto a questo punto quattro equazioni , tutte coesistenti , e 
tali perciò che le x, jr t z dell 1 una sono le stesse che quelle dell* altra, comecché 
tutte relative ad un punto medesimo. Potremo dunque col mezzo di dette quattro 
equazioni eliminare queste tre coordinale, d* onde risulterà un’equazione fra le sole 
variabili b f b\ nella quale sostituito il valor di bz=x-, — az , e di si avrà 

una nuova equazione fra le sole x, jr y z indipendente affatto da b , b\ e spettante per- 
ciò a ciascun punto della generatrice in qualunque delle sue situazioni, che è quan- 
to dire a ciascun punto della superficie proposta , e che in conseguenza sarà l’ equa-, 
rione di questa superficie. Si supponga per esempio che la base del cilindro sia un 
circolo del raggio r,col centro all’origine delle coordinate, e situato sul piano dello 
x y . Avremo per ogni punto della sua circonferenza (<092- 2° ) z=z()j 
r a . Fatta la prescritta eliminazione risulterà 2 =r 2 , e quindi per l’equazione 

richiesta (a: — az) % -+-(y~a' z)*^zr* . Che se il cilindro sia normale al piano delle 
xy t avremo (1094. 6 W .) ox=:0, a'=0, e 1* equazione diverrà x 2 -t-y 2 -5=r 2 , cioè sai a 
la stessa che quella della sua base, il che deve eguìdmente accadere* siccome è chia* 
ro , qualora pure la base non sia circolare^ 

H30. Debba cercarsi adesso l’equazione alla superficie conica , per U quale il*, 
tenderemo (754) quella qualunque superficie , che può venir generata da una retta 

r u. u 
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la quale tenendosi con uno dei punti l'erma ad un centro fisso , sia latta scorrere 
lurido una curva data , che sarà dunque iu tal caso la direttrice del cono. Suppo- 
ste a, £, x le coordinate del punto fisso , potremo esprimer con x=uz(z — x)-+-a, 
jrs=a*(z — x)-M> (1092) le due equazioni della retta generatrice allorché toccherà la 
direttrice in un punto qualunque F. Saranno a, 6, x costanti, ed a , a 1 varieranno col 
punto F y poiché cangiando continuamente l’obliquità della generatrice sui piani, 
varia dunque altresì l’angolo delle projezioni con gli assi , dal quale a ed a 1 
dipendono (1094.4°). Or se qui si ragioni come per rapporto al cilindro, conclu- 
deremo che queste equazioni spettando a tutta la retta generatrice , spettano anche 
al punto F 9 al quale d’altronde appartengono pure le due equazioni della direttrice 
(1096). Dovranno dunque a, a 1 esser tali che i valori x,y, z delle due prime equa- 
zioni soddisfacciano anche alle seconde; ed avremo perciò quattro equazioni eoe-? 
sistenti , dalle quali eliminate x,jr , r, ne nascerà una quinta fra le variabili a , a 1 , e 

quindi fra i loro valori , -, la quale essendo indipendente da a, a 1 , appar- 

terrà a tutta la generatrice in ogni posizione della medesima, e quindi alla super- 
ficie cercata. Si supponga per esempio che la direttrice sia un circolo del raggio r, 
steso sul piano delle xr, e col centro all’ origine delle coordinate. L’ equazioni del- 
la base o direttrice saranno 0, . L’eliminazione darà (a — «*)*-+- 

(6 — a '*) 1 = r», cioè posti i valori di a, a' , (<*(: — x) — x(x — a))*-+-(6(z — x) — 
x( y — 6))* =r‘(j — x)*, equazione cercala. Se il cono è l'etto avremo a=0, 6=0 
r a r 

(1092.4°), e quindi x a -H/ a = -^( 5 — x) 1 , ove — è la tangente dell’angolo al 

vertice fatto dalla generatrice o apotema con l’ asse. 

1131. Vogliasi cercare infine l’equazione ad una superficie di rivoluzione; e 
per maggior semplicità si supponga l’assedi rivoluzione coincidente con l’ asse 
delle s. Immaginata una qualunque sezione fatta normalmente all’asse, ad una di- 
stanza z dal piano delle x r, e suppostone pii raggio, la natura circolare del- 
la sezione darà x a 1 =p a . Ma il raggio p è un’ordinata alla curva generatri- 
ce , e può quindi aversene il valore dato per z ; sostituito dunque questo valore , 
avremo un’equazione fra x,y , ?, che sarà la cercala. Così seia superficie sia quel- 
la di una sfera del raggio r, col centro in A concorso degli assi, avremo p a =r a -3 a , 
e per l’ equazione della sfera x a -hy* a -4-r a =r a , come trovammo altrove (1079). 
Se sia un’ellissoide degli assi a f b,e col centro al medesimo punto, avremo o a =... 
h 3 / b * s a 

e <l — =£ 1 • Se sia una paraboloide del parametro p 7 e 

col vertice parimente in A , avremo p a x=pz f ed x*-)-j •* ~pz. 
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Dei motli di riconoscer la superficie corrispoiulente ad una data equa- 
zione , e di assegnarne la specie e la forma 

1132- I punti della superficie di un solido non potendo trovarsi tutti in un piano, 
la sna equazione dovrà necessariamente contenere le tre coordinate, e sarà dunque 
rappresentata in generale da v f jr fZ )=0j oppure da z=y(x,^), e se l'equazione 
sia del grado m rapporto a r, e si dienoad dei valori qualunque, per ogni cop- 
pia di questi ne avremo m di tra i quali quelli che risulteranno reali porteran- 
no a determinare altrettanti punti della superficie, che con tal via potrà esser de- 
scrilti per punti discreti (917), 

1133. Questo metodo, che in pratica non c affatto fuor d* uso, non sarebbe per 
altro valevole a dare in astratto, e prima della completa esecuzione, 1’ idea della 
forma che assumerà la superficie cercata. Assai più facilmente ne comprenderemo 
il corso, 1* estensione ed anche le più rimarchevoli proprietà, se in luogo di tener 
dietro a quella moltitudine di punti fra loro disciolti, immagineremo decomposta la 
superficie in sezioni piane e parallele, e assegneremo la qualità o specie delle curve 
che ne sono i perimetri, e la legge con cui van desse succedendosi le une all’allre.Co** 
si ravviseremo esser una superficie prismatica quella nella quale troveremo che tutte 
le sezioui parallele son fra loro perfettamente eguali; essere una superficie conica 
quella nella quale troveremo che tutte le sezioni parallele son curve simili, e i cui 
parametri crescono o decrescono in una ragione costante; e infine esser superficie di 
rivoluzione quella nella quale troveremo un sistema di sezioni parallele tutte circo- 
lari, e coi centri disposti in una retta normale ai piani delle medesime. 

1134. Chiameremo frattanto seiioni primarie quelle lormate sulla superficie del 
solido da ciascuno dei tre piani coordinati; sezioni secondarie quelle formale da 
piani paralleli ai coordinati; sezioni oblique quelle formate da pi mi obliqui, di 
direzione qualunque- Ed è chiaro che se nell* equazione proposta z)=0 si 

porrà 2= 0, l’equazione F\x ,^*)=G che ne risulta fra le coordinate X, r% rap- 
presenterà la curva della sezione primaria fatta dal piano delle Xf. Infatti tutti i 
punti a cui in tal caso si riferiscono fé due coordinate x^y sono necessariamente su 
quel piano (1080. 2°), mentre non cessano di appartenere alfa superficie a cui si ri- 
ferisce l’equazione primitiva. Spettano dunque iti comune alfa superficie ed a| pia* 
no, e quindi all* intersezione deli’ una con 1* altro. Nel modo stesso, se porremo 
^=0, ovvero ur=0, avremo le sezioni primarie formate dai piani delle x:,o delle 
j'Z. Avremo poi una sezione secondaria parallela al piano delle x se daremo a 
z un valor qualunque con che l’ equazione della superficie si ridurrà di nuovo 
ad essere tra le due coordinate x, I ; ma tutti i punti a cui si riferirà si troveranno 
fu un piano parallelo a quello delle xr, e distante da esso dell* altezza *; l*oqua* 
ZÌone rappresenterà dunque allora 1* intersezione di questo nuovo piano con la su* 
perficie, e quindi *m«* sezione secondaria. Variando poi successi vamente il valor di 
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y. , aver potremo qualunque delle rimanenti. Nel modo stesso ponendo y=£, x=x* 
si avranno le sezioni secondarie parallele ai piani delle xz c delle rz. Quanto poi 
alle sezioni oblique , supposta zszAx-trBj’+C V equazione del piano secante, 
e come sopra T^x, r,r)=0 quella della superficie, ambedue riferite alla stessa ori- 
gine ed ai medesimi assi, è chiaro che preso dall 9 una e posto nell* altra il valor di 

z, risulterebbe un’ equazione tra le coordinate x, y, la quale apparterrebbe alla 
projezione della curva della sezione sul piano delle x r; nel modo stesso pren- 
dendo dall* una e ponendo nell* altra il valore di r o quello di x, si avrebbero 1' e- 
quazioni delle projezioni sugli altri due piani; e quindi col mezzo di due qualun- 
quedi quelle tre equazioni saremmo in stato di conoscere la curva della sezione (1096). 

H35. Ma volendola conoscer direttamente, e qual’ è nel suo proprio piano, 
sarà indispensabile di riferirla a nuovi assi presi sul piano secante, su cui appunto 
si trova la curva. Si scelga frattanto per nuovo asse delle ascisse la traccia del pia- 
no secante sul piano delle xy (4 098), c per origiue l’intersezione di questa traccia 
con l’asse X. Sia 0 l’inclinazione del piano secante o del piano della sezione stt 
quello delle xy, w 1’ angolo della traccia con l’asse X, e si chiamino x', y le coor- 
dinate che sul piano secante riferiscono alla nuova origine ciascun punto della se- 
zione. Sussisteranno manifestamente tra le tre coordinate x,y f r, eie due r 9 9 jr l 9 Io 
relazioni date al par. 4 087; essendo chiaro che qui, come precisamente si suppose 
in quel luogo, i punti della sezione a cui iu generale, come a tutti gli altri della 
superficie, si riferiscono le prime, sono tutti nel piano determinato dalle seconde. 
Cangiato per la nto*^ in w, avremo xszst-+-x l cos6*-+-y i cosQsen(* t y’= — x'sent*-{-y 1 X 
cos(fcoseo t z=y'sen 0, valori che sostituiti nell’equazione dell i superficie, ne daranno 
una nuova fra le coordinate x ,y' f che sarà quella della sezione. Per maggior sem- 
plicità, o supporremo il piano secante normale a quello delle xy t nel qual caso 
sarà 0=90° e quindi x=aH-x f cos<u, > == — x' senoì,7=y i , o supporremo la traccia 
normale all’asse X, nel qual caso avremo w=9U'*, e quindi x^ci-i-y'cosOfy =— 
x r , z=sy* senti. Queste supposizioni non alterano la generalità del metodo, che po- 
tremo, qunlor si voglia, applicare senza varietà alcuna ai casi d’w e 0 qualunque, 
nè altro avremo di più , che una complicazione di calcolo molto maggiore. 

4 4 36. Le superficie si dicono continue , qualora form ino un Lutto senza in- 
terruzione di parte alcuna; all’ opposto si chiamano discontinue o interrotte , 
quando son composte di parti fra loro separate , il che, come possi accadere , 
meglio si comprenderà quando ne a\reino veduto un esempio. Molti però usano di 
chiamare superfìcie aduna falda le prime, superficie a due o più fidile le seconde. 
Ma per quanto questi modi di dire sembrino esser ormai quasi consacrati dall’uso, 
purtroppo son disdicevoli ed improprj , ed banno un significato troppo contrario 
a quello che vorrebbesi loro attribuire, perchè non debba farsi di tulio onde elimi- 
narli, se pure è più possibile, drilli scienza. 

4 437. Le superficie, come le curve (932) si dividono in ordini; c l’ordine si 
desume dalla più alla dimensiono delle coordinate dell’ equazione. E del pari che 
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nelle curve, si chiama corda ogni retta condotta da un punto ad un altro nell* inter- 
no della superficie; diametro quella retta che divide in mezzo un sistema di corde 
parallele; centro quel punto, se vi è, nel quale tutti i diametri s’incontrano e si 
dividono per metà. Si chiama poi piano diametrale quello che divide la superlicie 
in duè parli eguali; piano principale quello che passando per il centro incontra ad 
àngolo retto un sistema intero di corde parallele. Per determinare se una superlicie 
abbia o no diametri o centro, valgono presso a poco i medesimi crilerj impiegati 
per la stessa ricerca relativamente alle curve (1034. c segg.). Così perchè una su- 
perficie di second’ ordine sia dotata di centro, dovrà mancare di tutti i termini con 
le coordinate ad una sola dimensione. 

1138. Illustriamo adesso con qualche esempio queste poche dottrine, e propo- 
niamoti in primo luogo di trovar la superficie dell’ equazione z * =ax 4 -4-6 > a -+-c> 
e per maggior semplicità limitiamoci in principio a considerarla nel caso che le tre 
Coordinate sieno ortogonali. Primieramente è chiaro che questa superficie sarà do- 
tata di centro. In secondo luogo, poiché l’ equazione non cangia permutandovi z ili 
• — r, alla porzione di superficie che rimarrà al di sopra del piano delle xt , ne cor- 
risponderà una in tutto eguale al di sotto di questo piano, il quale la dividerà dun- 
que in due parti eguali. Altrettanto poi accaderà, e per la ragione medesima, rela- 
tivamente agli altri due piani. In terzo luogo i segni che nel secondo membro accom- 
pagnano le Costanti a y b,c non potranno esser tutti insieme negativi, altrimenti z ri- 
sulterebbe immaginaria. Potranno bensì esser lutti positivi, o due positivi e il terzo 
negativo, o due negativi e il terzo positivo. Esamitìeremo a parte P equazione pro- 
posta in ciascuno di questi casi, cominciando dal primo. 

-H39. Fatte successivamente 2=0, >=0,x=0, avremo per le tre respettive se- 
iioni primarie (i 134) P equazioni ax*- h5> 4 H-c=0, z % — <ix 4 — c=0,7* — by % 

c = 0. La prima è contvadittoria e insussistente, poiché per qualunque valore si dia 
àd x e ad r, tutti i termini del prirriò membro rimangon sempre positivi, nè la loro 
somma può dunque esser mai zero. Ciò mostra che la superficie Cercata non scen- 
derà fino al piano delle iy, nè questo potrà intersecarla. Le rimanenti danno due 

Iperbole (942); e se si riducano alle forme ordinarie (980) x 4 = ~(s 4 — c), ^’ 4 = 


-r-(s*— c), facilmente scorgeremo che le due curve hanno comune il centro al con- 
b 


corso dei piaui coordinati, colmine il vertice àlP altezza ye dal piano delle xy in 
tin punto dèli’ asse ove dunque s’incrocerauiio, comune per conseguenza ed eguale 


a y c il semiasse trasverso sull’ asse Z ■ e per semiasse coniugato I’uua ^ 1’ al- 


tra j . Si noti che inferiormente al piano delle x>',o nei prolungamenti di quelli 

delle xz e delle j't, avranno luogo le iperbole opposte. 

<140. Quanto alle sezioni secondarie (K34), da z=x avremo per le sezioni 
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parallele al piano ry, 4*. ax 1 -t-ty * -f-c — '/. 1 — 0, ila yz=a avremo per quelle pa- 
rallele al piano xz, 2*. i* — nx 1 ■ — AC * — e—0 , e infine da x—a, avremo per 
quelle parallele al piano jrz , 3*. br 1 — aa a — c= O.La 4*. è insussistente, e 

non dà dunque intersezione finche sia x^f/cj dà un punto sull’ asse / quando 
v — \ / r t nel qual caso si riduce ad ax 1 -f-i i a — 0, uè può esser soddisfatta che da 
x=0, >=0, eijuazioni che con l’altra z=xxxx=y'c, appartengono esclusivamente a 
quel punto dell’ asse Z (1080.2°) che si tTOva alla distanza J/ c dall’ origine. Si no- 
terà che questo punto coinciile con quello ove s’incrociano le due iperhole corri- 
spondenti alle due sezioni primarie 2*. e 3*. Infine con x>f/c, l’equazione m 1 + 

by'-y-c — x*=0, ridotta alla forma y » r’j, mostra che sempre « 

con qualunque valor di X avremo un’ellisse col centro in nn punto dell’asse^, e cori 
X * C X * c 

semiassi ^ — , J/ — diretti l’uno nel senso dell’asse X$ l’altro in quel- 
li b 

lo dell’asse Y. E ben si scorge che l’ellissi anderanno sempre crescendo con x, a 
misura cioè che le sezioni si scosteranno dal piano delle ir, oche i loro semiassi 
conserveranno sempre la costante ragione di f / b: a , e saranno perciò tutte simili 

tra di loro (1032). Di più è da osservarsi come sì l’uno che l’altro semiasse re- 
spetti va mente coincidono e nel valore e nella posizione con le ordinate x, y delle 
iperbole primarie corrispondenti all’ ascisse :=x ; d’onde si ha che nell’ alzarsi e 
nel crescere dell’ ellissi secondarie , i loro quattro vertici seguiranno la traccia se- 
gnata dai rami delie due iperbole primarie. 

ii4i. Liquazioni 2 J . e 3*. mostrano che le sezioni secondarie nel senso degli 
altri due piani sono i peri iole (942) come le sezioni primarie corrispondenti. Ri- 
dotte poi alla forma — (z 2 — (ò€ 2 H-c)), t* 2 ^ - T -(z 9 ^(aa 2 -4-c)) fan chia- 
ri b 

ramcnte conoscere che ogni iperbola proveniente dalle sezioni parallele al piano 
delle xz avrà il centro sull’asse J , il semiasse trasverso dato da 1/(^8 3 +c), e di- 
bft 3 — f-c 

retto nel senso dell’asse e J/ « per semiasse coniugalo; mentre ogni iper* 

Lola proveniente dalle sezioni parallele all’ altro piano avrà \\ centro sull’asse X 9 
J/(u« 2 -f-c) per semiasse trasverso, che sarà parimente diretto nel senso delle z , e 
i/aa 3 +c . . 

V * P er semiasse coniugato. Tutte queste iperbole saranno dunque respetfi- 

b 

vulnerile simili, i loro vertici aneleranno sempre più scostandosi dal piano delle 
», ) , e 1 semiassi sempre crescendo. 

4142. Infine quanto alle sezioni oblique, dai piani secatiti normali a quelli»* 
delle , coi valori già stabiliti (4 1 35) avremo , omessi gli apici, jr 1 =» 1 (aco.v 1 fa 
Aspri 1 si ) -+-2«axcosti -4-c, equazione che per qualunque valor di a» 
dà sempre delle iperbole, le quali nel raso di a =0, o che il piano secante passi 
per 1’ asse Z , avranno tutte y c per semiasse trasverso come le iperbole primarie, e 
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c 

\ ■ *"V 'per temiate coniugato; mentre dai piani ««canti obliqui a quello 

acot w+bsen a ' 

/ ’ . '. r «_ ‘*1 • ' . \ * * a 1 ' * ' 

delle xjr, e normali a quello delle xz, avremo (I 1 35) _?' > (ren’8 — acat' , Q)=saa'+ 
2aoyxos&-t-bx‘-4-c , equazione eh« darà tin’ iperbole, uba- paràbola ò «n’elHsse, 
secondo cbe tangd sarà p 0 =, « < di J/zz (942). 

1 <43. Da tutto ciò apparisce t.° che la superficie cercata non è rientrante, e 
si estende indefinitamente nello spazio, al di' sopra e al di «otto del piano delle 
xjr, come pure alla destra e alla sinistra degli altridue; ì.° che di più è discon- 
tinua , rimanendo interrotta da'*=J''c, ove ha principio la parte superiore ai 
piano delle x/, fino a z= — \ c, ove Io ba 4’ inferiore ; 3 0 che può riguardarsi 
come generata dal movimento parallelo di un’ellisse, la quale nel variar di posi- 
zione, vatj altresì di grandetta in modo che' 1 suoi quattro vertici striscino sem- 
pre sui rami di due differenti iperbole incrociate ad angolo retto fra loro ; nel 
qual caso avverrà che del pari tutte le doppiò ordinate strieceranno esse pure con 
le loro estremità sopra iperbole secondarie, parallele e simili alle primarie. Questo 
solido è conosciuto col nome <1' iperboloide ellittica od anche a due falde, in 
quanto che è discontinuo (< 1 36). Si noti che se nella proposta sia b=xa, le sezioni 
ellittiche avranno assi eguali, e diverranno circolari ; il, solido sarà duntgqe di 
rivoluzione (1 1 33). Se a==Ì=< tutte, lg iperbole generate dalle sezioni primarie 
e secondarie diverranno equilatere. Se c=0, la sezione primaria sul piano dpile 
xY ( < 139) cesserà d’essere immagioaria, e si confonderà col punto d’origine. 
Quelle sugli altri due piani si' risolveranno la due sistemi di rette dell’ equa- 

zioni xx=-+zy — , T> «’ iueroceranbo parimente aU’ origina j ma 

tutte le secondarie (I < 40) conserveranno le loro respettive qualità o di ellissi o 
ri 1 iperbole. Di più le set ioni normali al piano delle*?-, oblique all'asse ‘X e 
cbe pass ateo per iorigine, si risolveramio come le primarie in altrettanti sistemi 
di rette: dal che tutto bene apparisce cbe il solido prenderà la forma di due op- 
posti coni a base ellittica col vertice comune all’origine ; d’onde la sna denomi- 
nazione di conoide ellittica.Kb deve in fine omettersi d’osservare cbe in ciascuna 
di queste ipotesi l'aogolo dell'asse trasverso con gli asintoti di tutte le iperbole 

parallele ò invariabile, éd ha per tangente J'' — (988) , secondo 'che le 

iperbole son pirallele al piano'delle xz, o a quello delle rz. E siccome tutti gli 
asintoti hanno origine al centro di ciascuna delle iperbole , e in conseguenza 
sull'asse Y o «all’asse X, cosi queste rette da una parte e dall’altra dei piani coor- 
dinati verranno a formare un piano continuato. 

<144. Sieno adesso nella proposta (<<38) a, b positive, e c negativa. L’equa- 
zione si cangerà in z'xax'-i-by' — c, la quale per sezione primaria sul piano delle 
xj- dà un’ellisse dei semiassi J f e\b , Y c ; a «no sull’asse Y, l’altro sull’asse X 

T. IL u* 
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* col centro all’origine; e per «fucile sugli altri due piani dà due iperbole eoi 

centro parimente all’origine dei piani coordinati, col semiasse trasverso l'iuta 

- * £ *1 V . , • •* \ 

c 

sull’asse delle at ed eguale a \ ~ , pari al semiasse coniugato dell'ellhae della 

sezione primaria, con Cui quest’ iperbola ai troverà dunque "in contattò; l’altra 

c " 

sull’asse delle y ed eguale » pari a quello dell’ elliseecon la quale essa pura 

si toccherà ; e 1’ una e l’ altra con \ c per semiasse minore che si confonderà' 
coll’ asse Z. ’’ * , 

<445. In egnal modo troveremo che le sezioni secondarie parallele al piano dalle 

;**+C 

xy sono ellissi tutte tra loro simili) col centro sull’asse Z e coi semiassi V - , 


X* # 

“y — , reali per qualunque valore di x, e sempre crescenti con *J e potrà 

qui pure osservarsi, che tanfo gli uni che gli altri eemiasai hanno respetti camenta 
i valori dell’ ascisse y, x delle due iperbole primarie corrispondenti all' ordì* 
nata zéz* ; dal che facilmente si Conclude che tutte queste ellissi avranno i loro- 
quattro vertici appoggiati alla parte convessa delle due ipèrbole. Rapporto poi 
alle secondarie parallele ai piani deUe xt e delle y t , troveremo essere iper- 
bole dirette riel senso delle primarie, coi centri sugli stessi assi Y, X, coi se- 
c— iS* „ c— ose ' 1 - 

miassi trasversi \( — — per l’una, y • per 1’ altra , e coi coniugati 

a -% I 

f/(c — b%') per quella, j/(c — aa?) per quésta. Quelli semiassi diminuiscono 
quindi a misura che le sezioni vanno scostandosi dai piani coordinali paralleli. 
c c 

Quando 6=xy Tu 0 quando ax=y — , cioè per le aesiooi Che cadono sull’estre- 
mità degli assi dell’ellisse primaria (4144), i semiassi spariscono, e l'iperbole 
a quel punto si confondono coi loro asintoti. Continuando poi le sezioni a di- 
scostarsi , le iperole ricompariscono, ma diversamente dirètte, cioè cogli assi 
trasversi paralleli all’ asse Z, e coi coniugati paralleli all'asse X per la une , 
all'asse Y per le altre. Per le sezioni oblique avremo iperbole, parabole, ed 
ellissi nei casi che sopra (4 442). Questa superficie conserva il nome d’ pardo* 
Ioide come la precedente , ma poiché non soffre interruzioni, così vien distinta 
con l’aggidnto di continua o ad una falda. Se a=é, le sezioni ellittiche si 
cingeranno in cii-coWi, ed il aolido sarà di rivoluzione, generato dal ravvolgi- 
mento di un’ iperbola intorno all’asse trasverso. 

4 446. A questa medesima superficie, ma di posizione differente, porta 11 sup- 
posto di 4, o di a negativa ; poiché ponendo z'=ax' — by'-\-c, ai hanno per 
sezioni primarie by' — ai'— <?=0, z’ — ax' — e=0, z*-f-4^’— c=0, la prima 
e la feconda delle quali sono iperbole, come nel caso precedente erano la secon- 


? 




-di. . 
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da e terza, e l’ ultima un’ ellisse come allora era In prima. Et! altrettanto accade rap- 
porto alle sezioni secondarie. Passeremo dunque immediatamente all’esame del caso 
di a, b ambedue negative, o dell’ equazione s *-+•«£ 1 -+-5 r* —c. Ora è chiaro che 
questa darà sempre un’ ellisse o si eguagli a zero una qualunque delle sue coordi- 
date, o si ponga z=x, oppure r ~ 6 , o x=a. E poiché per la prima delle tre sezio- 
ni primarie si trovado i semiassi J/ — e J/ - C , e per le sue parallele 1/ — e 

ab a 

\ — j-— ; per la seconda ~ e Yc, e per le sue parallele j/ - è J/(c-£f>*); 

per la terza j/4- e \^c, e per le sue parallele )/ — e l/(c— aa*), cosi con- 

o b 

eluderemo 1°. che ciascuu sistema di sezioni si compone d’ellissi simili; 2°. che 
l’ellissi secondarie vanno diminuendo jn dimensione, a misura che le sezioni si 
Scostano dai piani coordinali; 3°. che si riducono ad un punto, quando x nel primo 
sistema, 6 nel secondo , a nel terzo giungono respeltivameute ad eguagliare J/c* 

“j / ~~r , j/ — , al di là dei quali limiti divengono immaginarie, e manca quindi af- 
b a 

fatto la superficie. Rapporto alle sezioni oblique avranno manifestamente luogo Re- 
trazioni trovate di sopra (1142) permutate a in — a y e b in — b ; ed è chiaro che 
qualunque sieno 0 ed &>, apparterranno sempre ad ellissi. Questa superficie, a cui si 
dà il nome d’ ellissoide , è dunque limitala in tutti i sensi. Se la prima sezione 
primaria e le sue parallele divengon circolari, le altre due sezioni primarie si egua- 
gliano tra di loro , e si ha un solido di rivoluzione generato dal ravvolgimento di 
lina qualunque delle sue ellissi primarie intorno all’asse Z. Se«c=l, o fc=l , di- 
vengon circolari le sezioni del secondo, o del terzo sistema, eguali come sopra le 
sezioni primarie del primo c terzo, o del primo e secondo, e nasce di nuovo un’el- 
lissoide di rivoluzione, prodotta dal ravvolgimento di una di queste ultime sezioni 
intorno all’ asse Y nel primo caso, o intorno all’ asse X nel secondo. 

11 47. Sia adesso 1’ equazione r *-4-c. La superficie corrisponden- 

tè non avrà centro. Per giunger più facilmente a conoscerla, poniamo z— crzzz*, coni 
che l’ equazione si cangerà in z l =ax 2 -\-b y 2 ; c potremo anche omettere l’indice 
della z, purché si avverta che al piano delle x ) deve allora supporsi sostituito il suo 
parallelo preso all’altezza z r r=c. Sieno frattanto a, b ambedue positive, e si continui 
a supporre fra loro ortogonali le tre coordinale (1138). La sezione primaria sul 
nuovo piano data da avrà per equazione *=0, e quindi non potrà 

esser die un punto (1140), il quale si confonderà col coucorso del nuovo piano e 
degli altri due primitivi. Le secondarie corrispondenti saranno ellissi dei semiassi 

j/— , j/^-, e quindi tutte simili e crescenti con x. Le sezioni primarie sugli altri 
dite piani saranuo parabole dei parametri—, -g , c col vertice alla nuova ori- 
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gine; e parabole altresì degli stessi respettivi parametri saranno le secondarie, se noti 
che 1’ uoe avranno il vertice all’ altezza ;=£€ * al di sopra del nuovo piano, l’ altre 
all’ altezza :=ax * ; e sì queste che quelle suderanno dunque sempre più elevan- 
dosi a misura che si scosteranno dai piani coordinati. 

Per le sezioni oblique nei due casi di 0=90°, <u=90" (( (35), avremo le due 
equazioni ) =a(a+icosu)’-i-4x’jen’w , > sen0=a(a-+- r cosO) 1 4- Ai 1 , di cui la 
prima darà in ogni caso una parabola , la seconda un’ ellisse. 

(448. Questa superfìcie porta il nomedi paraboloide ellittica, e a somiglian- 
za dell’ iperboloide (t < 43) può concepirsi generala dal movimento parallelo di un’ 
ellisse di dimensioni variabili, obbligata a strisciare coi suoi quattro vertici sulle pa- 
rabole delle due sezioni primarie. E poi chiaro che non potendo aver luogo nella 
buova equazione il cangiamento di z in — z, perchè il secondo membro della pro- 
posta è sempre positivo , la superfìcie o il solido contenuto non passerà al di sotto 
del nuovo piano, nè subirà interruzione alcuna; sarà dunque della specie di quel- 
le che abbiamo chiamate continue, o come voglion dire ad una sola falda (t 1 36) . 
Se axzb, le ellissi saranno circoli, le parabole primarie saranno eguali, e la para- 
boloide diverrà di rivoluzione. 

4 (49. Passiamo adesso a suppor negativo il coefficiente b, e quindi zz=ax * — 
by 1 . La sezione primaria sul nuovo piano si risolverà in due rette date dall’equa- 


zione jz=.±x 



che s’ incroceranno tra loro alla nuova origine. Le sezioni 


Secondarie parallele al di sopra del nuovo piano, avranno per equazione x=rax 1 — 
a * 

ir*, ovvero jr % za )> e 9 u > n di saranno iperbole coi rami stesi nel 

0 a 


senso dell’ asse X, ossia concave verso quest’asse, col centro in un punto dell’asse 
X /X 

Z , c coi semiassi \ e quindi tutte simili e crescenti con x. Quelle al 

a 0 

di sotto del nuovo piano, per le quali z e quindi x son negative, verranno date dal- 
F equazione Y.=bjr * — ax * , ovvero x*= — ( > * — -j - ); e 801,30110 es *c pure iper- 
bole come le precedenti e col centro sudasse Z,ma coi rami stesi nel senso dell’asse 


x 

— per se- 
ti 

raiasse coniugato, e tutte tra loro simili, e crescenti esse pure indefinitamente con 
x. Le altre due sezioui primarie avranno per equazioni bv* =— ■ z, cioè 

sara nno due parabole l’una del parametro , l’altra del para metro-j, che avran- 
no Z per asse principale, e per vertice comune la nuova origine dei piani coordi- 
nati, ma rivolte in opposto senso; mentre la prima, per la quale z non può esser 
negativa, sarà tutta al di sopra del nuovo piano, e stenderà i suoi rami dal basso 


Y , e coi semiassi permutati, cioè con t/-.- per semiasse Ira» ver s 

b 
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ili’ alto tu) piano (Ielle Xz, e la seconda per la quale * non può eaaer positiva, sa- 
rà tutta al Hi sotto, e scenderà coi suoi rami dall’ alto al basso sul piano delle yz. E 
parabole saranno altresì degli stessi parametri , e rivolle nei medesimi sensi le se- 
zioni secondarie respettivamenle parallele ai piani delle xz, e delle jrz. Le prime 

infatti hanno per equazione at*=— (i6 1 +-), e le seconde y* = — (fla* — z) . 

Quelle hanno dunque il vertice al di sotto del nuovo piano, queste al di sopra ; 1’ 
une alla distanza k=. — 46*, l’ altre alla distanza z =.««’. E poiché le prime soh sem- 
pre reali con z positiva, e immaginarie con z negativa e ^>46*; e le seconde ali’ 
opposto son reali con z negativa, e immaginarie con z positiva e aa’, è dunque 
chiaro che quelle volger debbono i loro rami dal basso all’ alto, queste dall’ allo al 
basso. 

1 150. Le medesime varietà s’ incontrerebbero se in luogo di b si supponnesse ne- 
gativa a. Riguardo poi alle sezioni oblique, l’ equazioni già stabilite di sopra (t 1 47), 
e che col cangiamento di b in — 4 divengono l’una j:=ra(a+ xcosu)' — bx'icn 1 a>, 
l’ altra jsenOxza^a+f cosb) *—bx* t mostrano che, nel caso di 6=90°, qualunque 
sezione latta normalmente al piano delie xjr t darà una parabola, come darà un’ i- 
perbola nel caso di O)z=90°. 11 solido a cui appartiene la superficie della proposta e- 
quazione si chiama paraboloide iperbolica. E come anche supponendo azxzb ninno 
dei tre sistemi di sezioni divien circolare, così questo solido non può mai appara 
tenere alla classe di quelli di rivoluzione. 

1151. Del rimanente alla massima parte delle conclusioni alle quali ci siamo 
condotti supponendo ortogonali le coordinate (t 1 38), si sarebbe egualmente perve- 
nuti supponendole oblique, come iaciimente ci convinceremo, se riassumiamo eoa 
quest’ipotesi tutti i precedenti ragionamenti ; se non che in questo caso apparterrà 
ai semidiametri coniugati tutto ciò che abbiamo detto dei semiassi. Solo è da av- 
vertirsi cheniuna dell’ equazioni potrà allora rappresentare superficie di rivoluzio- 
ne, perchè l’eguaglianza dei coefficienti a, b nelle sezioni ellittiche potrà bensì 
riferire ai semidiametri eguali dell’ ellissi ( 974 ) l’ equazioni corrispondeuli , ma 
non mai a circoli, attesa l’ obliquità delle coordinate. E da osservarsi in oltre che se 
supposte di nuovo ortogonali le coordinate X, y, z, si sostituiscano nelle equazioni 
proposte (H38.H47) i loro valori dati per x 1 , r 1 , z 1 (1084) , nascerà , omessi gl’ 
Indici, una nuova equazione a coordinate obliquaugole, della forma generica 
z‘-\-Aj , -^-A'x'-\-Bzy+B'zx-\-B"xj-^-Cz+C>-*-C"x+D—0 
che spetterà come le due proposte alle medesime superficie . 11 modo poi di rimon- 
tare da questa alle primitive, e l’ esame dei casi in cui ciò resta possibile, olirono 
batteria a troppo lunghe discussioni , perchè qui possiamo occuparcene. 
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Equazioni dei piani e dei coni tangenti ad una superfìcie, e delle rette 
ad essa normali 

1452. Vogliasi l’equazione di un piano Ungente in un punto dato x'y 'z' ad u- 
nadata superficie. Poiché il piano deve neccssariauiente passare per il punto dato, avrà 
per equazione (4107) z— z'xxA(x — x')+J?( r— r ’), nella quale dovranno deter- 
minarsi A,B. Supposta frattanto z—f(x,y) l’equazione della daU superficie (1432), 
si faccian passare per il punto dato, attraverso la superficie ed il piano tangente, due 
piani tra loro normali , 1’ uno parallelo a quello delle xz , 1’ altro a quello delle yz. 
Le due intersezioni con la superficie daranno luogo a due sezioni secondarie (1434) 
delle respcttive equazioni z=z®(x), !=*()) ( ivi ) ; mentre le due intersezioni col 
piano tangente saranno due rette elle avranno per equazioni l’una yz=y\ z—z'x=A\ 
(x — x'), l’altra x=x', ; — z's=B(y—y') (4 4 4 4); e le quali, come Comuni al 
piano tangente, saranno tangenti in generale alla superficie nel punto x'y'z 1 , e co- 
me comuni ai piani secanti , saranno in particolare tangenti alle curve delle due 
sezioni nel punto x' t 'z 1 • Or quest’ ultima circostanza dà (1064) Az=j,(x'), B 
Ji( r J ); dunque perla cercata equazione del piano tangente avremo i— z'=p,(x')X 
(x— x')+?.( y )0 • — y), nè altro rimarrà die calcolare e sostituire i valori delle 
due derivate pi(x'), fi(j '), valori che si otterranno calcolando con le regole note , 
o più speditamente con quelle del calcolo differenziale, le derivate prime delle due 
equazioni zz=f(x), z=zy(}), e ponendovi x', r', z’ in luogo di x,y, z, poiché il 
contatto non è qui ad un punto qualunque, ma a quello che nelle curve delle due 
sezioni ha per coordinate x', y’, z'. 

1453. Abbiasi per esempio la superficie dell’ equazione di second’ ordine z* = 
ax ^ y b } * -J-c (4 4 38). Per la prima sezione secondaria , fatto 6y’‘-ycz=g, avremo 

, ax ax aX 1 

z=J/(«x*-f-g); d’onde y,(x)= — — — s= , e quindi y.(x')=— j-j per 

J/(ax , +g) z z' 

by òr 1 

l’altra, fatto ax'M-c— ù, avremo z~j/(6y *-t-/«), yi(/')= — > e y >(/')— —p, e quiu- 

ax' by' 

di per l’ equazione del piano tangente z — ;•:= — ■ (x — x )d — (j — y ), ovvero, 

z 1 z‘ 

Osservando che 1’ equazione della superficie dà * =rox' *-4-4/ 1 *-i-c, e riducendo, 
zz'z=axx'-ybyy'y-c. Cosi per la sfera ove it—sb— i 1, e c=r* (1079), sarà sz'-4- 
yyt+xx'=r'. 

1454. Sia l’altra equazione r=ax * -4-4 r * -|-c (1446); avremo per la pri- 
ma sezione secondaria zxzuix^-y-g, e quindi f i(x)=2ax, p,(x l )=2ax l , e per la se- 
conda zxzby*-+-h, y,(y)zxlby, y,(> ')=24y. Dunque : — : =2ax\x-x')-y2b ) 1 X 
(y — y); e poiché si ha z’xrax' * -4-4 j * -f-c, 1’ equazione del piano tangente sara 
perciò z+z' =2 (axx -f-òri'-f-c). 

1455. Voglia adesso condursi un piano tangente per un punto x'^ 'z 1 esterno 
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«Ila superficie. La qualità di tangente, e la condizione del passaggio pel punto x'y'z' 
daranno come sopra per l’equazione del piano z — z'=(x — x')p,(x)-f-( r — i K' l )pi(r). 
Hiferiamo le tre coordinate x, y, z al punto di conlatto.Dovrà allora sussister tra loro 
anche l’ altra relazione F(x,r, z)xzO che esiste in generale fra le coordinate della su- 
perficie; e se col mezzo di questa elimineremo dall’ altra una qualunque delle tre 
coordinate, risulterà un’ equazione tra le due rimanenti, che essendo indetermi- 
nata, mostrerà come infiniti possono essere i punti successivi nei quali il piano pas- 
sando per il dato punto esterno, potrà toccar la superficie, e infinite per conseguenza 
le posizioni che potrà prendere. Frattanto è manifesto che se la proposta elimina- 
zione si farà cadere sulla coordinata z , l’ equazione risultante tra x ed > corrispon- 
derà alla projezione della curva dei contatti sul piano delle xy; e se si farà in se- 
guito cadere sulla coordinata > , la risultante darà la projezione della curva sul piano 
delle xz. Conosciute così le due proiezioni, sarà nota altresì la qualità della curva 
(i096). 

1 156. Determinata in tal guisa la curva dei contatti, se da ciascun punto della 
piedesima immaginiamo condotta al punto esterno una retta, verremo a formare ciò 
che chiamasi cono tangente, che avrà dunque per base la curva trovata e di cui 
potremo sempre coi noti metodi trovar 1’ equazione (1130). Può osservarsi che se il 
punto esterno dato sia luminoso, la curva dei contatti segnerà in tal caso sulla su- 
perficie il confine tra la parte illuminata e la tenebrosa. E dunque visibile il rap- 
porto di queste dottrine con la Teoria generale dell’ ombre. 

1157. Desta a parlarsi delle normali alle superficie. Una retta è normale ad una 

superficie, quando incontra perpendicolarmente il piano che tocca la superficie nel 
punto ove questa è attraversata dalla rotta. Più particolarmente però si chiama nor- 
male quella sola porzione della medesima, intercetta tra la superficie ed uno dei piani 
coordinati, che ordinariamente è quello delle xy. Volendone 1’ equazioni, osserve- 
remo che per una retta perpendicolare in un punto x'y* z' ad un piano dell’equazione 
zzzAx+B r+C , si hanno l’ equazioni x = — A(z — z , )-Hx , J — B(z~z'y+y' 

(fff8); dunque essendo per noi A=f,(x 1 '), (f 152) , l’ equazioni della 

normale saranno x — x'=f,(x')(z ' — ;), y — •y'ssfify^s' — z). Così se la superficie 
sia di second’ ordine , e dell’equazione z * zxax * -\-by 1 rt-o , avremo (f f 53) 

ax 1 hy* 

yi(x f )= — p, _i— f e per equazioni della normale (x — x f ) z , ^ax , (z 9 — z) f 

( v r— p 1 ) z , =A> , (z l — z ), dalle quali si deduce l’altra b t y\x — x l )=ax'(y — -j 1 ). E 
potrà di passaggio notarsi che se b=za, e in conseguenza il solido sia di rivoluzione 
(4 143), l’ultima darà r*, equazione che appartenendo alla projezione della 

normale sul piano delie xy (1094), e mancando della costante , mostra che questa 
projezione p; ssa per l’origine (1095 2°), e quindi la normale per Passe Z di rotazione. 

1158. Volendo poi determinare la lunghezza n della normale presa dentro i 

limiti già dichiarati, si chiamino le coordinate del suo puuto d’incontro 

col piauo delle xy. Sostituendole in luogo di x, y, z nelle precedenti equazioni, e. 
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osservando che r l '=0 ( f 080.2°) , «Tremo jr" — x' s z< <p r " — ì '=z'y ,(/). M* 

la normale si stende dal punto x' y'z 1 al pnnlo •*, e perciò (1082) 

(*’ — x") à -Ky-r-V •) » -hzl * , dunque n=z'f/((f,x )* -(-(« ,r).* -i-1 ). 

Intersezione delle superficie, e curve a doppia curvatura 

1159, Allorché una superficie curva qualunque è intersecala da un piano , la cur- 
va della sezione dovendo trovarsi tutta stesa sul piano secante , è necessariamente 
nna curva piana. Ma se una superficie curva è intersecata da un’ altra superficie 
curva , come sarebbe se nna sfera iosse intersecala da un cono il cui asse non pas- 
sasse per il centro della sfera , non avrà luogo nei più dei casi la precedente conclu- 
sione, e la sezione presenterà nna curva di nuovo genere, tutti i di cui punti si tro- 
veranno successivamente in piani diversi , e che essendo curva in due sensi , si chia- 
ma perciò curva a doppia curvatura. Potremo formarci un’ idea di queste curve, 
se immagineremo avvolto ad un cilindro retto nn segmento parabolico. E chiaro 
che il perimetro di questo segmento sarà allora curvo e nel senso della parabola , 
e in quello del cilindro a cui è avvolto, e formerà dunque una curva a doppia cur- 
vatura. 

1160. Allorché queste curvasi considerano come provenienti dalle intersezio- 
ni delle superfìcie, potranno esser sempre rappresentate come le curve piane(f096) 
per mezzo delle loro projezioni sui piani coordinali. Per conoscer queste projezioni, 
supposte F(x,y,z)=0,/(x,y,z)x=0 l’equazioni delle due superficie, basterà che si 
prenda successivamente dall’una, e si sostituisca nell’altra il valore di una delle tre 
coordinale, dato per l’ altre due. Risulteranno cosi tre eqaazionl , una fra x ed r, 
l’altra frax e z,la terza fra j- e z, che saranno visibilmente quelle delle tre projezio- 
ni ani piani corrispondenti. Dall’indole e qualità delie curve di projezione dovre- 
mo poi desumer quella della curva della sezione- Cosi se troveremo che una delle 
projezioni é immaginaria , come sarebbe nel caso che s’ incontrasse l’ equazione 
0, concluderemo che le due superficie non s’intersecano. Se trove- 
remo che una delle projezioni si riduca ad un puuto, come qualora per quella sul 
piano delle xy si trovassero le due equazioni determinale xcxm, yzxn (899), 
concluderemo che semplicemente si toccano, 

1 <61 . Ma la più importante delle ricerche che posson farsi su questo proposito 
é quella di trovare se , e in quali casi 1’- intersezione può essere una curva piana, o 
di semplice curvatura. A tale effetto si prenda l'equazione generale del piano Ax-\- 
i?r-|-C:=Z>(1099), e si sostituisca il valor di z in una delle due equazioni delle 
superficie. Otterremo una nuova equazione tra Jf, v, che rappresenterà la projezione 
dell’ intersezione della superficie e del piano su quello delle x > , e che sarà funzione 
dei coefficienti s4 f Jf,C t D dell* equazione del piano. 

1462. Si confronti adesso questa con 1’ altra che rappresenta la projezione d<?U 
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1* intersezione delle due superficie sul medesimo piano delle xy. È evidente che 
se avranno luogo, e potranno in qualunque modo trovarsi per A,B,C,D tali valori 
da rendere identiche le due equazioni , l’ intersezione delle due superficie tra loro si 
confonderà con quella dell’ una di esse col piano, e quindi sarà una curva piana. 
In caso diverso non potrà essere che una curva a doppia curvatura. 

4(63. Abbiansi per esempio due sfere dell’ equazioni x'-yy’-yz’xxr*, (4+r)* 
-4-(c-+- y )’-(-(e-t-z)*=r l *. Eliminando z e ponendo per comodo p , =zr"—r' — i*— 
e* — e’, avremo per la projezione della sezione sul piano delle xy, ix a (e’-t-A 1 ) 
-4-l/'(e’-t-e’)+8Aczy — ibp'x — icp , y-+-p^—4r’e*= 0. Orsi ponga in x’-yy‘-i -z*== 
r* il valor di z preso dalla supposta equazione del piano Axy-By+Cz=D; tro* 
veremo (A'-\-C‘)x'-\-(B'+C')y ‘-i-2ABxj — 2ADx-2BDy-\-D » — C» r * =0. 
Ora è chiaro che questa equazione potrà sempre rendersi identica alla preceden- 
te, ponendo Axxlb, Bx=2c,C=2e, D=p * j dunque la sezione è una curva pia- 
na, e del tutto conforme a quella che farebbe o con l’una o con l’altra superfi- 
cie un piano, che avesse per equazione 2 bx-yìcy-\-2ezx=p % , e perciò circolare 
(750). 

4(64. All’ opposto , cercate coi noti modi , e confrontate fra loro le due equa- 
zioni corrispondenti alla projezione della intersezione di un cilindro retto con un 
cono retto e con un piano , non si troverebbe per A, B, C, D alcun valore che ren- 
desse la seconda eguale alla prima. Quindi la curva dell’intersezione deUe due no- 
minate superficie curve sarebbe in questo caso a doppia curvatura. 

GbOMETKIA DtSCHITTlFA 

4(65. Il metodo delle projezioni non solo risolve analiticamente i problemi, 
nei quali entrano punti o linee situate in piani diversi, ma dà anche mezzi assai fa- 
cili per la loro costruzione geometrica (682), ed insegna ad operare sulle grandez- 
ze considerale nello spazio con la stessa facilità e con lo stesso rigore, che si ottiene 
dalla Geometria piana rapporto alle grandezze situate in un piano. 11 metodo pren- 
de allora il nome di Geometria descrittiva , scienza di grandissima utilità per le 
arti, specialmente per quelle d’ intaglio, di prospetti va e architettoniche, nelle quali 
le questioni del genere di cui si parla, sono infinite, e si ha bisogno di soluzioni 
reali, effettive ed esatte, e non già astratte o semplicemente rappresentate da una fi- 
gura descritta in un piano, a cui col soccorso dell’ ombre si sia data una qualche 
apparenza di rilievo. Non potendo impegnarci in un pieno trattato di questo inte- 
ressante e vastissimo soggetto, ci limiteremo a darne le nazioni più elementari, che 
applicheremo alle costruzioni dei problemi relativi alla linea retta , al piano, alle 
curve piane e alle siere. 1 Giovani che volendosi dedicare alle arti avesser perciò 
bisogno d’istruzione maggiore, potranno consultare le opere classiche di Mongc, 
lAi-Croix e V Mie. 

((66. Di due soli piani di projezione si fa generalmeule uso nella Geometria 
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descrittiva, l’ imo chiamato orizzontale, l’altro verticale, in quanto che gli oggetti 
che occorrono in pratica son per lo più collocati in questi due sensi. Abbiasi per-; 

F.238 Moto un punto P situato nell’angolo di questi piani, e sieno A, B le di lui proiezio- 
ni sull’ uno e sull’ altro. È manifesto che queste projezioni, o le loro distanze AT, 
BT dall’intersezione MN dei due piani, determinano completamente la posizione 
del punto P. Ora s’ immagini che il piano verticale OM rivolgendosi intorno all’in- 
tersezione MN, si ripieghi sul prolungamento MU del piano orizzontale MR, c sia 
A 1 il luogo che in questa nuova situazione del piano prenderà il punto B. E eviden- 
te che sarà A'T normale ad NM (693), e di più eguale a BT; in conseguenza la 
retta A*T rappresenterà come BT la distanza di B a T, o P altezza di P al di sopra 
del piano orizzontale: potrà dunque sostituirsi a BT per rappresentare con AT la 
posizione di P. 

1167. Col medesimo raziocinio si proverebbe che se CD,EF sieno le proiezio- 
ni di una rei-ta (1090) , o le tracce di un piano (1098) sopra quelli di projezione , e 
sia CD 1 la situazione che prende EF, allorché il verticale è ripiegato sul prolunga- 
mento del piano orizzontale, potremo sostituire D'C 1 in luogo di EF per rappre- 
sentare insieme con CD la posizione della retici o del piano. Or questo semplicissi- 
mo principio può riguardarsi come il fondamento della Geometria descrittiva. Col 
mezzo di esso ogni imbarazzo proveniente dalla necessità di operare sopra due pia- 
lli diversi , vien tolto ; e tutte le costruzioni si riducono ad un solo e medesimo 
piano. 

1168. Prima però di passare ad applicarlo alle costruzioni che ci siamo pro- 
poste (1 165), premetteremo come proposizioui evidenti , o facili a dedursi dalle ca- 
se già dette, 1°. che unite le due projezioni A, A' del punto P, la retta A A* passerà 
per T e sarà normale ad MN (506.3°); onde le due projozioni di un punto son sem- 
pre in una stessa retta normale all 1 intersezione MN;e perciò data una delle projeziof 
ni , 1’ «altra dovrà trovarsi nel prolungamento della normale condotta da quella sopra 
MN. 2°. Se il punto o la linea data sia sopra uno dei piani ortogonali , la loro pro- 
jezione sull’ altro dovrà cadere sull’ intersezione MN. 3°* 1 punti o le linee situate in 
uno dei piani si confonderanno con le loro projezioni in quel piano. 4°. La traccia 
di una retta sopra di un piano, o il luogo ove essa Patlraversa o lo incontra , è ne- 
cessariamente in un punto della projezione della retta in quel piano. 5°. Se una 
retta sia parallela ad uno dei piani, non potendo incontrarlo giammai non presenterà 
che la sola traccia sull’ altro,* e reciprocamente se d’ una retta non si abbia o uoo 
possa assegnarsi che una sola traccia, la retta sarà parallela al piano su cui non com- 
parisce la traccia. Mancheranno poi amendne le tracce, se la retta sia parallela al- 
l’ intersezione MN, e di nuovo nonne avremo che una se passi per MN. 6°. Allorché 
le due tracce di un piano son convergenti, il loro incontro succederà in qualche 
punto di MN : deve infatti esser comune alle due tracce , per conseguenza anche 
ai du? piani, e trovarsi perciò nella loro intersezione. 7°. lutine se un piano sia pa* 
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rallelo ad uno di quelli di projev.iooe, non avremo che l’unica sua traccia sull’ al- p 238 
Irò, la quale sarà parallela ad MIN ■ e se sia parallelo ad MN , ambedue le tracce 
saranno parallele ad MN. Non avremo del pari che una sola traccia, che sarà la tt«s~ 
sa MN, se il piano sia disteso lungo MN. 

4169, Per quanto il piano verticale si supponga ripiegato sul prolungamento 
dell’ orizzontale , gli conserveremo la denominazione di verticale. Impiegheremo 
per rappresentarlo quella parte delle ligure, che resta al di sopra della retta MN 
esprimente V intersezione o divisione dei due piani ; riserbando l’altra parte infe- 
riore per rappresentare l’altro piano. Ambedue si supporranno di dimensioni inde- 
finite, come del pari supporremo generalmente indefinite le rette e le dimensioni 
dei piani, che entrano come elementi o come oggetti di ricerche nei nostri problemi. 

1170. Per facilità e brevità di discorso contrassegneremo con un apice le let- 
tere indicanti i punti o linee che abbina luogo nel piano vellicale, a distinzio- 
ne di quelle dell’orizzontale che segneremo senz’apice alcuno. I punti che cadono 
nell’ intersezione MN, e che perciò spettano insieme ai due piani , saranno indica-* 
ti o con 1’ apice o senza , secondo che occorrerà di considerarli o nel piano vellica-* 
le o nell’orizzontale. Allorché poi trotteremo di un punto , di una linea o di nn 
piano situala nello spazio , noteremo il punto e la linea con le lettere spettanti alle 
loro projezioni, chiudendole dentro parentesi; ed in pari modo noteremo il piano 
e le curve con le lettere delle loro tracce. Cosi (A A') indicherà un punto , le cui 
projezioni orizzontale e verticale cadano in A, A f . Del pari (AB, A'B') significherà 
una retta o nn piano che abbiano l’nna per projezioni, l’altro per tracce (1098) 
orizzontale e verticale le rette AB, A'B f . Qualora però l’incontro delle tracce AB, 

A'B' abbia luogo nei limiti della figura , e sia notato per esempio con C, l* indica- 
zione del piano sarà semplicemente (ACA f ), 

4 1 7 1 . Intenderemo al solito esser dati o trovati un punto o una linea , allorché 
lie son d 'le o trovate le proiezioni : ed esser d ; «lo o trovato un piauo, quando ne son 
date o trovatele tracce. Infine segneremo nelle figure con linee andanti o piene tut- 
te quelle che vengono o date, o cercate e trovale nel problema; con linee tratteg- 
giate quelle che sono introdotte ausiliarmente nelle costruzioni; con liuee pun- 
teggiate quella porzione dell’ une e dell’ altre che passa o al di là del piano ver- 
ticale, o al di sotto dell’orizzontale. Tutto questo premesso, passiamo ai problemi, 
che disporremo secondo l’ ordine di dipendenza che l’uno ha dall’ altro. 

<472. 1. Datele projezioni C,C* e D,D* dei due punti (GC 1 ), (DD ? )» costruir 
la retta che li congiunge, o ohe ne determina la distanza. 

Si uniscano C 1 e D , D 1 . Da C, D* si conducano CR normale a DO e 
IVO' normale aCC'. Sopra CR si prenda €0=0 Q* ; unita D con O, la retta DO 
equivarrà alla cercata. Infatti si concepisce facilmente che questa retta deve corri- 
spondere all’ ipotenusa di un triangolo rettangolo, che abbia per un dei cateti la di- 
delle projezioni orizzontali dei due dati punti, e per Poltro In differenza delle 

r. ih f \ 
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F.239 l° ro elevazioni al di sopra del piano orizzontale. M» queste elevazioni son rappre- 
sentale da d , C f c (11 66), e la lor di fTerenza da C'O'r^CO; dunque la retta cercata 

è visibilmente eguale ali* ipotenusa DO. 

1173. II. Data la retta (AB, A‘B'), costruir gli angoli formati dalla medesima 
coi due piani di projezione. 

Presi nella retta data due punti qualunque (QC) a (DD r ), si eseguisca sopra i me- 
desimi la costruzione del problema precedente; P angolo CDO del triangolo finale 
OCD rappresenterà quello della data retta col piano orizzontale. Infatti gli angoli 
della retta coi piani son quelli della retta con le sue medesime projezioni. Or si con- 
cepisca il triangolo CQD elevalo verticalmente sul cateto DG. E chiaro che la retta 
data e P ipotenusa DO si troveranno allora nello stesso piano projeUante, e di più 
diverranno parallele, atteso che la distanza del punto O al punto (CC 1 ) sarà C'c — r 
CO=C'c — C'O^cO'-^D'rf , distanza del punto D a (DD f ). Dunque l’angolo CDO 
che la projezione orizzontale la con DO, eguaglia quello che la con la retta data, o 
che questa fa col piano orizzontale. Cosi se ne troverebbe l’altro col verticale. 

1 174. HI. Data la retta (PQ, P'Q 1 ), trovarne le due tracce (1168.4°) orizzon- 
tale e verticale. 

Dai punti A',B ove le dueprojezioni P'Q', PQ passano per P intersezione MN, 
si alzino normalmente ad MN le rette ÀA', BB'. 1 punti A, B' d’ incontro frale dne 
projezioni e le due normali determineranno le tracce cercate. Infatti la traccia oriz- 
zontale, come punto della retta data /leve aver la sua projezione verticale lungo P'Q', 
e come punto situato sul piano orizzontale deve averla lungo MN (1 (68.2°) l’avrà 
dunque visibilmente in A'. Dovrà perciò questa traccia trovarsi in qualche punto 
della normale A 1 A (11 68.1°); ma deve trovarsi anche in PQ (1 1 68.4°): sarà dunque 
in A. 11 raziocinio medesimo vale anche per l’altra traccia. 

1175. IV. Date le tracce A,B ( della retta, si cercano le projezioni. 

Condotte ad MN le normali AA 1 , BB 1 , le rette AB, A'B' saranno le projezioni 
cercate. Ciò è chiaro per P antecedente problema. 

Se non si avesse che la sola traccia B',la retta sarebbe parallela a) piano oriz- 
zontale (1168.5"), nè potrebbe aversi che la sola projezione verticale, la quale si 
Otterrebbe conducendo per B f una parallela- ad MN. Altrettanto si dica se non si 
avesse che la traccia A* 

1176. V. Trovare il punto d* intersezione di due rette date. 

La projezione orizzontale dei punto cercato sarà nel comune incontro delle pro- 
jezioni orizzontali delle due rette date; la verticale in quello delle verticali. Infatti 
dovendo questo punto appartenere alle due rette date, anche le sue projezioni do- 
vranno appartenere a ciascuna projezione delle medesime. 

240 1 177. VI. Dati i piani (ABC'), (ADC 1 ) trovarne 1’ intersezione. 

Dai punti A, C* ove le tracce orizzontali e verticali dei due piani si tagliano re- 
spetti vamente fra loro, conducami sopra MN le normali AK : , C F: e quindi si uni- 
sca A con F, C con E' : saranno AF, CE 1 le projezioni cercate. IrdaUi i due punti 
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A, C 1 appartengono all'intersezione voluta e ne sono le tracce (4168. 4 ") Dunque Fig.240 
FA, OE 1 ne tono le proiezioni (4 475). 

Se uno dei piani dati tosse parallelo ad uno di quelli di projezionr, per esempio 
al piano verticale, e quindi non si avesse del medesimo che la sola traccia orizzon- 
tale DA parallela ad MN (4 468. 7.°), la costruzione precedente non potrebbe aver 
luogo. In tal caso si conduca medesimamente da A sopra MIN la normale AE 1 , e da E 1 241 
la E'G' parallela a BC ; sarà (AE',' ( E'G ) l’intersezione cercata Intatti il piano pa- 
rallelo al verticale, essendo normale al piano orizzontale, si confonde col piano pro- 
gettante verticale della sua intersezione con l'altro piano dato; dunque la sua traccia 
DA è nel tempo stesso projezione orizzontale dell'intersezione. Inoltre il punto A è, 
come nel caso precedente, traccia orizzontale dell'intersezione. Il punto E' apparterrà 
dunque alla di lei projezione verticale (t 168. 2.°). E poiché l’intersezione è parallela 
alla traccia verticale dell’altro piano dato (7 40), a questa traccia dovrà esser parallela 
anche la sua projezione verticale (tW), la quale dunque non potrà essere che E'G'. 

1478. VII. Per un punto (CC 1 ) condurre una parallela ad una retta (PQ, P Q‘). 242 

Le proiezioni della retta cercata, e quelle della data, debbono esser parallele 
fra loro (7 4 0). Se dunque per C, C 1 si conducano AB, A'B 1 l’una parallela a PQ, 
l’altra a P'Q 1 , sarà (AB, A'B 1 ) la retta che si domanda. 

Per più facile intelligenza di ciò che segue si noterà , che se io luogo di 
(PQ, P'Q') sia data sul piano orizzontale la retta PQ, poiché questa ha una pro- 
jezione iu PQ, l’altra in MN (4468. 2°) perciò una delle projezioni della paral- 
lela cercata dovrà esser parallela alia data, l’altra ad MN. 

4 1 79. Vili. Per un punto (CC 1 ) condurre un piano parallelo ad un piano (EFG 1 ). 243 

Si conducano CH parallela alla traccia FE, ed HIT, OH' l’uoa noi inde, 
l’altra parallela ad MN. La retta (CH, C'H) sarà parallela alla traccia FE ( probi, 
prec.), e per conseguenza al piano(EFG'). Dunque apparterrà interamente al piano 
cercato ; e poiché ha per trarcia verticale H' (14 74), perciò H 1 sarà un punto 
de»' intersezione del piano cercato col verticale, o della sua traccia verticale, la 
quale dovendo esser di sua natura parallela alla traccia verticale del piano dato, si 
avrà perciò conducendo per H' parallelamente ad FG 1 la retta l’K'. Quanto alla 
traccia orizzontale è chiaro che si avrà conducendo da l' la l'B parallela ad FE. 

Che se il piano dato fosse uuodei piani di projezione, per esempio il verticale, 
non si potrebbe assegnare che la sola traccia orizzontale del piano cercalo(t 168-7 °), 
la quale visibilmente si avrebbe couducendo per Cuna parallela ad MN. E nel modo 
stesso dovrebbe operarsi, se il piano dato fosse parallelo al piano orizzontale. Qualo- 
ra poi fosse semplicemente parallelo ad MN, e quindi avesse le sue due tracce paral- 
lele ad MN (1468.7.°), tali dovranno esser pure quelle del piano cercato. Presi due 
punti ad arbitrio l'uno sull’una, l’altro sull’altra traccia del piano dato, si costruisca 
la retta che li congiuuge (4 4 72); a questa per il punto dato si conduca una parallela 
(4 478), della quale si determinino le tracce (4 474): le due rette condotte per queste 
parallelamente ad MN saranno visibilmente le tracce del piano cercalo. Geueral- 

T. II. 1 ~ 12 * 
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mente tutti i casi contemplati sotto i num. 5.° e 7." del paragrafo 1168 esigono co- 
struzioni particolari, spessissimo più semplici delle generali, e che potendo quindi 
assai facilmente trovarsi, noi perciò ci dispenseremo dal farne ulteriore parola. 

il 80. IX. Condurre un piano per tre punti dati, o per due delle tre rette 
che li congiungono. 

Ciascuna di queste tre rette appartiene per condizione al piano cercato. Dun- 
que le loro tracce sono altresì punti delle tracce del piano. Perciò trovate 
quelle (1174), avremo le direzioni di queste, e quindi il piano. 

Fig.244 1181. X. Da un punto dato (AA 1 ) abbassare una perpendicolare sopra un 

piano dato (BCD'), e determinare il punto d’ incontro della normale col piano. 

Quanto alla pi ima parte del quesito i manifesto che le proiezioni della retta 
■creata dovranno esser perpendicolari alle tracce del piano (706), e si avranno per- 
ciò conducendo AE, A'G' normalmente a BC, CD'. Quanto all’altra parte si alzi 
EE' normalmente ad MN. il piano (AEE 1 ) si confonderà col piano proiettante verti- 
cale della normale trovala (AE, A'G'). Conterrà perciò tutta la normale, e quindi 
anche il punto cercato. Ma questo deve esser pure nel piano dato (BCD'), dunque 
caderà nella loro intersezione (EF,E'F')(t 17 7) ; e poiché deve trovarsi del pari 
nella normale (AE, A'G'), dunque la di lui projezione verticale sarà in H' interse- 
zione delle due projezioni verticali E'F', A'G' (1176), e l’orizzontale in H incontro 
di AE, projezione orizzontale della normale, con HH' normale ad MN (1168. 1 .°). 

245 1182. XI. Per un dato punto (A A') condurre un piano- perpendicolare ad 

una reità data (BC, B'C'). 

Si conducano A'D 1 , AD, DD', normali l’una a C B', l’altra ad AA', la terza ad 
MN. Quindi da D la DE normale a CB, e da E la EF 1 normale a GB'. Saranno 
DE, EF' le tracce del piano cercato. Infatti se questo deve esser per condizione nor- 
male alla retta data, le sue tracce e le projezioni della retta saranno respetlivamente 
normali fra loro (1181). Dunque A'D' sarà parallela alla traccia verticale, e lo sarà 
perciò anche la retta (A'D 1 , AD) (11 78). Ma questa ha comune col piano il punto 
(AA'), se dunque è di più parallela ad una delle tracce, deve necessariamente es- 
ser tutta in quel piano. Quindi la sua traccia orizzontale D (1 168. 4.°) sarà altresì 
un punto della traccia orizzontale del piano, la quale dovendo esser inoltre nor- 
male a CB, sarà perciò nella direzione di DE, come egualmente la traccia verticale, 
che deve partirsi d«E(H68. 6.°) ed esser normale aC'B', sarà nella direzione di EF'. 

1183. XII. Condurre un piano perpendicolare ad un piano dato, e che passi 
per una retta parimente data. 

Da un punto qualunque della data retta ti condurrà una perpendicolare sul 
piano dato(1l8l): quindi si farà passare un piano per questa e per la retta 
data (1180), che sarà visibilmente il cercato (703). 

1 184. XIII. Da nn punto dato abbassare una perpendicolare ad una retta data. 

Si comincerà dal condurre per il punto dato un piano perpendicolare olla retta, 

data (1 182) ; si determinerà il punto del loro incontro (1 181); si congiungeran- 
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fio con rette le due pvojezioni orizzontali e le verticali di questo e del punto dato , 
é avremo cosi quelle di una retta che passerà per il punto dato, e sarà normale alla 
tetta data , e che sarà perciò la cercata. 

4 485. XIV. Date le rette (AB, A'B 1 ), (BC, B'C*) che s’incontrino iiel punto 
(B,B f ), trovarne l’ angolo. 

Si cerchino le tràcce orizzontali delle due rette (4 4 74), e supposta l’ una in A, 
l’altra in C, si conduca BD normale ad AC, si prenda M;=BD, si congiunga B' con 
d , e prolungata DB iu G, finche sia DG=B'rf, si (ormi il triangolo AGC. E mani le- 
sto cheÀCe le due rette date formeranno un triangolo, che avrà per base la stes- 
sa AC, per vertice il punto dato (B,B T ), per angolo al vertice l’angolo cercato , e 
per altezza P ipotenusa di un secondo triangolo , i cui cateti sono BD , B'A , altezza 
che sarà quindi eguale a B x d s e per conseguenza a DG. Perciò il triangolo fatto da 
ÀC con le due rette date, e il triangolo AGC che hanno altezze eguali, e base e seg- 
menti della base comuni , sono eguali ; e l’angolo AGC del secondo è dunque e- 
gu 'lo all’angolo opposto ad AC nel primo, e per conseguenza al cercato. 

4 486. XV. Data una retta ed un piano, determinar l’angolo di quella su questo. 

L’angolo che qui si cerca è complemento di quello che la retta farebbe con 
la normale abbassata da qualunque suo punto sul piano. Condotta dunque questa 
normale (4 481), e determinato l’angolo che fa conia retta (4 485), avremo quello 
della retta col piano. 

4 4 87. XVI. Dati due piani inclinati P uno sull’ altro, trovarne l’angolo. 

Trovata P intersezione dei due piani (4 4 77), da un punto qualunque di MN si 
conducano sulle projezioni della medesima due normali, clic rappresenteranno le 
tracce di un piano normale all’ intersezione (4 482). Determinatele intersezioni di 
questo piano coi piani dati (4 477), P angolo che faranno (704) sarà il cercalo. 

4 488. XVII. Date due rette situate in piani diversi e non parallele, trovar la 
più piccola distanza dell’ una all’altra. 

Per un punto qualunque preso sopra la prima delle due rette si condurrà una 
parallela alla seconda (4 478). Per questn parallela, e perla medesima prima retta 
si condurrà un piano (4 4 80), che sarà dunque parallelo alla seconda. Ad esso piano 
per la seconda retta si condurrà un piano normale (4 483); si determinerà P inter- 
sezione dei due piani (4 477), e il punto ove questa taglia la prima delle due rette 
(4 476); e da questo puntosi abbasserà una normale sulla seconda (4 484). È chiaro 
che questa sarà normale anche alla prima , e perciò determinerà la distanza cercata. 

4 489. XVIU. Dato il piano (ABC), trovarne gli angoli d 9 inclinazione sui pia- 
niorizzontale e verticale. 

Da un punto qualunque D di MN si conducano AD, DC' P una normale ad 
MN, l’altra alla traccia BC. Quindi si prenda DE=DC, e si unisca AE. Il piano 
(A DC 1 ) sarà perpendicolare al piano verticale (703 ), e alla traccia CB (701). 
Dunque immaginando uniti A, C, anche AC sarà normale a CB (693). Inolile 
èssendo retto l’angolo ADC, i triangoli ADC, ADE sarauno eguali (540. 4 # ), e 
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quindi pulluli anche "li angoli ACD, AKD. Mn il primo misura l’ inclinazione del 
piano dato sul verticale (704), dunque aticlte il secondo, clic sarà perciò uno dei 
due cercati. Nel modo stesso costruiremo anche l’altro. 

1 490. XIX. Hata la curva (ABC, A'B'C 1 ), condurre una tangente ad un suo punto 
qualunque (BB 1 ). 

La soluzione di questo problema e dei seguenti relativi alle curve, suppone che 
si sappia risolver l’altro quesito più semplice, e indipendente dal metodo delle proie- 
zioni e della Geometria descrittiva , cioè condurre in un piano dato unastangente ad 
un punto qualunque di una curva situata nel medesimo piano, quesito che abbia- 
mo già insegnalo a risolvere (1014). Ciò premesso, e condotte ai punti B,B' delle 
curve ABC, A'B'C' le tangeDti IìM, B'M' , è manifesto che l’una sarà la proiezio- 
ne orizzontale , l’ altra la verticale della tangente cercata , che sarà perciò rappresen- 
tata da (BM, B'M') . 

4 494. XX. Trovare le inclinazioni di una curva data sui piani di projezione. 

Si conduca ad un punto qualunque della curva una tangente (4 490), e se ne 
detrrminino l’ inclinazioni sui piani (4 473); è maniiesto che queste saranno lecer- 
cele, poiché la tangente e la curva sono in un medesimo piano. 

4 492. XXI. Dato un punto (PP 1 ) fuori della cuna (ACB,A'C'B'), condur da 
quello su questa una tangente • 

Si soddisfarebbe evidentemente a questa ricerca conducendo dalle projezioni 
del punto su quelle della curva due tangenti che sarebbero le projezioni della tangente 
cercata. E per condurre quelle due tangenti applicar si potrebbero i metodi ebe dal- 
la Geometria e dall’Analisi abbiamo appresi in addietro. Ma quando o non si voglia, 
o non si possa far caso di questi metodi , eccone uno puramente grafico , ma che per 
gli usi della Geometria descrittiva è sufficiente. 

Si prenda sulla projezione orizzontale ACB della curva data una serie di punti a, 
a', a", ec. ; si conducano ai medesimi le respettive tangenti; sulle tangenti le nor- 
mali «4, a'i', J'b", ec. , e su di queste da P le normali P4, Pi', Pi", ec. Per i pun- 
ti 4,4', 4", ec. si taccia passare la curva 44'4"ec. (4043), e al puoto C, ove questa 
taglia l’altra, si conduca da P la retta PC. Questa come tutte le altre condotte da P 
sulla curva 44'4"ec. sarà ad angolo retto con la normale al punto C della curva ACB, 
quindi sarà tangente in C (934) , e C sarà la projezione orizzontale del punto di 
contatto cercalo. Quanto alla verticale si sa che deve trovarsi in un punto di CC 
normale ad MN (4 468.4°), e nel tempo stesso in un punto della curva ACB' ; sa- 
rà dunque nel comune incontro C 1 , e P'C' darà la projezione verticale della tangen- 
te richiesta , come PC dà l’ orizzontale. Alla curva 444"cc. si dà il nome di curva 
degli errori, ossia curva delle false posizioni (469) in quanto che le rette P4 , 
P4',P4", ec. sono come altrettante situazioni che in certo modo falsamente si attri- 
buiscono alla retta cercata, e die col mezzo indicato portano poi a trovarne la vera. 

4 493. XXII. Sopra una curva (ACB, A'C'B 1 ), condurre uua tangente parallela 
ad una retta (PQ, P'Q') data nel piano delia curva. 
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Ai punti a y a\a}\ ec. presi lungo la curva ACB si conducano le tangenti ab, F.250 
tutte eguali Ira loro, e dirette io un medesimo senso. Da b , b\b u ,cc. 
si abbassino le bd , b'd\ b n d :, f ec. parallele alla projezione PQ della retta data e 
parimente eguali Ira loro. Si descriva la curva che passa per i punti d, d' f d u , ec.; 
e dal punto C, ove questa taglia l’altra, si conduca CT parallela a PQ. E chiaro che 
la projezione orizzontale della tangente cercata dovrà trovarsi fra le parallele bd 9 
b ì d , t b u d ,, f ec. Ma non può trovarsi fra quelle che cadono sul ramo interiore C d ,lì d ,y 
della nuova curva, perchè queste son visibilmente secanti della curva ACB; 
non Ira quelle che cadono nell* altro ramo esteriore, perchè queste non incontrano 
in verun luogo la curva ABC; dunque sarà quella che cade in C, cioè la TC. Avuta 
così la projezione orizzontale della tangente cercata , avremo la verticale, elevando 
al solilo normalmente ad MNla CC fino all’incontro in C r con la curva A’C'B', e 
conducendo da C 1 nna parallela a P'Q'. 

1194. XX1I1. Data la curva (ABC, A’B'C 1 ) e il piano (DEF’), trovar la loro co- 
nume intersezione. 

Da un punto qualunqhé G di ABC si coildùca GK parallela alla traccia oriz- 
zontale DE, eGG 1 normale ad MN. Inoltre da K e K 1 si conducano KK 1 , K'G 1 Pa- 
na normale, l’altra parallela ad MN. Sarà (GKK 1 ) un pia rio verticale che interse- 
cherà lungo la retta (KG, K'G') il piano dato (DEF*) (1177), t conterrà di più la 
normale (G, G 1 ^) elevala sul punto G del piano orizzontale. Or questa si trova al- 
tresì nella superficie projetlaute verticale della curva ddtn (1097) : dunque (GG f ) è 
Un punto d’incontro fra il piano dato è la detta superficie projettante, « G 1 ne è la 
projezione verticale, come G l’orizzontale. Nel modo stesso potremo aver tutti gli 
altri punti dell’ intersezione del piano còlla superficie projettante, e le loro projezioni 
verticali ,che formeranno sul piano verticale una curva, la quale supporremo rap- 
presentata da D'G'L*. Sarà dunque (ABC, D'G'L 1 ) la curva prodotta dalla suddet- 
ta intersezione del piano colla superficie projettante , o la CurVa dei punti comuni 
alla superficie ed al piano. Ma questa superficie contiene altresì i punti della curva 
data (1097), e perciò anche i punti cercali, e questi debbon di lor natura esser co- 
muni anche al piano , e perciò alla curva (ABC, D'G'L 1 ) ; resteranno dunque de- 
terminati dall’ intersezione della curva data Con la curva (ABC, G ! D ( L'), o da quel- 
le delle loto projezioni. 

1195. XXIV. Per un pùnto dato condurre un piano normale ad una Curva data. 

Presa sulla curva data una serie di punti , e da Ciascun di essi condotta una 

tangente, si faranno passare per il punto dato dei piani normali ad esse tangenti 
(1182), e si determineranno le intersezioni (118 1). Ne risulterà una curva; e quelli 
tra i piani normali che passeranno per i punti ove essa taglia la data , soddisfa- 
ranno evidentemente alla condizione richiesta. 

11 96. XXV. Data una sfera ed un }>inno secante, determinare il circolo della 
sezione. 

Le projezioni orizzontali e verticali della sfera sono le basi di due cilindri 
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circoscritti , clic han per renil i le projezioni ilei centro della sfera. Determinaci 
dunque quei centri (5J6), avremo quello della sfera (1166). Da questo si emulili’* 
rà una perpendicolare sul piano secante (H 8 1), esi determinerà il puntoove essa 
lo incontra (ivi), che sarà il centro del circolo cercato (696). Costruito in segnito 
un triangolo rettangolo clic abbia il raggio della sfera per ipotenusa , e per uno dei 
cateti la predetta normale, l’ altro cateto sarà il raggio della sezione. Se poi occorres- 
se averne le projezioni effettive, si cercheranno le inclinazioni G, G' del piano secan- 
te coi piani orizzontale c verticale (4489); e supposto r il raggio della sezione, 
trovala comesi è detto, si costruiranno 1* ellissi delle equazioni y a =cos^(2rx — a* 3 ), 

^ *=coj» 4 Q'(2rx — x*) (4065.IV 0 ), assumendo per centri le projezioni già trovate 
del centro del circolo cercato , e dirigendogli assi delle ascisse parallelamente alle 
tracce del piano secante. Queste curve cosi descritte saranno le projezioni cercale. 

4 497. XXVI. Trovare il centro e il raggio di una slera che passa per quattro 
punti noti. 

Si uniranno con rette il primo punto col secondo, il secondo col terzo, il ter- 
so col quarto (4 172). Sulla metà di ciascuna di queste tre rette si alzerà un piano 
normale (4 4 82), si determinerà l’intersezione del primo di questi col secondo, e 
del secondo col terzo (4 177): il punto ove queste due intersezioni concorreranno, 
sarà il centro cercato. Infatti le rette che uniscono i punti dati son corde della sfe- 
ra ; dunque i piani alzati normalmente sulle loro metà contengono i raggi normali 
alle medesime ( 522); passano perciò lutti per il centro , che essendo quindi co- 
mune ai tre piani deve combinarsi nel concorso di due delle loro intersezioni. Tro- 
tato il centro, si unirà con uno dei punii dati (4 472), e si avrà il raggio. 

4 498. XXVII. Trovar l’ inlcrsezione di due sfere date. 

Sappiamo (4 463) che questa sezione dovrà essere un circolo, il cui piano sarà 
«ormale alla linea dei centri ( 696 ), il raggio corrisponderà alla perpendicolare ca- 
lata dal vertice del triangolo, che ha per base la linea dei centri e per lati i raggi 
delle due sfere, ed il centro caderà sull’ incontro della perpendicolare con la base* 
P. 252 Sia AGB questo triangolo, CD I» perpendicolare, ed AD, DB i due segmenti. Sie- 
no inoltre 0, 0' le inclinazioni della linea dei centri coi due piani di projezione 
(« 473). Saranno 90°-~0, 90" — 0 F quelle dei piani medesimi col piano dell » sezione. 
Avremo dunque le projezioni di questa sezione costruendo l’ ellissi delle equazioni 
^■*s:wn*6(2iX(n) — j i =wh 1 0 , (2iXCD—z *) , dirigendone V asse mag- 
giore normalmente alle projezioni di AB(4 482), e fissandone il centro lungo queste? 
projezioni ad una distanza da quelle del ceutro A, corrispondente ad AD c 0*0 per 
l’uns, ed ADcosO 1 per l’ allea (846). 

4 499. XXVIIJ, Trovare i punti comuni a tre sfere, clic s’intersecano fra di loro. 

Costruite nel modo precedente le sezioni della prima con la seconda , della se- 
«onda eoi» la ferra; i ponti comuni a queste sezioni saranno i cercati. 

XXIX, Condurre un piano tangente ad una sfera in un punto dato. 
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Si condurrà un raggio al punto dato (1172)$ alt* estremi là del raggio si alierà 
Un piano normale (4 182), che sarà il piano richiesto. 

1201. XXX. Data una sfera ed una retta Inori di eaan , condurre per la retta 
un piano tangente alla sfera. 

Per il centro della sfera si farà passare un pi 'Ho normale alla tetta data (1 182), 
si descriverà la sezione della sfera e del piano (1196), si determinerà 1* incontro del 
piano conia retta (H81), e da questo si condurrà una tangeute sulla sezione (1 1 92). 

Per questa tangente e per la retta data si farà passare un piano (1180), che sarà 
tangente alla sfera. 

1202. XXXI. Condurre un piano tangente atre sfere date di raggi ineguali. F. 253 

Per semplici zzare questo problema prenderemo per piano orizzontale quella 

che passa per i centri delle tre sfere. -Sieuo frattanto FHO, KLM, 1GP i tic circoli 
massimi , sezioni respetlive delle tre sfere e del piano. Si conducano HS, OQ tan- 
genti comuni i’ una alla prima e seconda sezione (777.11), l’altra alla prima eallà 
terza : 1’ una e V altra si prolunghino fino ai loro incontri inS, Q coi prolungamenti 
delle linee dei centri AB, AC. Su queste linee dai contatti H, O si abbassino le nor- 
mali HI, OR, che prolungate si suppongano concorrere in T. E visibile 1°. che se 
si faccian girare i triangoli H1S, OHQ intorno ai lati 1S, RQ nasceranno due coni 
retti (762 ) circoscritti , e quindi tangenti alle sfere; 2°. che questi coni avranno 
per basi i circoli descritti dalle ordinale III, OR; 3°. che i piani di queste basi 
saranno normali al piano orizzontale, ed avranno per tracce orizzontali le rette 
HT, OT ; 4°. che il punto T Comune alle due tracce sarà la projezione orizzontale 
del punto comune alle circonferenze delle due basi ; .5°. che l’altezza della proje- 
zione verticale di questo punto al di sopra del piano orizzontale, sarà l’ordinata 
corrispondente all’ascissa AT. Col mezzo di queste due projezioni avremo dunque 
il punto d' intersezione delle due basi dei coni , ed unito questo punto con S, Q 
(1172) avremo due rette , 1’ una delle quali appartenendo ad un cono, l’altra all’ 
altro, saranno tangenti quella alla prima e seconda sfera, questa alla prima e terza, 
e fatto passare un piano per ambedue (1180), questo sarà tangente alle tre sfere. 

1203. La posizione assegnata ad arbitrio nell’ ultimo problema al piano oriz- 
zontale, e che ha contribuito a dar la maggior possibile semplicità alla soluzione 
del medesimo, avrebbe egualmente rese più semplici quelle di molli altri dei pro- 
. blerni passali. Or questo arbitrio è quasi sempre lecito in pratica , c si rende poi 
indispensabile quando si tratti di superficie di un genere più elevato, rapporto al- 
le quali le costruzioni riescirebber complicatissime, quando non fosse libera la 
scelta della posizione dei piani di projezione. Conforme alla protesta già fatta (1 165), 
noi non c’inollrcremo in queste ricerche, che ci porterebbero ad oltrepassar di trop- 
po i limiti prescritti dalla natura e d.i 11’ oggetto di questi elementi. Non possiamo 
però dispensarci dal dare almeno un accenno della maniera, con la quale si può 
(•apprese il Lire col metodo delle projezioni una superficie o conoidale, o cilindrica,- 
e di rivoluzione, formata dal movimento di una linea generatrice costante o rtf-’ 
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viabile lungo una direttrice (1129). E chiaro che quella superficie è «lata, toKorbè 
data è la direttrice, data la legge del movimento della linea generatrice, e datai 
la torma di questa linea , e di più le condizioni di variabilità di essa forma , quau- 
do si supponga variabile. Quindi per rappresentarla convenientemente sui piani di 
projezione basterà i°. descrivervi le curve di projezione della direttrice; 2°. ad o- 
gni punto o pel maggior numero possibile di punti di queste curve segnar le corri* 
spendenti projezioni della generatrice, secondo le posizioni e forme che in quei 
punti corrisponderanno alle leggi del suo movimento e delle sue variazioni. £ fa- 
cile comprendere come in tal modo si avranno quanti punti si vorrà della super-* 
ficie da rappresentarsi , e chele projezioni delle diverse posizioni della generatrice 
avranno forme particolari, le quali manifesteranno assai chiaramente quella della 
superficie generata. I Giovani che vorran più oltre avanzarsi in questo importante 
ramo di scienza, avran luogo di ben conoscere dòme questo sistema «i adatta a tut- 
te le operazioni possibili , e gode egualmente che i precedenti del prezioso vantaggio 
di porger 1 } imagine di ciò che vuoisi rappresentar e. 


INFINITI 1 INFINITESIMI 

1204. Intendiamo per quantità infinite e per quantità in- 
finitesime quelle la etti grandezza o piccolezza eccede qualun- 
que valore che lor si volesse o si potesse assegnare. Esse sono 
quelFestreino limite a cui le quantità ognor crescenti o decre- 
scenti tendono continuamente, senza poter mai raggiungerlo e 
molto meno oltrepassarlo. Cosi sarebbe infinito l’ ultimo termine 
della serie crescente i ,2,3,4* ec - » e d infinitesimo l’ ultimo della de- 
crescente ì, {, y f j,ec. In generale è infinitesimo un rotto che 
abbia un denominatore infinito, poiché diminuendo il Valor del 
rotto a misura che cresce quello del denominatore ( 5o ) , quan- 
do questo ecceda qualunque grandezza assegnabile e d venga in- 
finito, l’altro dovrà trovarsi inferiore a qualunque piccolezza 
assegnabile e divenire infinitesimo. Per 1’ opposta ragiouesarà in - 
finito un rotto che abbia un denominatore iufiuitesinao , molto 
più poi se lo avrà nullo. 

1205. Son del pari infiniti di nttmerO i punti che distinti 
di luogo gli uni dagli altri posson segnarsi sopra una linea o 
retta o curva , la quale perciò o piccola o grande che sia , potrà 
riguardarsi come l’ aggregato di un numero infinito di punti. So- 
no infinite di numero le liuee che l’tiue consecutivamente all’ 
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altre posson segnarsi sopra una superficie, la quale perciò sarà 
conte l’aggregato di un numero infinito di lince. Sono infinite 
le sezioni parallele , che posso u praticarsi in un solido , che sa* 
rà dunque come l’aggregato totale delle superficie di tutte le 
sezioni. Quindi il punto sarà l’ infinitesima parte della linea, 
la linea l’infinitesima parte della superficie, e questa l’ infinite- 
sima parte del solido. 

1206. Per esprimere o rappresentare l’infinito si usa il se- 
gno o il carattere 00 . In rigore però questo segno non rappre- 
senta che V infinito assoluto, o V infinito unità, limite superio- 
re della serie dei numeri 1, 2, 3 , ec; essendo chiaro che quel- 
lo della serie m, 2 m, 3 m, ec. dovrà rappresentarsi con c t>m f e» 
spressione equivalente all’infinito unità preso un numero mdi 

volte, o moltiplicato per m. Medesimamente il segno ~ espri- 
me V injinitesimo assoluto o V infinitesimo unità, limite inferio- 
re della serie 1, y, }, y, ec; mentre quello della serie m, {m. 

Iti 4 

{m, ec., sarà espresso da — , cioè dal prodotto di — per m. 

Ingenerale il limite, sia infinito sia infinitesimo, di due serie 
differenti non può esser lo stesso; come all’opposto, per dirlo 
qui di passaggio, una stessa serie non può aver due differenti li- 
miti , poiché per raggiungere il maggiore dovrebbe oltrepassare 
il minore, il quale non ne sarebbe adunque più il limite, con- 
forme non lo sarebbe il maggiore, se la serie dovesse arrestarsi, 
come a suo limite, al minore. Perciò se due serie sono eguali, 
eguali dovranno esser pure i loro limiti. 

1207. Come l’espressione 00 m significa l’infinito preso m 
Volte, o il prodotto dell’infinito per m, così oo a , od 3 , oc'" si- 
gnificano i prodotti di due, di tre, di m infiniti } o ilimiti re- 
spettivi delle serie i a , 2 a , 3 a , ec., 1 3 , 2 3 , 3 3 , ec., t m , i m , 3 m , ec., 
e secondo la qualità del loro esponente si chiamano infiniti del 

secondo , del terzo , dell ’ m timo ordine. Del pari — 

1 00 1 00 ■» OC rt 

sono infinitesimi del secondo , del terzo , dell’m*"" 0 ordine , o 
i prodotti di due , di tre, di m infinitesimi. Questi ordini, tanto 
deli - un genere quauto dell’ altro, sono infiniti di numero; perciò 
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lo zero non è il vero limite inferiore delle quantità finite , men- 
tre tra quello e queste esistono un’infinità d ordini infinitesimi; 

1208. Frattanto è chiaro che vi vuole un’ infinità d’infiniti 
d’un ordine inferiore per formare un infinito d’ordine imme- 
diatamente superiore, come vi vuole un’infinità d’infinitesimi 
d’ ordine superiore per formare un infinitesimo d'ordine imme- 
diatamente inferiore. Infatti ac'M- , = ao n X o° , e — =— ~~ X®- 

00 * 00 *• 1 


Quindi le quantità infinite d’ un ordine qualunque sono infini- 
tamente più grandi di quelle dell’ordine precedente, e infini- 
tamente più piccole di quelle dell’ órdine susseguente , rapporto 
alle quali son dunque infinitesime. All’opposto le quantità infi- 
nitesime d’ un ordine qualunque sono infinitamente più piccole 
di quelle dell’ ordine precedente , e infinitamente più grandi del 
susseguente, rapporto alle quali sono infinite. Così le quantità 
finite sono infinitesime relativamente alle infinite di prim’ordine ,■ 
e infinite relativamente alle infinitesime pur di prim’ órdine. 
Peraltro sì gl’infiniti che gl’ infinitesimi d’un ordine stesso hanno 
fra loro dei rapporti finiti al pari delle quantità finite; infatti 

. 4 b , 

oh " ; a co " :: 1 : ax ed — : — ■ :: 1 ; b. 

OC» oc" 

1209. Le quantità poste in calcolo dall’Algebra ordinaria, 
essendo supposte sempre finite, e perciò sostanzialmente diffe- 
renti dalle influite e infinitesime , ne segue elici principi ammes- 
si per quelle saranno, almeno in qualche parte, insufficienti per 
queste, e l’intervento degl’infiniti o degl’ infinitesimi in una e- 
quazione esigerà nuovi canoni , senza i quali non saremo certi 
di giungere a risultamenti esatti e rigorosi. Il che quanto sia ve- 
ro chiaramente apparirà dagli esempj seguenti. 

I. Sia la progressione geometrica decrescente — , , ^,ec.- 

continuata fino all’infinito, e voglia tutta sommarsi Avremo 


(3 7 2) a=~,qr= 1, n=OD,edj=a(^^r-|(i— -^) , 

mentre , come è già noto ( 90 ), dovrebbe aversi s={. 

II. Posti a, b due archi qualunque , abbiamo dalla trigo- 

tìometria(8oo.tio‘)^4; Sia frattant0 

' sciita. — b ) tarigli — tango 
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avremo (792 5 o') sen[a-+-b)=cosb, sen{a — b'j^cosb, tanga= <*> 


co -\-tansb 2 tantib . . 

= i —4 - — -, in luogo ai 1=1. 

co — tango co — tango 


(781.4°), d’onde ; 

III. Dal vertice A dell’ iperbola AMQsi conduca AS nor- F. <63 
male all’asse AN, prolungandola fino all’incontro in S con latan- 
gente TM. I triangoli TAS, TPM daranno TP : AT :: PM : AS f 

X * 0 

ossia (986) 


. :AS=bV^. Se si 


supponga x infinita, e che per conseguenza la tangente MT si 
converta nell’asintoto CR(g88), avremo AS=òf/-^-p a , mentre 


sappiamo che deve aversi semplicemente AS —b (ivi). 

IV. Nell’istessa iperbola abbiamo AT— a — ~ (986). Sup- 
posta x== oc, si sa che deve risultarne AT=AC==a (988), e frat- 

a ® 

tanto l’equazione darebbe AT=a , 

00 

1210. Or questi esempj, come moltissimi altri che potrem- 
mo nel modo stesso esibire, inducono a concludere i°. che i 
risultaraenti ottenuti con le regole ordinarie dell’Algebra, e nei 
quali si trovano termini di valore finito congiunti a termini di 
valore infinito o infinitesimo, sono erronei: 2 0 . che per ridur- 
li al loro giusto valore bisogna eliminare tutti gli infinite- 
simi che si trovano di seguilo alle quantità finite , e le fi- 
nite che si trovano di seguito alle infilile : o in altro modo, 
conviene istituire delle particolari equazioni tra le quantità 
finite nel primo caso , e tra le infinite nel secondo. Appli- 
cando infatti questo principio agli addotti esempj , tutti i risul- 
tamenti divengon subito esatti. 

iati. Stabiliremo perciò in generale che se si abbia l’equa- 
zione a-\-<Z=b, nella quale a, b sieno quantità finite ed a infi- 
nitesima , dovrà supporsi a-—b ; lo stesso si dica se a, b sieuo 
quantità infinite ed a finita, o se quelle fossero influite di un 
ordine superiore , questa di un inferiore , o se quelle fossero in- 
finitesime di un ordine inferiore, questa di un superiore; poi- 
ché iu ciascuno di questi casi « sarchile sempre infinitesima rap- 
porto ad a, b (1208). Si avverta però che la soppressione delle 
quantità finite di faccia alle infinite non deve aver luogo quando 
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si fune che l’ altre. farcisti parte di un esponente: così ^ 06+ " n n 
può ridursi a q* ; perchè iu tal caso 1 7 unità aggiunta all’ infini- 
to nou indica somma, ma prodotto, e si ha q a ‘*‘=q’ x> X>q , e- 
spreesion ben differente da q°° (taob). 

ma. Questa celebre regola è conosciuta tra gli Analisti col 
nome di principio infinitesimale. La sua verità ed inconcussa 
sussistenza non è per vero dire qui dimostrata col più comple- 
to rigore; essendoché dati non le abbiamo in appoggio che e- 
sempj e fatti particolari, i quali comunque numerosi e di una 
forza, quasi diremo, irresistibile, atti non sono a indur nell’a- 
nimo un pieno ed intero convincimento. Invano però se ne cer- 
cherebbe una prova regolaree diretta; ed inutili sono stati fin- 
quì , e forse sempre saranno gli sforzi tutti dei Geometri a que- 
sto riguardo. Molti bau creduto che l’ immensa sproporzione che 
passa fra le quantità finite, e l’ infinitesime dia un sufficien- 
te diritto di riguardar queste come nulle in confronto di quel- 
le; ma tale anligeometrica opinione, che tenderebbe a confon- 
dere l’una con l’ altra le due nozioni inconciliabili dell’appros- 
simazione comunque somma, e dell’assoluto rigore, è con ogni 
ragione oggi mai riprovala. Procederemo per altro sempre sul si- 
curo, se nell’attuale stato della scienza, ci limiteremo a riguar- 
dare il principio infinitesimale non altrimenti, che come un pre- 
zioso compenso spontaneamente indicato da una folla di fatti a- 
ualitici, mediante il quale le leggi esclusivamente stabilite per il 
calcolo delle quantità finite potranno senza errore applicarsi an- 
che ai casi, che con quelle miste si trovino iu una stessa equa- 
zione quantità infinitesime. A toglier poi ogni ragionevole dub- 
bio che il principio sia in se medesimo irrefragabile , o che al- 
meno tenga luogo e faccia misteriosamente le veci di qualche al- 
tro principio più rigoroso , ma non ancor disvelato, giovi sape- 
re, che severissime e sommamente moltiplicate prove ne han- 
no finora iu mille e mille guise tentata e sperimentata la bon- 
tà , ed a tutte ha sempre iu modo mirabile corrisposto. Quanto 
e la Sintesi antica, e la moderna Analisi hanno iu sè di più cer- 
to, tutto mirabilmente concorda con ciò che si ottiene appli- 
cando alle ricerche il principio infinitesimale ; con la dille* 
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renza che questo eoa meredibitr speditezza e semplicità condu- 
ce «ile soluzioni stesse, a cui gli altri metodi non guidano che per 
vie scabrose ed intricatissime; e al punto ove questi, esaurita o- 
gni lor possa, si arrestano, quello vigorosamente si avanza , var- 
cati tutti i confini che per 1’ addietro neppur si osava sperare 
potersi raggiunger giammai. Quindi è che appena accettato e in- 
trodotto, le Matematiche immensamente estesero il loro dominio, 
e in breve tempo giunsero a quell'auge maravigliosa, di cui og- 
gi giorno tanto meritatamente si gloriano. 


Leibnizio , che il primo arricchì l’Analisi del principio del quale parliamo , 
lo riguardò come assioma, sembrandogli troppo evidente che due quantità debbano 
prendersi per eguali , allorché la lor differenza è minore di qualunque quanlità im- 
maginabile ed assegnabile; e poco o niente curando le speciose obiezioni che gli 
venivano opposte, non pensò che a trar partito dalla prodigiosa fecondità del suo 
fortunato concetto, ed entrar coraggioso nel vasto campo di scopette, a cui median- 
te il medesimo si era aperta la più facile strada. Eulero che volle poscia ridurlo a 
teorema non fu molto felice nei suoi tentativi; ed anzi che diminuire, piuttosto con- 
tribuì ad accrescere le querele degli oppositori : talché i più insigni fra i susseguen- 
ti Analisti giudicaron miglior partito di abbandonare il principio infinitesimale, 
e supplire con altri, che fossero maggiormente al coperto dagli attacchi di tutte le 
metafìsiche sottigliezze. Il metodo dei limiti e quello delle derivazioni ,a questo pra- 
posito imm iginati, 1* uno da D' Alembert , l’altro da Zia Grange , riescirono ap- 
plauditissimi, e lor si applaude tuttora: ma poiché quanto questi superavano 1’ an- 
tico principio per parte dell’ evidenza geometrica, altrettanto gli cedevano nella 
semplicità e nella facilità delle applicazioni, il canone Leibniziano fu perciò di 
nuovo proposto e raccomandato da quei medesimi che più faticato avevtano per farla 
abbandonare. Ciò per altro essi non fecero senza una qualche apparenza di riserva, 
poiché accordarono l’uso libero del principio infinitesimale nelle Matematiche ap- 
plicate alla Fisica, ove la natura delle ricerche comporta l’omissione delle quanti- 
tà sommamente piccole, non che delle infinitesime; concessero poi che si adopras* 
se nelle Matematiche astratte , ma come semplice strumento atto a semplicizzare le 
operazioni; premurosamente avvertendo di non tenerlo, quale infatti non è, come 
principio abbastanza ancor dimostrato; d’onde troppo chiaro si scorge che inter- 
namente lo avevano essi stessi per vero, che ne sentivano tutto il bisogno , e che 
in modo alcuno piegar si sapevano a denotare come pericoloso e contrario al vero 
spirito della scienza un canone , a cui la scienza stessa va interamente debitrice dei 
suoi portentosi progressi , e dell’ attuale sua gloria. 

Ciò valse intanto a richiamare alcun poco in onore ed in uso il principio de* 
gl’ infinitesimi , che poco avanti si leueva dai più come irremissibilmente proti 
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scrìtto; quantunque per altro anche i suo! più caldi oppugnatori, costretti dalla 
necessità, non si astenessero essi pure dal prevalersene; di che non manchereb- 
liero molli esempj da addurre. Ed a questa sua reintegrazione non poco contri- 
buirono i clamori che già da piu parti sorgevano , e contro il tondo del meto» 
do dei limili , e contro la somma diliìcoltà di applicare ai casi pratici quello 
delle derivazioni. Generalmente però non vuoisi ancora riguardare questo sì con- 
troverso principio come privo d’erroneità; si tiene bensì che l’errore non scenda in 
piodo alcuno fino agli nltimi risultaxnenti. Divise son poi le opinioni circa il mo- 
do di conciliare una st patente incongruenza. Alcuni considerano il fatto conte 
conseguenza di un’occulta compensazione d’errori; altri ritrovano negl’infinite- 
simi quantità d’ indole estranea alla questione , che il calcolo ammette in forma di 
semplici ausiliarie, e come tali debbon dunque escludersi dalla soluzione, onde 
questa si riduca ai suoi veri termini , ed alla sua rigorosa esattezza. Altri osservano 
che l’ effettiva e pratica espulsione degli infinitesimi non ha poi luogo se non nella 
ricerca di quei rapporti che possono in egual modo esser dati dalle sole quantità 
residuali , cpme dalle funzioni intatte e complete. Altri infine si avvisano chela di- 
versità dei canoni Leibniziano e Lagrangiauo non derivi se non dalle viziose defi- 
nizioni, rettificate le qnali i due principj ai affratellano , e non ne fanno die un so- 
lo. Presso che tutti però mancano di generalità nelle prove dei loro assunti, e invi- 
luppano i raziocini in una Metafisica anche piò oscura ed iointelligibile del mistero 
stesso che prendono a decifrare. Quindi non è maraviglia se la disputa rimane 
tuttora indecisa , e se anzi ogni di si rinnova ; o te per dir meglio , ogni dì più sì 
rinnovano gli sforzi diretti a portare, se è possibile, in piena evidenza, e a far 
trionfare una regala che a verini patto nè vuoisi, nè devesi abbandonare. 

Frattanto i più moderni compilatori di Elementi , facendosi, come giusto è, il 
più severo e scrupoloso dovere di escluderne tutta ciò che seco non ha 1’ impronta 
di verità rigorosamente conclusa, han dovuto invertire 1’ esposizione del Calcolo 
differenziale. Vi s’ introducono preponendo la teoria dei limiti, o l’altra delle deri- 
vazioni, e da queste unicamente traggono non solo i dogmi principali , ma le frasi 
ancora e il linguaggio che impiegano negli enunciati. Non fanno poi che poche c 
brevi parole del principio infinitesimale, ed in forma soltanto come di storica ap- 
pendice; senza però mancare di esaltarne la semplicità, e dargli quindi sugli altri 
negli usi ordinar], e molto più nei casi maggiormente complicati, la preferenza. Noi 
non ahbiarn credulo dovere in tutto uniformarci a questa partila; sembrandoci più a 
proposito che il Giovane, anzi che ad un frasario e a dei modi che appena appresi 
dovrà poi abbandonare, si abitui di buonora e sul bel principio a quelli, dea 
quali in seguito dovrà perpetuamente far uso , e «he usati Ireverà da lutti i Clan* 
lici insigni. 
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19.Ì 


DEL CALCOLO DIFFERENZIALE ED INTEGRALE 


Fondamenti di questi Calcoli 


iai3. J—ie quantità si divìdono in costanti ed in variabi * 
H : le costanti, clic sogliono indicarsi con le prime lettere a, b, c, 
cc. non crescono nè scemano ; le variabili , clic si esprimono con 
J’ultime x, y, z, ec., crescono o scemano continuamente. Cosi 
il diametro del circolo, gli assi, i parametri delle curve sono 
quantità costanti , mentre le ascisse, le ordinate , le tangenti so- 
no quantità variabili. La porzione di cui una variabile x o y 
cresce o scema , si esprime con ^zOx, -±fSy se è finita , con -+-dx 
-+~dy se è infinitesima, e si chiama nel i°. caso differenza fi~ 
tuta, nel a* 4 , differenza infinitesima, o semplicemente diffe- 
renziale ; avendo luogo il - 1 - se la variabile cresce, il — >- se sce- 
ma. Dunque So d non sono quantità, ma semplicemente segni 
con cui s’igdica il cangiamento finito o infinitesimo della varia- 
bile. E generalmente d®(g:), <ff\x,y), d'(sc), df{x,y), ec. rap- 
presentano, secondo il segno do d, la differenza finita o infini- 
tesima di una funzione y di x, o di una funzione^* di 3 c di y t 
ec. ; intendendosi per funzione di x, o di x e di y, ve. un’espres- 
sione comunque composta di queste variabili e di costanti ( 1 45). 

121 4* Sia la curva CMII dell' equazione y=f(_x), e con lo 
coordinale AB==x, AD==x’, ec. , BC=j^ , DE^y’ t 

EG=y, ec.; sarà BD=dx, DF=dx\ ec., E<|==djy-, Gfc^dy', 
ec. Avremo dunque AD=j'=« x-t-dx, DE=^' ,= y r -+*dL'> <*c. , « 
di qui Ox=x l —x, 3y=y' — y, ec., onde i°. sottraendo dalla 
variabile cangiata il suo valore primitiva , ne risulta quella 
della sua differenza, principio ben chiaro. 

lai 5. Sarà inoltre jW^x'), cioè y-t-dy=p(x-4-dx). Ma 
y—'ffx), dy=d®(x), dunque d®(x)^®(x-4--dx)-^®(x) ; pcceièi 

I- ti- \ ò 


F, 247 


ir 
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2°. per avere la di fferenza d' una funzione ad una sola va- 
riabile x, basta sostituirvi x-l-ox in luogo di x, e toglierne in 
seguito la J unzione primitiva. 

1216. Clie se la funzione sia di più variabili, e si abbia 

y=y(ii, x, z, ee.), quantunque il cangiamento d’una sola va- 
riabile ne produca sempre uno nella funzione, il cangiamento 
totale della funzione, o il suo passaggio da y ad y', do irà neces- 
sariamente dipendere da quello di tutte le variabili insieme; a- 
vreino in conseguenza x' , z, ec ), cioè y-yèy='f u, 

x, z , ec.)-t-d?(u , x, z , ec.)=p(u-HÌu, x-HÌ.r, z-H$z, ec.), e 
ofu, x, z,ec.)=?(u-hdu, x-hdx, z-t-dz, ec.) - — o{u, x, z , ec ); 
di qui d". la differenza totale di una funzione a più variabi- 
li si ottiene aumentando ciascuna di esse della sua differen- 
za particolare , e sottraendo in seguito la funzione primitiva 

1217. Dunque 8 (’>--l-y , -t-^ l! -l-ec.)=^-|-q) . . 
jy ,, -|-dy ,, -i-ec. — (y-+-f-+'y ,ì -+- ec.) — oy-h’f-hdf-t-vc. ; cioè 
4 la di fferenza della somma di pili funzioni, o termini va- 
riabili eguaglia la somma delle lor differenze. Si not i che se 
sia y=a costante , ne sarà nulla di sua natura la differenza. A- 
vremo quindi 3 y—o, e o(a-+-^ l -f-^ l, -+-<‘e.)^=dj^ , -(-()j l| -(-(c. ; d’ 
onde si deduce, che se alla somma di più termini o funzioni 
variabili vada unito qualche termine costante , di questo non 
resterà traccia alcuna nella differenza totale , osservazione di 
gran rilevanza. 

Frattanto poiché x [ =x-\ - 3 x , y’=y -t~ 5 y, sarà dx 1 »*» 

o(xH-dx)==daH-dox, e dyWdfjH Or 1 ’ espres- 
sioni dox, 3 dy, ohe sogliono aucora scriversi d’x, 0 2 y, si chia- 
mano differenze seconde: à^x, $*jr sarebbero le terze, ec. ; ove 
si osservi , che d a x è molto diverso da 0 x a , perchè d 2 x è la se- 
conda differenza di x, mentre dx a è il quadrato della prima ex. 
Ordinariamente, quando y^'p(x) , una delle differenze prime 
or, 3 y si riguarda come costante, supponendo per esempio BD=* 
f 217, (Ìjp=DF=F 1 ; ma non potranno mai farsi costanti ambedue, 
poiché allora sarebbe il triangolo CaE==EùG, e la curva CG si 
Convertirebbe in una retta. 

121$. Infine sia IH=^ y, FG==y, DEWy, BC ='"y, ec, , 
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premettendo l'accento per indicare il regresso delle ordinate al- r.217. 
l’ indietro : avremo Hc==òy, G6=3 , y, EflF=ò ll y, oc., ondo y — 

ay~y, y— ò'y— y> *y — 3 l, y= l, y,ec., e perciò .p=»òy-t-y 

^=ay-f-à , y-4- , y i =3y-f-ò i y-t-o 1 f y— t— 1 1 y-p- ec . -=^(y-+- i y-p- ,, y 

(>217) ; dal che si rileva 5°. che supponendo 
(«y=o, cioè nullo il primo termine della serie costituita dai 
differenti valori di y , ciascun termine di questa serie, o in 
generale una funzione qualunque diy, è sempre la differenza 
della somma dei termini che la precedono. Dunque lo spazio 
m, r arco II/», ec. tutte funzioni d i y, come vedremo , son la dif- 
ferenza della somma degli spazj Gl, EF, ec.,o degli archi GH, 

EG, ec., ovvero di uuo spazio qualunque CI, o di qualunque 
arco CH, ec. 

1219- Di questi teoremi che tutti egualmente si avverano 
delle differenze finite e dell’ infinitesime, il 3°. e 4°. formano il 
principal fondamento del Calcolo differenziale , che ha per og- 
• getto di determinare nei diversi casi particolari il valore assolu- 
to della differenza di una funzione, se si tratti di differenze fi- 
nite ; o il rapporto della differenza della funzione a quella della 
variabile, se si tratti di differenze infinitesime: il 5°. può dirsi 
la base del Calcolo integrale , in cui cercasi o la funzione, d’on- 
de deriva una differenza data , o il rapporto della funzione alla 
variabile, quando è dato quello delle lor differenze. Nel seguito 
s : intenderanno meglio queste definizioni. Intanto nel dar le re- 
gole dei due Calcoli supporremo le variabili sempre crescenti, 
e quindi positive le differenze (iai3), quando altro noti si av- 
verta in contrario. 

Prime regole dei due Calcoli 

1220. Ripresa la formula y—v{x) (ìaif)* e cangiatavi 
x in ar-i-dj; (121 5), si sviluppi (p(.r-4-0.r) in serie ordinata j>cr 
le potenze di 8 x, ponendo col solito metodo (421 ) y(x-hdx)= 
P-hAdx-i-Bdx 2 -hCJx 3 -hcc. I coefficienti P,A,B, C, ec do- 
vranno esser funzioni della sola x, senza contener dx, da cui sa- 
rai! perciò indipendenti (ma 0 ). Inoltre sarà P=y(x) (43(i.3“), 
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ed in conseguenza y(x-f- 3 .r) — y{x)=z[\'}.\ 5 ')dy(x)-=Adx+ . . , 
Bdx 2 -+-Cdx?-\-ec. , d’ onde, conosciuti che si abbiano i coefficien- 
ti A,B,C, ec., avremo dunque la differenza finita della funzio- 
ne <p(x) ( i a 1 3 ) , o l’aumento o variazione che subisce questa 
funzione , quando x vi si cangi in x-+-dx- Dividendo per Ox a- 

vremo =~A -+-Bàx-<r-Cìx 2 -‘r-i'c. , rapporto dell’ aumento del- 
la funzione a quello della variabile. Or qui è da osservarsi che 
quanto più impiccolisce dx, tanto meno il secondo membro dif- 
ferisce dal suo primo termine A. Dunque A è il limite, a cui 

continuamente tende il rapporto . a misura che dx va im- 


piccolendo, e al quale finalmente perverrebbe, quando dx, e in 
conseguenza dp(x) che ne dipende , giunte fossero al massimo 
possibile decremento, ossia quando divenissero infinitesime ( ì 2o4)> 
e l’una si cangiasse in dx l’altra in </p(x) (iai 3 ). Quindi 

tanto t quanto A son limiti del rapporto ■ ^ - , o della serie 

che ne risulterebbe, dandovi successiyameute a dx dei valori sem- 
pre di più in più piccoli in infinito. Ma due limiti di una stessa 
serie non possono esser differenti tra loro (1206); potremo dumr 

que stabilire con pieno rigore ~~=A. Si noti che a questa 

medesima equazione ci avrebbe pure condotti il principio 
infinitesimale $ poiché quando dx si considera infinitesima, 

• ■ M J?( x ) • rffOO •< 1 I • 

e si cangia il rapporto m tutto ciò che nel secondo 

membro consegue A, riducendosi ad una quantità infinitesima, 
comecché moltiplicata per l’infinitesimo dz> deve esser tolto 

(1210); il che dà immediatamente ^—-—A. 


i22t. Or poiché, siccome avvertimmo (1219), oggetto u- 
nico del Calcolo differenziale è quello di trovare il valore del 

rapporto > tutte le regole che adesso siamo per dare di que- 


sto Calcolo saranno esclusivamente rivolte alla ricerca del valore 
di A. Ma prima di passare ad esporle, noteremo i°. che da 

=’A t traendosi dy(_x)=Adx , sarà dunque ^rfxl’espres- 
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kiorie generica del differenziale di o(.e)( i 2 1 3) J fun/,iotie qualunque 
di x; 2 °. che essendo il coefficiente xl una funzione di x ( 1220 ), 
diversa però da q[x), potremo anche rappresentarlo con ofx), 
e il differenziale prenderli allora la forma di dxffx)i 3°. che 
-^,oil suo valore 'p l (x), comecché indipendente da dx (ivi) , 
è sempre una quantità finita, la quale generalmente suole indicarsi 
Col homo di coefficiente differenziale , ocon l’altro di derivata 
prima di f(x). Daremo cou toa suo luogo (438) di quest’ultima de- 
nominazione, che è in uso da poco tempo e non presso tubiti. 

1322. Frattanto poiché Adx noti è in somma che il secon- 
do termine dello sviluppo di <p[x-hdx) , o per dir meglio, il 
tèrmine ove dx vi è alla prima dimensione, dunque per diffe* 
renziare una qualunque funzione <p(x)di una variàbile x, vi 
si ponga x-t-dx in luogo di x, e sviluppata la nuova funzio- 
ne per le potenze di dx , il secondo termine dello sviluppo , 
o quello ove dx è allaprihià dimensione , sarà il differenzia * 
le cercato. Ma questa regola nei diversi valori particolari di z[x) 
è riducibile ad una più Comoda enunciazione. 

1223. Cominciando dalle funzioni ad una sola variabile e 
iiionomie, sia in primo luogo p(x)’=ztbx n ; sarà q{x-\-dx)~ — 
b(x-+-dx) n = (2 1 4 ) ±bx'‘z±nbx n — 'dxzt ec. , dunque d(fzbx n ) 
= ( 1222 ) ±bnx n 'dx , cioè si differenzia una variabile 
a qualunque grado , diminuendone di un’unità l’esponente , 
è moltiplicandola per il prodotto del suo differenziale nel 
coefficiente e nell’ esponente primitivo. Così d(x*' i/ ?=ixdx ; 

<fe 5 )=i5 x f 'dx-, d(-\^)=^xf'dx-, d{V ìxf==~d(f x~ : ) 

==2.3 — 7jb — ~sdx=~^-i d( ^r)==<i(x — ')=“= — x — *dx=- — tj.' 

y9x x x 

i22f. Si ossefvi intanto i°. cheessendo d[x n )=nx n — 1 dx, 
avremo —bd(x n ')=±btt.r n — 'd. r=> (i223) dftbx u ) ; cioè il 
coefficiente costante della potenza può sempre portarsi fuo- 
ri dèi Segno differenziale, c reciprocamente. Sarà dunque d(±z 
bx)—±bdx : perciò 2 0 . se la potenza c del primo grado, si 
dijferèhzierà sostituèhdo alla variabile il suo differenziate. 
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Infine poiché d(ybx?‘^= b m dQc* ') =z ’^ m x ’ dx=* . . . 


1 * ('“j 

», a * * , O X “ 

- A x dx 

m -L 

b “x - 


n bxo-'dx 


>y (.!>*•) 


m m 
mp (ix*) 


j dun- 


que 3°. il differenziale di un radieale del grado m può aver- 
ti anche più immediatamente, dividendo il differenziale della, 
quantità sotto il segno per il prodotto di m nella radice m suna 
di questa quantità alzata all’ esponente m — t . 

iaa5. Sia in secondo luogo y{x)~lx. Poiché l(x-\-dx') 

= Ix ^ i -4- (448. 1 °) lx-+-l^i-h~ y=lx-i-A^~ r —~T 

H- ce. J (45 1 ), sarà dunque ( ì i'ì‘i')d(lx')=^~ , se il logarit- 
mo è ordinario; e —, se è iperbolico (454), come sem- 

pre supporremo nel seguito. Per -iò si differenzia un logaritmo 
dividendo per la quantità sotto il segno il suo differenziale. 

Così d('lx"')= f X - — ’“^ X . Parimente d{l n x')= ( i 2?.3) .... 
ni" — 1 xd lx ) *= —dxl H — 'x ; e infine d(llx ) = = -r- • 

x lx XIX 

i a '*6. Intanto poiché dx~=xd'lx') } e cangiato x in X fnn/.ione 
di x, si avrebbe egualmente dX=^Xd[lX), perciò il differen- 
ziale di una variabile , o di una sua qualunque funzione , egua- 
glia il prodotto di essa nel differenziale del suo logaritmo. 

. , , ,, „ mx m dx 

Cosi d(x m )=x? n d lx m = — 'dx , come trovammo 

s ' ' " X 

( i ■>,•>. 3). Dunque se in terzo luogo sia f(x)=a mx , avremo d(a mx ') 
*=a" lx d(la mx r==a mz Y.d' nixld)= ac ma mx dxla', e se a si cangi iu 
e, numero il cui logaritmo ipeibolico è l’unita (4<ii), sarà 

d(e" ,x )=me mr dx. Egualmente d(e c ^)=e f d!yle c y= e e X 

X 

d'^e x le') SB =e e e x dx. 

ì -sin. Debbano in quarto ’uogo differenziarsi serix, e cosxm 
Poiché le formule del iiunt". 8 permutandovi sa in se, ed 

x in dx, danno jen{x-t- dx)—scnx-{-dxcosx — [dx^seux — ec., 
e cGs(x-\-dx] =*=■ cosx — dxsenx — «.] dx'cosx -j- ec.; ara dunque 
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d(seru )=dxcosx. d(cosx)=* — dxsenx. Perciò si finii differen- 
ziale del seno moltiplicando quello dell’arco per il coseno , 
e il differenziale del coseno moltiplicando quello dell arco ne- 
gativo per il seno. Così d(sen m x) — mdxsen m — l xcosx-, .. .. 

d(cosmx)= — mdxsenmx : d(coslx ^=—d{lx)senlx = — -- setilx . 

12*8. Ma sia f(x) un prodotto di due o più funzioni X, 
X\ X", ee. di x, comunque diverse fra loro. Si avrà (1226) 

d{xx')=xx'dnxx')=(v&.i°) xx'd(ix-hix') = ( 1 22 > 

X'dX-\-XdX [ . Si troverebbe egualmente d(XX'X")=X ’X" X 
dX-hXA "dX'-hXX'dX 1 ' : onde si differenzia un prodotto 
di piti funzioni diverse della stessa variabile, sommando quel- 
li del differenziale di ciascheduna per tutte le altre. Così 

d(xlx\/ .r 3 ) — dxlxY ^- 4 - * dxlrfS dx )/ x 3 ; d(e 3x l z x)t= 

« o i h 2 é* r dxlx . 

oe r dxl x-\ — ; d{ e x sen z e x cosx ) ~ e T dx seh* e x cosx -4- 

a e 2x dxsen e x cose T cosx — e T dxsen z e r senx=e x dxsene 1 [sene 1 cosx 
-+- 2 e 1 cose v cosx — seti e r senx). 

1229. Con ciò si differenziano x*, x* , ec. Infatti d[x ± ')=± 
(.i*26)x*d(lx*y—x*d(xlx)=x*(dxlx-hdx)=x*dx(lx-i-i). ed 

egualmente d(x**)=*x* * d{lx** '=x* X d{x*lx)=x** (d(x*)tx 

-i-x* dilxf—x** (x x dx(lx-+- 1 yx+^^-)—x* r x* dx(tx-t- 

lx -4- — ). 

X J 


1230 . Parimente d(~)=*~d(l ~\^d{lX— lX')= 
JX X.1X' X'dX—XAX 

X 1 "V i*‘ Y 7 ! > perciò si differenzia un rotto , prèn- 

dendo il prodotto del denominatore per il di ff cren zi ale. del 
numeratore , sottraendone quello del numeratore per il dif- 
ferenziale del denominatore , e dividendo il resto per il qua- 
drato del denominatore. Cosi d( — - ù = rlz/ x -~ 3 ? .. ' lx —, . < t 

' Ix ) l*X 

3x*itx(3lx — t) Px \ /stUxhxV*^ IJxPx. 

’ J (^)=(( — ~ )“ >— ) ! ,f,ra - 

dxl * x(6 — Ir) ,s lx \ ttx(cnsr-\-xl.r seni) 

8 , 1 . -Z » ll ( — ) — v ; che se il numera- 

oxy X V COSX J XCOS 1 X ’ 
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tore è contante , sarà <i) Sf=o, e basterà allora dividere pep 
il quadrato del denominatore il prodotto del suo dijj'ereiU 

_ . ( dx 

ziale negativo nel numeratore. Cosi d ( — — — come gta 


trovammo (i2a3), e d(y ) =J=_ 


dx 

Ix J xL* x 

is 3 i. Da ciò, rammentandoci (1227) 1®. che d[senx )=* 
dxcosx ; 2®. che d(cosx)=^=-^~ dxsenx, e richiamando inoltre 
le formule del paragr. 787., otterremo 


sertr 

3". d (tang.t)x=d( - — ): 
cotx 


dxcns , x-+dx.<en , x dx 


4*. d(cotx ) = d 

tangX 

, ( 

5*. d(secx) xzd = 


cos’x 

dx 


cos'xtang'x 
dxtangx 


coi ’x 
dx 

- . 3= 

sen'x 


dx(t+tang‘x ) 
- dx(i-t-col'x) 


dxsecxy (sec’x — t) 


6 ". d(cosecx)—d — =. 


■ = — dxcosecx\/(cosec’x — t) 


7®. d(scn.r.x)=(779)dH—cosx') = dxseìix—dxy(t—cos‘x)=dxy ((-eosr)X 
(<+cojx) = dxy / sen.t'.x(2 — scn.v.x) 

8°. d(cos.v.x ) = (ivi)d(i — seni) z= — dxcosx dx ?(\ — sen’x) = 

-w/xp (< -ne;ix)( (-H.se/ir) = — </jp cOJ.e.x(2-*-coi.e.x) 

1232 . Si rappresenti frattanto con p il seno, o il coseno < 
o la tangente, ec. dell’arco x-, sarà p=senx, = cosx, —tangx, 
ec., c dx sarà il differenziale dell’ arco che ha per seno, O per 
coseno, 0 per tangente, ec , p ; il che si esprime scrivendo com- 
pendiosamente dx=c-d. are- senp, = d. arc.cosp, ec. Quindi le 
formule superiori respcttivamente daranno 
dsenx dp 


cosx 'yo—p*) 
dcosx dp 


(*. dx=d.arc.sertp 

2 *. dx=:d are . cctsp — — — 7 — — 

r seni y(i — //’) 

dtangx dp 

3°. dxc = d.arc.tangp= — = - - 

dcotx dp 

4 °. dx x=d.arc.eotp — — •» = — ■> 

r i+col’x (-+-/»’ 

dseex dp 

5®. dx ^d.arc.secpxx — - ■ = —7~r, -j 

seexy (sec’x— t) p\' [p ’- — () 

, deoseex 

fr. dx—d,arc.cosecp = — 


,lp 


entteex y(cosec’x — () pyo”~t) 
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7*. dx =d.arc.sen.v. p = 
8°. dx — dare, cos.vp 5= 


itien. v. x 


y sen.v. x(2 — sen.v.x) y (2/i — /»*) 

dcns.v.x dp 


Pcos.u. x{2—cos.v.x) VGp—p') ' 

ia33. Queste formule , che sono di un uso grandissimo nel 

Calcolo integrale, possono anche più generai iz/arsi ponendo ~p 
in luogo di p, e in conseguenza — - in luogo di dp- Ciò darà 

m mdp m mdp 

4°. d. are. seti — p= — — ■ 2°. d.arc.cos — p=— •“ — — - 

I» r \ (n 1 — m*p*) 9 » V( n — rn 3 p % ) 

m mndp m mndp 

3°. d. are. tane — »=— — — ; 4. d.àrc.cot — p = — — - — 

n ti^-4-mtp 2 n n a -4-m*p % 


5°. d.arc.sec . — p =r 


n’ py(m 2 p % -n*') 

i, n , m , * m 

7 . d.arc.sen.v.—p—dpy — . 

r r p(2ti—mp) 


ndp t m 

• 6 . a. arc.cosec— p = 


ulp 


tv pV(j*'p % — »*) 


; 8°. d.arc.cos.v . — 


p(2n — mp) 


1234- So poi si cangi p in ~ , e quindi dp in — ^^.... 


(t23o), troveremo 


» m 
4 0 /i ft m reti - _ 

mdp 

, m 

mdp 

1 . U . il/ L . JC fL~— i. ■ ■ 

tip 

pY(n*p* — m % Y 

z c*. UI C • CVS — 

n v 

>K(»V' 

, m 

3 °, d . are. tati s — 

mndp 

m 

ri firn c 0 f — 

mndp 

np 

m'-yn^p 1 ’ 

« • « . are. coi — — 
tip 

mt-yn^p* 

. , tri 

5 . d. are. sec = . 

ndp 

nn » m 

o , a. are. co$cc— * 

ndp 

np 

\ ( m ’ — n 'p'Y 

«A»' 

y (m a — «y*) 

„„ , m 

7°. d.arc.stn.v = 

±y-^ ; 

, m 

cr .d.arc.cos. v . — 


np 

p 2 tip — m 

np 

2/i/? — m 


ia35. Riguardo alle funzioni polinomie, composte cioè di 
più termini non riuniti nè sotto Un comune esponente , nè sotto 
un comun segno logaritmico o trigonomctrieo , rappresentando 
con y, y\ y", ec. questi termini, onde sia 
ec. , abbiamo già veduto (1217) che sarà dv{x)=dy-\-dy 
dy u -+-ec. ; cioè la differenza totale della funzione eguaglie- 
rà la somma delle differenze particolari di ciascuno dei suoi 
tèrmini. Che se tra questi ve ne sierto dei costanti , sarà nulla 
la lor differenza, e secondo l’osservazione già fatta (1217), non 
ite resterà traccia alcuna nel differenziale. Così d{a-\-bx 1 -\-cx^) 
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*='zbxdx-{-'icx ? dx ; d{'x-\-lsenx-h t(iiig'Vx)*= dxc0tx-\-...,..* 

d(a^bx^-^bmxn>—dx. 

1236 . Che se tutto intero un polinomio sia elevato ad u« 
na potenza, o compreso sotto un logaritmo o una funzione di 
circolo; poiché allora rappresentami monomio, si tratterà co- 
me tale, considerando a guisa di semplice variabile la quantità 
sotto il seguo. Così d(a~*-bx m )”=( 1 2 u 3 W a-i-bx " 1 V» — ' d a-±^ 

bx m )— ( 1217 ) -< -bmnx m 'dx(a-+- bx ™)' 1 — 1 ; d(j/ (a-i~bx-h 
„, s , / d(a-+4>x+cx * ) . bdx+2cxdx 

ex*)) = (1224.3°) =(«^7) 4.^^.) » • • • 

i * / ^ . v Jr ■ ✓/** v 

d =V ixV{ 1 

Jtl(x>+,':nx'-y(M*))) = ( , „ 5 ) ■<*-+“"*'-K 3 +'*))_ 

Ix^dxP (3+/r)(2-t-.Hxcojx 5 ) — '/x 


x 1 -t-«enx’ — p (3+/x) 


2x(x * -+-*enx’ — (3-+-6r))p (3-t-/x) 

1237. Infine fCéeliè d'‘ : (x)—dx , p ì (x) (1221), sarà ancora 
d<p(X)=dX?,(X), differenziale di f(X), pu chè vi si ponga il 
valore di dX ottenuto con le regole precedenti. Così r/.'(.r 2 )=» 
d{x’‘)z>i(x' l )=2xdxr? l (x' 1 )-. dz{à' — x a ) — x 2 )'p x (a 2 — ze 2 )— 


/ m V*\ / m V x \ /■ «rx 

—2 xdxyt(a 2 —x 2 ) ; dy j=^d\e )?*\ e )~ 


11 

mf^x 


n 

m V*\ 


m v x dx ( 

-~-^Zf?A e )• Ma passiamo alle funzioni di più variabili. 

hy' x 

1238 . Già dicemmo che se u=z(x, y, z, cc.), si ha du-= 
f(x-+-dx,y-hdy, z-\-dz, ec ) — z(x,y, z, ec ) (1216) Si svi- 
luppi 9(zc-|-àzr, y-bdy, z-t-dz, cc ) in serie ordinata per le po- 
tenze e per i prodotti di dx, dy , dz, ec , cioè si ponga z>(x-+- 
dx, y-hGy, z-t-dz, ec.y=*P-{-Adx-\-Bdy-k-Cdz-\-ec.-\-H, rap- 
presentando con H tutti i termini dello sviluppo, ove le dif- 
ferenze dx, dy, dz, ec. formano delle dimensioni superiori alla 
prima (i 43 ). I coefficienti P, A, B, C, ec. dovranno al solita 
(1220) esser funzioni delle sole x, y, z, ec. e affatto indipen- 
denti da dx, dy, dz ec. Inoltre sarà P=s(x, y, z, ec.) , va- 
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lorr die si ha nel easu di ir.tte le d'fforenze eguali a zero, e 
che per l’ indipenza di P dalle medesime , deve in ogni altro ca- 
so esser vero ( {36. 3"). 

Ora si ponga dy=mOx, dz=n »x, ec; la più leggera ri- 
flessione sulla qualità del polinomio rappresentato da FI, farà to- 
sto comprendere, che introdotti questi nuovi valori, tutti i ter- 
mini di // i quali contengono le differenze Ox, dy, dz, ec. alla 
più bassa dimensione, cioè giusta il supposto, alla s( con da , ri- 
sulteranno moltiplicati per il quadrato di dx, e tutti i rimanen- 
ti per Sx elevata a potenze sempre maggiori. Quiudi il quadra- 
to 0x a entrerà come fattore in tutto intero il polinomio, che po- 
tremo allora perciò rappresentare con Z/7x*. Avremo dunque ou 

^Adx-hBmdx-i-Cndx-hec.-^-Ldx 1 -, d’onde ~ U —A-hBm-\-.. 

Sx 

CVi-J-cc. -4-Z/dx. Or qui ripetendo gli stessi raziocini già fatti so- 
pra (iaao), dovremo concludere che A-+-Bm-\-Cn-{-* c. è il li- 
mite a cui tende il secondo membro , e quindi anche il primo, a 
misura che impiccolisce dx; e come il primo membro ha altre- 
sì per limite perciò ‘^~s=A-+-Bm-\-Cn-\-ec. ovvero da =*... 

A dx-\-Brndx-\-Cndx-\-ec. Ma mdx,ndx, ec. sono visibilmente 
i limili dei valori di m'^x, di òz=ndx, ec. e perciò cor- 
rispondono respetlivamentc a dy, dz , ec. dunque infine du = *.. 
Adx-hBdy-hCdz-+- ec. espressione generale del dille, euziale di 
u=rp(x, y, z, ec.). 

E qui pure potrà notarsi che a questa medesima ronchi io- 
ne ci avreblte condotti il principio infinitesimale. Supponendo 
infatti che le differenze finite Ox, Bjr, dz, ec. , si cangino nelle 
infinitesime dx, dy,dz , ec., il polinomio//, che contiene que- 
ste differenze a dimensioni maggiori dell’ unità , presenterà allo- 
ra un complesso d’ infinitesimi d’ ordini superiori al primo , i 
quali dovendo esser tolti dall’ equazione (tzii), questa si can- 
gerà tosto in du—Adx-hBdy-\-Cdz-\- ec. 

ia3t). Ora Adx, Bdy, Cdz, ec. sono i differenziali diesi 
avrebbero da o(x.y \z,ec. ), se si fossero considerate variabili prima 
la sola x, poi la solaj', in seguito la sola z , ec. : dunque si dif- 
ferenzia iuta funzione di più variabili prerulendone successi- 
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vomente il differenziale per rapporto a ciascuna variabile 
tome se fosse unica nella funzione e le altre fossero altret- 
tante costanti : e f aggregato dei differenziali , che così si ot- 
terranno , sarà il differenziale cercato. Così se u—ù-ybx-h 
ty-\-gz, sarà bdx il differenziale parziale per x , cdy quello 
per y, gdz quello per z, e du~bdx-ycdy-t-gdz : onde si dif- 
ferenzierà uria funzione di più Variabili al primo grado eli- 
minandone i termin' costanti i e. sostituendo a ciascuna varia- 
bile il suo differenziale. 

Se u=xy, saranno ydx ,xdy i duè differènziali per ± ci 
per yi e dit==j dx-\-xdy. 

Se it=ax ‘senyl/ ( 1 — xy) , avremo o.axdxseny}/ ( i — xy) 
— °2| X /'(t—xv) differenziale P er x < e ( 1228 ) ax 2 dycosyX 

V ( 1 — xy) — ^^~~)dif ferenziale parziale per^-, onde du—axX 

V ( 1 ~xy)(ydxseny-\-xdycòsy) — ^yf^-ffydx-yxdy). 

1240. Ma in questo ed in tutti i casi consimili pud proce- 

dersi anche più facilmente, osservando che du=(i‘ìi 6 ) ud(lu) 
= àx*senyY ( 1 — xy )d( la -h?lx-i-/seny-\-{l( 1 — xy )): on- 
de Ux a senyY ( 1 —xy) { ~ x~ ~f—rf ) ^ ^ differenziale per x , 

ax 2 seny j/ ( 1 — xy) j dycoly — — J' ! y ^ j è quello per y; quindi 

du=ax 2 senyY ( 1 — xy) { ^ -hdycoty — } , espressione 
che facilménte riducesi alla precedente. 

1241. Clic se u=-y. , =FXf, =FX/X Y, ec., essendo F, 

f>% ec. funzioni o delle stesse o di diverse variabili, sarà sem- 
pre nel primo caso du—y. d(ly nel secondo du^= 

Fxfdl(FXf)=fdF-\-Fdf,e così nel terzo dii=- fX WdF-hFX 
Wdf~{-FX fd'V : onde per i prodotti e frazioni a più variabili 
potrauno avér luogo ancora gli stessi metodi di differenziazione 
già dati per le frazioni e i prodotti ad una variabile sola’ 

<1228.1230). CosU—- s ( w.r» 


V (.*—**?) 
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’ìxzdx-‘ r x ‘ 1 dz 2 ^>sr dx+xhdy 
-yy—x* ,) + (!_*» >)* ' 

1 2 \a. Se u=-?(F), sarà du=dF'p I (F), e dovrà porsi il va- 
lore di dF ottenuto coi metodi precedenti : cosi per u =» 
%{x 2 -\-iylx), si avrà du — d{x 2 -\-$ylx)y l (x' i -f- òylx ) =(2 xd x 

^ — h'.Uijylx)'p l (x 2 -+-'.iyLx). Che se u=—y( F, f), il differpn/.ia- 
le precedente si cnngerà in du=d( F./)'p l (F, f), eo. 

i * 43 . Infine se u—<wc- sery-,—arccos~ , ec. , riprese le 
formule del par. iu 33 , e fatto sarà dp — ~dx—x . ^ va ] or j 

phe sostituiti daranno 


mx m(:dx — xdz) m* m(*dz—:dx) 

4 . d. are. seri — =— — — : 2®. d rrrr. mi — 

nz z\ (?i ’ i 1 —m 1 x 1 ) 77 zy(n*zi—, m*xì) 

mx mii(-dx — xd-) mx mntrdz — z dx\ 

3 . d.ai c. tane — = : 4 . d.arc.cot — = ' 

nz m % x* -+-« * z* ni 


, mx H^zdx—xdz) „„ , mx 

5 . d.arc sec — = ;6°.dxzrc.cosec ■ — • 
nz x\ (m*x*—H*z‘) n, 

, mx m(zdx — xdz) mx 

( d.arc.sen.v = • — ; 9-dxirc.cos.f — : 

ri z zy'mx(2nz— ^mx) nz 


n(xdz — zdx} 

' xY (m ^ * j 

m(xd zdx) 
xy mx(2n : — mx ) 


1^44- P er darne un esempio applichiamo la terza formula 
alla ricerca del differenziale dell’arco che ha per tangente ....... 

V { (a+b){\ + y) ■ Avmno m ^V (a—b),n=y (a-hb),.x==j/{ 1 —y)^ 
y = V ( t - 4 -y) , e in conseguenza mn — y (a? — b 2 ) , m 2 x 2 - f- 
n~z 2 =i(a-\-by). Sarà inoltre (1 dx=* jf^p-yy dz-=* 

MHr) 5 d ’ ° nde *dx—xdz>=—\dy [Vyzy+V Ty r } 5 e r} ' 
ducendo i due radicali allo stesso denominatore, zd/ x-*r-xdz ?= — 
l 7 (f_I 7 q> va ^ or * C ^ ie sostituiti nella citata fqrmula, daranno duu- 


J -m / (" — *)( ) — c) dr . / i* 

que d arctang.y |/ T _ T . 

1245" I differenziali degli ordini superiori non ammetto-, 
no difficoltà. Quelli del .secondo si deducono dai differenziali del 


primo, trattandoli come quantità finite, e considerandovi dx, dy x 
fiz, ec. come nuove variabili. Nel modo stesso si deducono quelli 
del terzo da quelli del secondo, e cosi successivamente. Sia per. 
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«•sempio y—x* c P* 1 * conseguenza dy—nx n — X dx. Avremo dun- 
que d\y= (ìaiq) n(n — i)z n 2 dx 1 ~hnx n — 'd 2 x ; d?y=n{n — 
i)(n — 2)-z n — *dx 3 -t-òn(n — i )x ,t — 2 dxd-x-+~nx ,t — 'd*x, ec. Sia 
più in generale y==^j>(,x) f onde (1221) dy —dxtp { (x) sarà d 2 y= 
dx 2 y , (x)-\-d 2 xs l (x) ■■ d'y~=dx'y j (x)-t-3dxd 2 x? , (x)-hd 'xrp ,(x) 
1 2.46' Ma se dx è costante (1217), d 2 x, d?x, ec saranno 
nulle, ed allora per avremo d 2 y=n(n — 1 )x n — 2 dx 2 , 

d’y~—n{n — i)(n — — *dx*, e d n y=n{n — i)(/j — 2 )(n — 3 )X 
3.2.1 dx"; per y=y(x) sarà d 2 y=dx 2 O t (x), d^y—dx^O 3 (x) , 

e dx n V n (x). Dunque ~j~ ~—y~ r —'?n{x), quantità fi- 

nita : onde d n y o d n ~ r >{x) e dx" sono quantità omogenee e di 
uno stesso ordine infinitesimale (1208). 

1247. Abbiasi u=xsen{x-+-y), e si supponga dx «astante. 
Sarà du—dxsen(x-+-y)-t-x(dx-hdy)cos(x-+-y), e d 2 u—idxX. 
(dx-\-dy)cos(xyy)-hxd ? ycos(x~hy) — x(dx~hdy)*sen(x-+-y). 


Del resto oltre le già accennale , molte ellre eie si conoscono piò o meno pron- 
te, die conducono con sicurezza a buoni risulta nienti : ma la pratica da se stessa la 
insegnerà , senza che ce ne occupiamo noi di vantaggio, 

1248 Ritorneremo piuttosto al metodo generale, e avvertiremo, che come du 
rappresenta ildifferenziale totale di u, così secondo l’uso più universalmente accettato 

^ — yiar,^ — ec. ne rappresentano i differenziali parziali per xy,z, 

ec; sebbene alcuni, stimando difettose queste maniere , scrivano piuttosto — - d x , 

~djrf—dz, ec. Noi ci atterremo alle prime, e richiamando lo stabilito principia 
dy di 

((239), avremo per prima conseguenza — ^ ^zfz-l-ec. 

altra importante espressione del differenziale di una funzione a più variabili. Se- 
condariamente se in u non sia che la sola x, la differenza parziale per questa varia- 
bile eguaglierà la totale della funzione, e si avrà du=x^~yix, terza maniera di 
esprimer generalmente il differenziale di una funzione ad una sola variabile (f 221). 

{ili \ 

(249. Como ^ — jdx rappresenta la funzione u diflsreuciala una volta par- 
zialnents per x, così f- — - jdx* rapprosenta la funzione u difl'ereuziala due vol- 
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le e sempre parzialmente per ir; ^ — — - — '^dxdy, rappresenta il differenziale di 
« per x, di nuovo differenziato non più per ir, ma bensì per y ; ed in generale . . 

^ tn+n-t-P" 

1 — — \lx m djr*dzp rappresenta u differenziato m volte pera-, poi n volle 

^dx m dy d.. 

( d* u \ e d % u \ 

~dx~J X ’ * differenziali di du per * 

sd(3fdu)\ 

o per r ; f J* x “ differenziale di u per x diviso per dx t quindi molti* 

plicato per M, e poi differenziato per x, ec. 

*250. Frattanto si av ve ita 4°. che dal confronto delle due espressioni di du 

(1238.1248) avendosi jB , ec., anche i cornicien- 
ti differenziali parziali ^ ^ ^ , ec. sono quantità finite (1238), nè 

du du du 

differiscono dai quozienti egualmente finiti ( ini ) , ec ' > *® nQn 

perchè il differenziale du vi ai intende preso soltanto rapporto alla variabile del de- 
nominatore : il che si avvera egualmente di (^— - ^ , di ^ 5 = , , 

2°. Se u=f(x,y,z) , siccome duz=?(x~j~dx, y+dy, z-+-dz) — u, sarà (1213) l*. 

/du ydu \ /du\ 

(^^dxz=f(x+dx, y, z)—u ; 2\^~ y y+ d y, '->—«1 3*. (^~ y*= 

f(x,y, t-f -dz) — u, ec. giacché nella 1*. si considera variabile la sola x, nella 2*. 
la sola y, nella 3*. la sola z, e costanti tutte le altre quantità. Or se la I*. si diffe- 
renzia per y, la 2*. per x avremo con gli stessi principj 

0^y xdj z ^ u ^{ty^-{7x y xi 

Y**=**+**'>-+*n 

e perciò ( | s=/ | j dal che si conclude che o si differenzi prima 

\dxdy J \ dydx J 

per x poi per y, o prima per J poi per x, il risultameli!» è sempre lo stesso. Dun- 

, d*u \ . d 2 u \ s d*u v x d*u v 

que per la ragione medesima j 

( du \ du \ stiu. \ 

d ( f f J=G , le 

sdA. MB /dA x \dC x MB. 

precedenti conclusioni daranno )= ) > {j.) = ~ 

,/c N 

ji equazioni clic JcMkjìi «empie veriiicanù qualora Adx+Bdj -+-CÀI . su F 
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esatto differenziale di du, e posso n quindi servir di prova alla prima differenzia? 
rione. 

3°. Se abbiasi semplicemente u=zf(x,y), e perciò duxxAdx-\-Bdr, nuova? 

mente differenziando prima per x, poi per y, e rammentandoci che A , B sono 

( d*U\ \ 

— — Jtlx = f — \2f*-\r 


Ai%x + = Gr) djrdx+ (%y jr ‘+ a ** r ■■ ° ndp 

d '“=( 


, d* q\ 


sdA\ 


,dB\ 


( d £y*'+C£y' x -*-' 1 Q^y xdr+ cypy^KZy^^^ 

fion generale del di flerenzi .ile secondo di u, funzione di due sole variabili x,jr. Se 
t , /du \ 

è f ostante, mancherà il termine ( — yl*x ; e se u sia (unzione della sola x, 

resterà ^i 4 x, nuova importante espressione del diffe- 

renziale secondo della funzjone y(x). 

i 25 1. Termineremo con rilevare una molto osservabile proprietà relativa al 
4 iffprenziale primo dplle funzioni algebriche omogenee (146) Sia u funzione omo- 
genea di n dimensioni delle variabili x,y,%. Ponendo^=sx, :=f.r, la funzione 
prenderà la forma di Px«, ove P sarà funzione di s,t. Frattanto poiché dyxxsdjf 

du K . /du\ _ . . sdu s 


■ d*u 


/d x Uy 


■+xdi , e dzz=(dx+xdt, avremo d u=^ -~^d x -h^~ ^ (sdx-i-xdt)ri-{~^ X 


■ du - 


du -, 

y+y^y^dx+y^ycds+y^xdt. Ma da 
uz^Px*, e da Pz=<p(s t t) si ha du=^iPx"- t djf-\^^~^X n ds+^rj^'^x n dt, e i du? 
differenziali debbon essere evidentemente identici ; sarà dunque^ — f ^ s ~^“ 
~ ^t=.n Px*- 1 ^ ovvero moltiplicando per x, e ponendo per sx, tx, Pi* i loro 

valpri y, z, ^ ^ - ==r«t < . Ila 040 si ha che se nel differenziale 

primo di una (unzione omogenea u dell’ dimensione, %i ponganole variabili 
x, r, s, in luogo dei loro differenziali dx f d) >dz t ne risulterà la funzione u niol-r 

( du k du\ /du * v , 

d~J d~ T y r=J= ®‘ - sl ^ 

dtizz^— — , differenziale della funzione tixx^L di niuna dimensione, si H* 

J X 

yxf-xjxx 0 ;e da r/u=2xidx-t-(z*-f-3 »•*) d » -(- (x‘+ 2 _z'z) dz , differenziale di 

i<— x’i-H > (yM-:*) di 3*. dimensione , «i Ita 2x* ;-t-(i , -+-3r')»'-t-(x , -4-2i ■ ;) zxx-Su^ 


( 
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1252. Queste sono le principali e più elementari regole del 
Calcolo differenziale. Per renderne ai Giovani più familiare 1’ 
uso, proporremo qui da verificarsi alcuni altri eseinpj , partico- 
larmente osservabili per la semplicità dei loro risultameuti. 

_ . . 3«*+“3 x* di r 

I. .Sia da differenziarsi ^== ; troveremo lj ' — " — » 


la * x 

II. Sia jr=l(f/(x* -4-c*)-4-x) j si avrà dj'zx; 




f/x 


J/(x»-Hc*)' 


III. Sia ys= — a*) — ja 1 / 


x-t-p(x*_«*) 


; avremo 


IV. Sia j''=jj/(a 1 — «•J+e'.are.iaBjJ^- — — sarà dyxxdx\ (a * — x * ) 


9 . 7 . 5.1 , „ 

)xp(i-x>)-. 


9 9.7 97.5 

V. Sia t-=(x*H x 6 H x *H x 1 , 

J v 8 8.6 8.6.4 8 6.4.2 

97.5.3 , 40 x'°dx 

— - — are. seuxi avremo dr— — , . • 

8.6.42 J y( 4_ x 1 ) 

/ 3 6 6 t 

VI. Sia y = x ! ^ l'x — — I*x- b~ lx — ^ _ J ; troveremo dyxxSx^dxPsc 

4 8 

VII. Sia j =r scnx{ cos'x H — — cos * x •+- — ) ; «ara dyz=5dxcos ! x 


VI». Sia r = 


J | fVO+x+x*) 


i-hx 


(4+x)> 


dx 


4 2 *“H . , , 

y-arc.tang. -py j ai avrà dr= 


x(4 +x) * ( 4 -+-X-4-X 1 ) 

1V c - acosx+b dx]/ (a » —b » ) 

IX. Sia ysxwc.co* ; si troverà ìdr— — — • 

bcosx-ya * J bcosxy-a 

ia53. Da quanto abbiamo detto facilmente si apprenderan- 
no le prime regole del Calcolo integrale, che secondo la defini- 
zione data (1219) è precisamente l’opposto del differenziale , 
nel modo che la divisione è l’opposto della moltiplicazione: ma 
si avverta primieramente, che come nel Calcolo differenziale sì 
premette il segno d alla quantità che vuol differenziarsi , così 
nell’integrale premettesi il segno J, che chiamasi somma , a- 
vanti al differenziale che vuol integrarsi, o da cui si vuol rimon- 
tare all’espressione primitiva, d’ onde il differenziale è derivato : 
quindi Jdx, fnx n ~'dx vogliono significare quelle quantità dì 
cui dx, nx ri — 'dx sono i differenziali. 

rz54> Inoltre poiché dx è egualmente differenziale di x, 

T, U. F. *4, 
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rii x-\-a, x-hb, ec. ( io. 35 ), non si potrà concludere generalmen- 
te fdx~x : ma fatta l’ integrazione dovremo sempre aggiun- 
gere una costante indeterminata C, atta a rappresentar tutti i ter- 
mini costanti che la differenziazione può aver fatti svanire. Fra 
poco faremo sentir meglio la necessità e l’uso di quest’aggiun- 
ta: e intanto noteremo i°. che può darsi alla costante una for- 
ma che l’assomigli agli altri termini; poiché se per esempio 
nell’ equazione ly-=lx-\-C, sia b il valor di x che rende ljr=o y 
*,« rà o =lb-\-C, e C— — Ibi 2°. che mentre la costante resta in- 
determinata, è indeterminato altresì il suo prodotto e il suo quo- 
ziente per qualunque altra costante nota, cosicché può farsi 

c 

bC=C,-T=C-, 3°. che la costante deve soltanto aggiungersi quan- 

b 

do l’integrazione è interamente eseguita. Se questa non può ef- 
fettuarsi che in parte , siccome vedremo accader bene spesso , 
niente si aggiunge. 

ia 55 . L’integrale accresciuto della sua costante si chiama 
completo , senza la costante si dice particolare. E come la co- 
stante può avere infiniti valori, così l’intregrale particolare può 
differire iu infinite maniere dal completo. Dicesi particolare an- 
che quell’ integrale , in cui si sia dato alla costante un valore 
determinato; siccome dicesi arbitraria la costante nell’ integrale 
completo, ove non ha avuto valore alcuno. 

1256 . Infine se una differenziazione non sia eseguita, ma 
soltanto accennata, mediante 1’ inclusione della quantità da dif- 
ferenziarsi sotto il segno differenziale, basterà per l’integrazione 
porre la quantità fuori del segno, con l’aggiunta della costante: 
così l’integrale dirf(|/(a ? — x 2 )) sarà (a' — ar , )-4 -C, il che è e- 

vidente. Dunque J bdx = ( 1 22.4 • i °) / d(bx) = bx - 4 -C ; ma da 
Jdx=^x-\rC si ha egualmente b J dx==bx-hbC=bx-\-C( 1 25 q ), 
perciò i°. Jbdx—bfdx , onde il coefficiente costante del dif- 
ferenziale può ad arbitrio premettersi al segno integra' e. Di 
piti j dj-h J df ~^~ j dy n -‘t-ec.—y fy'-\-y'"-\-e .-+-G’=) d(y-+-y' 
-4- r"-l-ec. -H < 7 ) =( 1 2 1 y)J(dy-}-dy'-\-dy ,, -+-ec.), perciò 2 0 . /’ 
integrale di un differenziale polinomio eguaglia la somma 
degli integrali di ciascun termine. 
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1257. Dopo tutto ciò avremo 1 f ( a dx-\-bdy-i-cdz-+- cc.) 
•^nx-\-hy-\-cz- > rCc,-\-C v onde wi polinomio della prima di- 
mensione , e composto di puri dif ferenziali , s’ integra, sosti- 
tuendo a questi le loro variabili : 2°. Jbnx n — x dx— (1 256.1°) 
b jnx n l dx— ( 1 a* 3 ) ò/ d< / x")—bx"-*-C. Perciò fatto n=m-t-i 

. r , bj: M + x -j-C 

si troverà bjx m dx= | C : dunque j’ integra 

un differenziale algebrico e monomio , e di ima sola varia- 
bile, aumentandone di un * unità l 1 esponente, e dividendola 
per il prodotto deir esponente accresciuto nel di lei differen- 
ziale. Cosi j x^dx = ~-hC ; j.\x~dx = j~—Jx- 3 X 

m+» 

dx— | C— — \-C; fby x m dx == bj z n dx= 6 ~—— — \-C. 

—1 x •/ m-f-n 

Si eccettui f ~=K 1225 ) f d(lx)—lx-{-/C=lCx. 


12 58 . Avremo inoltre 3 °. mlogaf a. mr dx=fma mx dxloga 
==(122 6)fd{a nx )—a mx -+-C: onde fa' x dx= * -f-C, e .... 

f e dx =~ e -t-C; 4 0, J dxcosxr= (1227) senx-hC > .. 


/ dxsenx =» —cosc-\-C ; f ~~ T — ( 1 23 1 . 3 °) tangx-bC, ec. 

1209. L’integrale di gx n l dx(a-\-bx n ) m si ottiene ponen- 
do a- J rbx r >=z, e perciò bnx" — 1 dx=dz ; d’onde Jgx"~*dxX 


(a-{-bx n ) m —j^ Jz m dz = ( 1 267.2°) 


f(«-+-Ar«) 


/n-f -4 


n — 

" r<: > ec> Se Peraltro m=— 1 , si avrh / 

= £ / T ~ ( ,V * ) £, +***"). 

1260. In generale j x n dx{a-\-bx m ) r può aversi in tre casi: 
1 u . se r è numero intero e positivo; poiché sviluppando la poten- 
za, e integrandone ciascun termine, si ha f(a r x’dx-\-ra r • — 1 X 


7 _ , „ , \ /1 . n r r' r ^' ra ' — . 

bx m ~T~ n dx -f-ec.)=( 7 -+- - — — 1 — — t-ec., espressione fi- 

n- t- 1 m-f-n-f-i 1 

nila nel nostro caso (214): 2". se 1 — c , os.fia n -=*-m X 
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) — i, essendo c zero, o intero positivo; poiché fatto a-\- 

, = — a , dz (z— a)c 

bx m =Zt onde x m = — , x m l dx=--^- , x mc = — j- — , ... 

x mc->rm—'dx= ' verrà J x n dx{a- J rbx m ) r — X 

J z' dz{z — a) r , che , sviluppata la potenza, s’ integrerà come so- 
pra : 3°. se — r=c, ossia n— — m(c-f-r) — 1, essendo e 

— x* — ) == 

x n ^ mr dx{b-\-ax — m ) r , e fatto b-t-ax m =z , onde x — m =* 
x— m — l dx=-^—, x—'dx= 7 ~~l\ , verrà fx n -*-™r X 

dx(b-\-ax— m ) r =~~-\ jz r dz{z — i) c — '• Così Jx— 2 dx(a-^-.... 

5 5 

x 3 ) T dà n= — a, b— i , m= 3 , r=— — , n-Wur— — 7 = — 
3 e — 1, onde c=u; quindi — J i^~'-dz — z~\dz) — 


2 ;-H 


2a , s* 


3 x 1 -t- 2 a 
s ' 

2 a*x y (a-Kr 1 )* 


1261. Non verificandosi le tre condizioni, il differenziale 
x n dx(a-\-bx m Y non potrà integrarsi, se prima non si trasformi 
convenientemente coi metodi che a suo luogo daremo. Si esclu- 
dano per altro i casi seguenti , osservabilissimi, e pei quali l’in- 
tegrazione viene direttamente indicala dalle formule differenziali 
dei numeri ia 33 , iu 34 » 


dx l b _ ^ , h 

4 °. f —r (t 233 ) — ■ arc.tenxy He = — —■ — ai-c.cos xy — -+-C 

J y(a-ix’) ^ ’ \b ' a \b r - 


=2 (< 234 ) are.sec ■ — f/~~ -t-C— ——are. cosec — ~l/ --‘rC 

K ’ yb x f b yb r~ b 

2*. t — ■* — ;=(1233) — — -arc.tangxy — -t-C— — - — -arc.cotx 1/- — (-C 
J a-4-bx' y ab ° a V ab a 


= < <234) -fZb ^.tangLy^ +C= Recati j/^+C 

3 ° • 1 xf(bx‘-J ) = ° 233) ^ ^rCzz-yarc.oo.tcxY^+C 

«= f 4 231 ) — ; — aic.teii~lY — (-C - a;r .co.t i/ - -+-C 

y a x r b y a x' b 


Digitìzed by Google 



ai 3 


dx < Ibx _ i Ux 

4 *. f - — , = (1233) — - are sen .*>. — -t-C— — nrc.cos.v. HC 

J J/ x{a—bx) v ' X b a \b 

•ìx 1 2a 1 

5*. / • — =i (1234) — - arc.sen.v. - — arc.cos.v. — | -C 

J xy (bx— a) ' y a bx p a £* 


1262. Per integrare du=Adz-+-Bdy-\-Cdz-\-ec.=o, dif- 
ferenziale di u finizione di più variabili x, y, z, ec. (ia 38 ), si 
osserverà che essendo Adx il differenziale parziale di u per x, 
se l’ integreremo parzialmente per x, non considerandovi cioè 
come variabile chela sola x, verranno a riprodursi tutti quei ter- 
mini di ii, i quali contenevano comunque x, e che differenziati per 
x han data origine ad Adx. Nel modo medesimo se respetti- 
vamente integreremo per ^ per ec i differenziali parziali Bdy, 
Cdz, ec., avremo prima tutti i termini di u con y, poi quelli 
con z, ec. Potrebbe quindi sembrare che dopo ciò bastasse pren- 
dere la somma S di questi integrali parziali per aver 1 ! intero 
integrale u di da. Ma convien rillettere che i termini ove entrano 
insieme due o più variabili debbono ripetutamente incontrarsi 
in un numero equivalente d’ integrali parziali. Così , per modo 
d’esempio, quelli che insieme contengono x ed y debbon com- 
parire nell’ integrale di Adx, dal quale si hanno tutti i termi- 
ni di u con x, e di nuovo in quello di Bdy, che dà tutti quel- 
li con y. Perchè dunque la somma S dia il vero integrale di du 
o conviene escludere dagli integrali, che vanno volta per volta 
costruendosi, i termini già comparsi negli integrali precedenti , 
o dividere in ultimo ciascun termine della somma ridotta S 
per il numero delle variabili che vi si trovano respettivamente 
comprese. 

Sia dtt=ydx-\-xdy. Integrando il primo termine per x si 
ha yx, integrando l’altro per y si ha xy. La somma dei due 
integrali è dunque 2 xy, termine unico e con due variabili; di- 
videndolo per a avremo dunque u~ f (ydx-{-xdy)—xy-{-C , 
come è ben chiaro per le regole differenziali (ia 3 c)). 

Sia du= ’ dx—xdy ' Sarà Adx , Bdy= — . Inte- 


grando Adx per x si ha — ; integrando Bdy per y si ha pari- 
mente (1257)^-, dunque u— * -\-C. 
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Sia infine du— 

' 2x 


2r’ ) , -r/r—(r , r+-*)x i Jc-f- ■’(*/ >'+ iv/j) 


Sarà 


Adx =(— -t-— yix, Bdjr= Cdz 1 1 L’integra 

le ili Ade per x è — — — ; quello di Bdy per y è — $ quello 

s xj>- XJ’- 

di Ci/z per z è — — — . Si ha dunque J du=— — ~ , onde divi- 
dendo per 2, il primo termine che ha due variabili , per 3 il se- 
coudo che ue ha tre, avremo per l’integrale cercato u=— . — > 


-4-C, conte può verificarsi differenziando. 

1 203. Si noti t°. che la regola suppone esatto il dato dif- 
ferenziale du, cioè non preso a capriccio, ina proveniente da un’ 
effettiva differenziazione. Se tale non è, cosa chea suo luogo in- 
segneremo a couoscere (i25o.i°). l’integrale otteuuto non sarà 
vero. 2". Che il differenziale du risultando dalla riunione di tut- 
ti i differenziali parziali per ciascuna delle variabili contenute 
in u , non può essere esatto, nè quindi integrarsi, se manchi 
d’ alcuno dei termini che rappresentano questi differenziali. Co- 
sì non potremo mai integrare esattamente il differenziale du= 
ydx, che annunziando due variabili in u, manca del differen- 
ziale per una di esse, cioè di quello per y. Bensì siccome 
J [ydx-*-xdy)== xy-*- C — (1206.2°) Jydx-\-Jxdy, sarà 
J ydx^=xy — ) xdy, conclusione assai semplice, ma rimarche- 
volissima per ciò che dovremo dire in appresso. 


Altre Regole del Calcolo differenziale 
Trasformazione dei differenziali 

4264. Sia r, s, ec.) funzione eli quante si voglia variabili jr, jr t - f 

ee. funzioni esse pure di altre variabili /’, 0, 77, ec. , e voglian tirasi ormarsi i (lifl'e- 

roridi F-** ij ec., o semplicemente i ior coeificien- 

\dx / \d ys ‘ ^dz/ 

ti ^ ^ ec * y in a ^ lr * d al i P cr nuove variabili /, &, 77, ec. La 

dipendenza tra 11 prime e le seconde variabili darà uz^f(r, 0, tt, ec.), e (4 218) 

ec. Inolile r , 6, n, ee. .aianno leciproca- 


Qigitìzed I 


21 r> 


mente funeioni di x,jr, z, ec.j perdi d* -+- ec. , 

d KSV x+ (|)^@ rf ^ ec ' rf r = (£) rfx+ 0t + (^*^* c 

Sostituendo dunque, e confrontando ciò die risulta col valor di <fu=^~^dar+ 

(J) <Ì - r+ (S)^ eC d ‘ , ° da ^?(*>>» z .« ).»i»overiQ = g)Q+ 

(S)® + (£)(£) +eci e ,iBili valori “ avrann ° pw (È)* ec - 

Sia per esempio u=®(x, 2 ) , ed x=rco»0 , y—rscndcosir, z—rsenfìsenn ; 

donde r^y^'+y+z’), cos9= , +g , ■, tangi T=— . Dunque g)= 

. /d0\ seii9 /<frr\ ' ’ /du\ /<fu\ srnO/du\ 

C °' 6 ' (Tx)^—’ \ Sj =O ’ e P erCOn, e8 u e n “U)^ O,0 bj— (7 6 J- 

, . /<fa\ /du\ / du\cos$cosn (du\ seun 

S, troverà egualmente )«n9co„r+(_j_- gj— j ! 

/du\ /du\cosùsemr / du\cosK 

\dr) " vf0/ r ”"\dw/rse«9 " 

4265. Volendo ^ si differenzierà per x il valor trovato di os- 

servando clic i coefficienti (£)■ ©• ©• ec. sono tult», conte n, fun- 
zioni di a:. Cominciando la differenziazione dal primo termine , efie per co- 
modo rappresenteremo con A. avremo (g)=(^)(^)+g)(^) . 

Quanto al ce«f!ciente £) è chiaro che l'otterremo differenziando per r 


il valore 


di "ri eòe fare doyrà osservarsi 


che nè g), nè g), „è 
«c. sono fauz.ioni 'di r: con che troveremo ì=f- 7 — ìfj- ì -+-... 


termine del valore di J . Cangiato poi r in 8 , n, ec. avremo manifesta- 
mente i differenziali degli altri termini. Nel modo stesso si otterranno i valori 

/ d'u\ fd'u\ ( d'u \ . 

di ec ® c ’ ''°* 1 cont,nuaB ^° l’esempio precedente, 

poiché (4264) ^^-^=coi0, —0, ec., e da queste si ha 

T. IL i.\ 
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$)„©-.!£>. <£)- 

/d'n\ „ . /d’u\ /d'u\ tenJQ ( / d’u\ - 1/du\ì 

g ? )^,ec.vr.mo,.o.t,tu.»do,^=^j j (j J— J- 


Differenziazione dell’ equazioni 

1266. Nel dar le regole per differenziare a funzione di qualsivoglia nu- 
mero di vari.ibili x, y, s, w, ec., abbiamo supposte queste variabili iodipendenti 
Ira loro, e che quindi veruna soffrisse alcun cangiamento pel cangiamento deli’altre. 
Ma sia u=0, nel qual caso una qualunque delle variabili dipende necessariamente 
dalle rimanenti (3l8),e varia in conseguente con loro. E chiaro che prescelta x 
per variabile dipendente, e risolvendo 1’ equazione rapporto ad x, troveremo 

z =rf(,r, *, *>, «•), rfx=(t248) T,lor “ 

che sostituito in qnello di du (ivi) darà du=| jd/+ 

{ Cx)di) + (S) h + { S)(3 + (S } rf “- , - oe - con unti ,ermioi ’ 

quante riinangon variabili indipendenti. 

<267. Da ciò apparisce t .* che qualora abbiasi n=0, e sia x la variabile che 
in forza di quest’equazione si considera come dipendente dall’altre, il differenziale 
parziale per x sparisce dal valor di du, o per dir meglio entra a far parte dei 
differenziali parziali per le variabili indipendenti, le cui espressioni generiche si 

trasformano allora in { (£)(£)+(£) \df , { (£) (£)+(£) }*• “ S 

2.° che se con.uc=0 abbiasi u funzione delle sole due variabili J, /, avremo 

.. , ( /du\/dx\ ( du \ 

semplicemente du—i 


<268 Volendo d’u, noteremo che i coefficienti » (dz) ,eC ' ,on 

come x (< 266) fufttioni delle sole indipendenti/', z, », ec., mentre ^ 

/ du\ 

1,-1, ec. lo sono, egualmente clic u, anche di x. Differenziando dnnqne per cia- 
scuna variabile, e sostituendo in seguito il valore di dar già accennato (ivi) trove- 
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(^h~{(fò+(£xfr(£Xfà+ 

(^X£)-(£XgX?JK + - + {(£X$H$)} x 

d'y, differenzialo del primo termine di da; cangiandovi y in z e quindi in M,ec. 
avremo i differenziali dei termini seguenti ; e lutti insieme sommali , e latte le op- 
portune riduzioni daranno d 1 u : nell’ jstessa maniera si troveranno d'u, d*u, ec. 

1269. Ma qui è importantissimo 1’ osservare che tanto du, quanto gli altri dif- 

ferenziali superiori dell’ equazione n=0 sono tutti nulli. Iniatti si supponga per 
maggior chiarezza e semplicità u funzione delle sole tre variabili x,y, z. Avremo 
1*. p(x, r, z)=0, equazione che, come sappiamo, non vincola che una sola dello 
tre variabili, lasciando in libertà di dar qualunque valore ci piaccia alle due ri- 
manenti. Risolvendola rapporto ad x, troveremo (1266) 2’. x= _/"(?', *), valore 
che posto nella prima la trasformerà nell’ identica 3*. f (_/“( y, z ),y, z)=0 , dove , 
come nella !*., y, z resteranno arbitrarie. Vi si ponga dunque f+dy in luogo d’y, 
e z-t-rfz in luogo di z; avremo 4*. ( y-+-dy, z-\~dz),y+dy, z+dz) = 0. Or la 

2*. dà (1216) f(y+dy, z-\-dz) =r x-t-rfx , dunque la 4*. potrà trasformarsi in 
f(x-\-dx, y-^-dy, z-\-dz) — 0. Ma il primo membro di questa equivale ad u+du 
(12(6) , ed in ipotesi u=0, dunque duz= 0. Quindi anche d'u, che è rapporto a du 
ciò che du è rapporto ad u, sarà nullo; come per la ragione stessa saranno nulli 
d'u, d*u, ec. E poi facile vedere che questo medesimo ragionamento è egualmente 
applicabile al caso di u funzione di quante si voglia variabili. 

1270. Ma non solo da uszO, si ha du= 0, che anzi di più i coefficienti di cia- 
scuno dei differenziali parziali componenti l’intero differenziale d'u risultano sepa- 
ratamente eguali a zero. Infatti se in ux=f(f(y i z),Y,Z) —0 in luogo di cangiare^ 
e s in^'-f-d i , z+dz, si cangi , siccome può sempre farsi , la sola y in y-Y-dy, 1’ 
equazione sussisterà in egual modo, e d rà <»{J'( r^-dy,'-'),y-\-dy,z')=zO. Ora si 
primo membro di questa corrisponde alla funzione u aumentata della sua differenza 

P er r , cioè (1267.1°) di { (£)(^)+(^) }«TI d«nque^{ (j“)(g)+ 


\dy) |<^7 r =0. Ma 0 , e inoltre dj noli può esser nullo, perchè altrimenti y 

non sarebbe variabile, dunque ^ — (j 7 ^ == ®> * 9 u ' n ^‘ * ncor « 

Ed è poi chiaro che altrettanto si verificherà dei coefficienti 
differenziali delle altre variabili , quando u ne contenga un numero maggiore. 
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< 27 4 . A quest' importa nte conclusi one può giungersi anche ragionando iti al- 
tra guisa , e fondandoci sulla mutua iudipendeu/a delle variabili j ,z,ec. Si sà che in 
virtù di questa indipendenza il differenziale parziale per y si ottiene considerando 
le altre variabili come costanti , e che rimane quale ai è trovato, comunque in se- 
guito si passi a differenziare per le variabili rimanenti. Ma considerare % e le altre 
variabili come costanti, è lo stesso che riguardare u come funzione delle sole varia* 

K tlu v , dx v . du v I 

— V — l +( — i ìtlr ■ • • • 

àxj\dyj \djrJ ) 

(1267.3°), e questo allora è nullo; dunque nullo rimarrà ancorché nel proseguimen- 
to si torni a considerare z, cu, ec. come variabili. E le stesse ragioni varranno e- 
gualmenle a provare l’ annullamento di tutti i coefficienti differenziali in d * u,cPu 9 cg» 
4272. Dunque con ux=0, supposte in principio tre sole variabili, una prima 
differenziazione darà nascita alle due equazioni 

/ du w dx x , du \ ^ / du \, dx s /du , 


. /UlA . - UJL UU v 


2 ■(dx){T t y{7z) =o 


date dai coefficienti di dy, dz. Con una seconda ditlerenziazione avremo le altre 
tre (1268) 

. /d 2 U\ /d*u K/djfv , du . /d* x N /il’u, .dii. 1 

. /d's . / d*u \ /dx . /du , zìi’j, / d^u \ *dx >. 

* ' (djdi )\d^dz){.dx ) + ( y dxX.*J‘lz )\didj\dz ) + 


,d'u 
\d^ 
,■ d*u 


/ dx 


dx , 
dzj 
d 1 u . . dx > 


XIX? '=" 


'•G?KSXs)^X»KSXS);-* 

date dai coefficienti di dy* y d > dz } dz* . Altre quattro, date dai coefficienti di 
ày\ d \r % dz y d ydz * , de 5 , se ne avrebbero differenziando una terza volta, come 
altre cinque differenziando una quarta volta, ec.; onde spingendo le differenzia- 
zioni fino all’ ordine n simo ì avremmo un sistema d’ equazioni tutte coesistenti, che, 
compresavi anche la data , equivarrebbero in numero alla somma di «-M termini 
della progressione 4, 2, 3, . . . ;M-4, e quindi ammonterebbero ad -J(»*+-4) (jl- 4-2). 

Né difficile sarebbe provare, che questo numero salirebbe fino ad («-+-4)( — - — ) X 

is-f-3 .... i ìH-2 

( — — ) se si avessero quattro variabili, e diverrebbe 2 V=(m-H) ( — ^T") X • •• 

(— ).... (— it — . — ) qualora se ne avessero m; espressione che, ponendovi suc- 
cessivamente nz=1, m=.2, n=x 3, ec., si cangia assai facilmente nell’altra piu co- 
, /»-+- 4 „ /»H- 2. /«+» — 4 ^ ... 

moda Nz=m ( - - j - ) ( — — ) .... ( — ) . Or tutte queste equazioni , e le 

infinite conibiuazioiii che posson farsene, si chiamano equazioni a differenze par - 


d*u\ /dxy 
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ziali , mentre le altre du=0, d 1 i<=0, ec. chiamansi equa-.ioni differenziali •- 
satle, o semplicemente equazioni differenziali. Si adoprano con molto vantaggio 
nella Geometria più sublime per eliminare tutte o in parte le costanti, che in una 
data equazione possono trovarsi comunque combinate con le variabili. 

Esempio 1°. Sia -f-z) *-l-r=0; avremo dunque u=x * -f-a } * 

-d-c(.r-l-*) a -+- r e inconseguenza ^^^=2x, ^—)=2ajr+2c(y-ì-z), = 

2 •(/-(-*).• valori cbe sostituiti nelle equazioni generali 1*. , 2*. daranno x( -- 

\<fyJ 

a»+c( >+t)=0 , x^-^-f-c( y -4-z)=0 : orda queste e dalla data facilmente si 

ha x * —x | : (jjy 'j j -K=0, ove non è traccia alcuna delle costanti a, e 

che si trovano nella proposta. 

Esempio 11°. Sia (a:— ò ) 1 -fr-fcr — e) * -4 -(gx — h ) * =0, avremo u=(az — b ) * 

-Ke>— «)’-KS x — *)’> e di *»* (jx) =2 S ($ x —‘ *) » (j~.) =2e( ‘ C J r — e ^J z )=* 

2aiaz-b). Inoltre (_ J=2c*, (— )=2-, X 

fdx\ sd % u>. / dx\ / d*u \ 

^y- ^ ^ yy y=0. Sostituendo dunque nelle equazioni 

generali, si avrà c(cjr— e)-\-q(gx— )=0, «(<*=— i)-t-g(grx_ A) =0 , 

ei+%> c^)=°’ 3§i (£xè) +sc<x “ A) (^) 

( dx\* /rf* j\ 

j — A)^— a 1=0, dalle quali unite alla prima si Ua 

/d*r\ fdx\/ d ‘x \ ) /dx\. d*x\ 

\dpJ-Kd}A7PdJ Ad^-ATAr 0 ’ * eD “ aIcuna C05t;,nte - 

1273. Apparisce intanto assai chiaramente dall’esposto; 1". che potendosi 
con N equazioni eliminare N — 1 costanti, un’ equazione dilferenziale dell’ ordine 

n .ù»o fra m var iabili potrà contenere N — 1 = (1272) ^ ) X 


.m+n — 1 

•• 1 — 1 costanti meno che 1’ equazione finita da cui deriva. Così nel l. u 

n 


esempio , in cui m=3, n=l, ed A' — l=m — 1=2, mancano appunto nella diffe- 
renziale finale due costanti. In qualche circostanza posson mancarne di più , come 
nel 2°. esempio, ove essendo m= 3, n=2,si avrehbe N. — 1=' m(m-M) — 1=5 , 
mentre le costanti eliminate son sei ; se ne intenderà facilmente la cagione : 2°. che 
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la «calta delle contanti da eliminarsi e di qnelle da rilasciarsi essendo arbitraria, da 
nna stessa equazione finita posson derivarsi molte equazioni differenziali di un ordi- 
ne stesso , e indeterminatamente differenti fra loro in ragione delle costanti elimi- 
nate nell’ una, rilasciate nell’ altre. Così nel f°. esempio, se si fosse eliminalo r 


/dx\ / dx\ 

in luogo di a, avremmo avuto J — x^— —I). 

4274. Ma passiamo ad altro genere di equazioni, e si abbia in primo luogo 
Uzzy(f (x~),]r, z, ec )=0; sarà qui pure x funzione di y t Z, tc.; onde posto per 

brevità /(*)=/, avremo dfxx(4 248) (-£■) [ dz 

+ ” I- *- 0 * "• - { èx®(£) 

4 275. .Si abbi.) in secondo luogo u=y(F, j\ ec. , x , r, r,ec.)=0, e si suppon- 
ga no F 9 f % ec. 1 un/. ioni indeterminate o arbitrarie di X, y t r, ec.; sarà come per 

P avanti x funzione di y, r t ec ; e quindi (4266) dF~$^ ^- 4 -^— — 3 I ^ 

{ (Zy^ydfi) }**+*•* ° mie p° ichè *•= (ty iF+ (ìf} i/ +' c - { - 

( </« \ /du \ stìu \ 

; V/’-f- f— yi:-+-ec- , posti dunque i valori di dF t df ; ec. e di 

a*, ri «•«.!.«. ai ir ar.«o (j^J (£ 

{(£)(£)+(£)}— (SXffWfl 


>y 


, e cangiato in r, w. 


ec. avremo i coefficienti di </:>, z/m, ec. 

4276. E qui pure avranno evidentemente luogo i teoremi già dimostrati (4274) 
rapporto all’ annullamento di ciascun differenziale si parziale che esatto, al numero 
dell* equazioni che posson dedursene coesistenti alla proposta , e all* uso che può 
farsene per 1* eliminazioni. Ma ciò che nel caso attuale maggiormente importa d'e- 
liminare sono le funzioni arbitrarie. Su di che c da osservarsi che ognuua delle fun- 
zioni primitive F, f y ec. spettanti alla proposta ne introduce ad ogni differenzia- 
zione una nuova F' y f l , ec. (422 <), dimodoché se il numero delle primitive sia r, 
e si spinganole differenziazioni fino all’ordine n simo , se ne avranno altre nr , che 
con quelle delia proposta faranno in tulle r(n-+- 4) quantità d» eliminarsi, onde po- 
ter giungere ad un'equazione finale spogliata affatto d’indeterminate. A quest'effet- 
to converrà dunque portare le differenziazioni fino al punto, che il numero JV(4 272) 
risulti >r(»4*4). Così se, come più ordinariamente accade, non ai abbiano che 
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ire sole variabili, nel qual caso N=z\ (»-H )(»■+* 2)# dovrà rendersi 
^/■(/i-4-4), ossia 7i>2r— 2; cioè dovremo spingere le differenziazioni fino all’or- 
dine n=2r — 4, e falla poi l'eliminazione resteranno non una soltanto , ma ^(/M~ 
t)(«-f-2)— r (/H-l) =r equazioni differenziali dell'ordine n, tulle spogliate di 
funzioni arbitrarie. Che se r=2 , sarà nz=Z , cioè dovremo differenziar tre volte, 
e potremo avere fino a due differenti equazioni del terz' ordine , libere, come 
abbiamo detto, da ogni funzione indeterminata, e che, secondo ciò che abbiamo 
già annunziato di sopra (4272), potranno impiegarsi nell' eliminazione d'uni co- 
stante. 

4277. Queste regole, in ciò che specialmente è relativo al numero delle diffe- 
renziazioni , e a quello dell' equazioni residue finali , possono subir molte eccezioni 
nei diversi casi particolari. Cosi non è raro che i rapporti scambievoli delle funzio- 
ni F,f ec. dispensino dal differenziare tante volle quante la teoria esigerebbe ; il 
che soprattutto accade quando F y f ec. sieno funzioni di una medesima quantità , 
benché differenti comunque fra loro. Di ciò ecco un facile esempio , che servirà 
anche all' oggetto di mostrare come possa talora operarsi l'eliminazione senza far 
caso delle formule generali , che per la loro complicanza riescirebbero di peno- 
sissima applicazione. 

Sia u=xy (— ) -4-^ ( — ) — :=0. Ne trarremo z=x<p(^-) -Hf> (~) ; « 


( dz\ 

— J=3 


7‘CP) =,'<£) . s. 1 . 


ftz\ 




4*. si moltiplichi per x, la 2 1 . per y t « si sommino i due prodotti, avremo 3 m . 

dz\ /d z \ y 

Y( j- \=xf ( ~ — ) . Questa differenziata di nuovo prima per x, poi per 




x 

<d* zs. 


3 ' * ,avi 4 ‘ ’ 5 ‘ xX 
(jSZfr) + (^)^ v (;77t) ( J 7 ) ’ le q “* li ’ eliroinandone f > • • 


Y /il 

stituendo il valore di ) rilevato dalla 3*. , daranno infine x 3 ( j+^X 




<f*Z' 


Qui dunque due difTerenii.i7.ioni sono «tate sufficienti ad eliminare le due firn* 
rioni, per il che neppur si è dovuto impiegare l’ equazion primitiva. Non cosi sa- 
rebbe accaduto riguardo all’equazione i=p ( x-t-y) -Hr>''f'(*— 2 r )- I valori di 

(£).(£) ballerebbero ad eliminare la funzione y' derivala di f, ma resterei - 
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aa »• 


bc un’ equazione con -i,ì' Successivamente i valori di ^ ^ ^ ^ ^ y— J ^ 


darebbero tre nuove equazioni con le funzioni 'y, ijj', f e le nuove derivate f"$". Si 
avrebber dunque cinque quantità da eliminarsi , e cinque sole equazioni. Ma se si 


aggiunge una terza differenziazione, e si calcolano i valori di ( --5 4 , ( ^ 

\A X J \dx'dyf 

( T — ; — 'l > ( — - \ > quali non introducono die le sole derivate o»'", -i" 1 , avremo 
didy 1 J \dy*J 


d’z 


allora nove equazioni , e sette sole funzioni da eliminare ; al che occorrendo sole 
otto equazioni , ne potremo conseguir due del Lerz’ ordine senza veruna funzione 
arbitraria . 


Applicazioni del Calcolo Differenziale 


Sviluppo delle funzioni in serie 


127S. Sia u—’yix), e debba svilupparsi questa funzione in 
serie ordinata perle potenze intere e positive di x. Supporre- 
mo u—q-\-q >x-\-q 1 x’ 1 -\-q i x 1 ’-±- ec , e in primo luogo i coeffi- 
cienti q, q ,, q », ec. saranno tutti indipendenti da x (421). Inol- 
tre se, fatto x— o,u si cangi in u,, sarà il primo termine q—u l 
( 436 . 3 °.). Infine successivamente differenziando , presa dx co- 
stante, si avranno ]’ equazioni 

du 

•=^ I -+-2^ a r-t-3<7ix a -t-4<74T 1 4-5<75Jf i -f- ec. 


dx 
d* u 

— =i .2^ a -f-2.3^ix-f-3.4q J (X 1 -4-4.5<75xM- ec. 
dx * 

d^u 

•— ==l.2.3<7^-4-2.3.4<74x4-3.4.5<75T 1 -+-ec. ; ed in generale 
dx^ 

d»u 

r =4.2 3 nq ,-+-2.3.4 (n-H)<7„ , ,zr-t-ec. 

dx” 

e fatto in tutte x^=o , dalla prima di queste equazioni si otterrà 
q,=^, dalla seconda q ^ — 2 dx * * terza e ' n 

rale dal] , n« 0,a , q = j 3 ** x ~ , » purché anche nei quozienti 


d*u d n u 

- — , - — si non sa .r=o. 

dx* dx* 1 ° 


du 


Esempj. Sia u—senx : sarà q=u , =o, — = (1227) cosx , 
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d'u d'u dhi d'u 

d^ cosx ‘dxi ~scnx, ^ — cosx , ec. ; onde 

posto *=0, avremo q,=i , q % =o, <74=0,7$=.. 

* * J* X 5 

2 JJJ > ec * e quindi senx-=*x — — + 2jTT — ec * come S iJl si 


sapeva (806). 

C * x rfu , — r/ 1 u x 

hia H =e ; avremo q=e"^= i,^=-(,aa6)e , e , .. 

/Tu x . ( 

di' ==e ’ ec *; e •" conseguenza <7,=e "=i, = 4 , <7s=23* ?4= 

07 ’ ec - ed e J =-H-.r-«-^.-h^- + -^ + .ec. (46i). 

Sia «=*/(«’-*’); dunque <7=4,, £=- . - • 

d * u 3<j 2 x <r/*n 3a ! (a - -4-4x a ) 

dx% yx**—x'y 9 J? j7(a»__ x »)5 > 

ec.; onde q t =r>, </,=— <7 3 «=o,<7 4 =— , ec. Dun- 
que j/(a J — x»)=a— £l_ ec. (ai fi). 


Sia u~log{ 1 ^r^r), avremo q=* log 1—0 (444* 1 ®X^"='±: 

-1- fm^Si d ' u < «P" 2 2.3 

*— T ' ’ rfx* 0±u)» ’ rfx' — (lltx) 5 ’ dx* (trtx)*’ 

d'u 2.3.4 

dx^- (7±x)i> ec -; oude qi =+ 1 , q>-=—\ , 7 5 =:±:4 , q H = 
— r» <7-’ = =tr. e /og'Ci^tx^^tx- — * — x ~± *- — ec. (455). 

,2 79- Si noti che qualora lo sviluppo per le potenze in- 
tere e positive delia variabile sia di sua natura impossibile, a- 
\ remo dei risuliamenti o assurdi, o per Io meno insignificanti; tale 
*' denso di u =logx, per cui si avrebbe q=— co (44 4- 5°), 171 = 00 ,ec. 
Tale è parimente quello di colx , per cui si avrebbe q=<x> 
(781.4°); tale finalmente quello di tuttele espressioni fraziona- 
Tw } d cui denominatore è mubiplo di x n , mentre in tal caso 

i denominatori dei coefficienti differenziali ec. hanno 

dx dx 1 

per fattore una potenza di x, e divengono infiniti facendovi x~o. 
^ olendone lo sviluppo in serie converrà attenersi alla regola già 
data altrove (436. i°). 
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ia8o. Il raotoclo precedente, detto metodo di Maclaurin 
dal nome del suo inventore, si applica alla ricerca diretta degli 

integrali jxndx , J fe*dx , Jdxeosx, ec. , che noi già 

trovammo per via indiretta (iaSy). Pongasi infatti u=Jx n dx ; 

*• ... o 


du d’u n — 1 d'u . . n—1 d’+'u , 

sarà - =x n , — = ni' , -j~i — w(r* i)x » , — i_, n \ n 

dx 


i)(n — a).. .3.2.1 ; dunque, fatto x=o (1278), si avrà <7,-0, <7, 
„f„_<)(B_2)...3.2.1 

=0, o, 

n-H 


-, quindi rfcr = 


.x 


contiene x ( ivi )• 


(.2.3. ..«(n+O 

^ , ove q è la costante, poiché nou 


dx 


Pongasi u— J 
2 d'u 2.3 


du 

, sara 

1-t-x dx 


A'n 


d'u 


UX7i -ec. =q-h. 


<-+-** dx * (<+•*)* ’ dx 1 

— (W"'* epmiò 

; ec.,cd T + l — T" 1 "** ” 

/og(i-Kc) ( 45 1), 

. rfu <£*« 

Pongasi u=J dxcosx$ avremo^; — cosx, — — - seti oc * 

~“=— cosx, ^-.^senx, ec. , e quindi 9,= i,?,=o, </s”— jl» 
dx* dx* 

4 ì 

q ^==0, ec., e Jdxeosx— </-Hx •>— 
ienx (806). 

x dn x d*u x d'u x 

Sia u=/e <£r, avremo ^=e , jj;=e » e * ec ** 
=1, 7.=!. <7 5=^-3. e Je X dx=q-k-x->t-j - 4 - 53 ' 4_ eC> ==< 7 ' +_ 

<t*(4 6 0- . 

1281. Ma passiamo a piu importanti applicazioni , e sia piu 

in generale u=?(sH-.r). Premetteremo che come d ll u=? 

( L a Jiy n (( ù -+-x) sarebbe in tal caso il differenziale n stmo di u per 
x (1246), cosi d"u = du n ?> .(» + *) sarebbe il differenziale 
n simo di u per (ù. E poiché da queste due espressioni risulta 

fra __ d*u_ . j „ d un( me del rapporto ^ potremo sostitui- 
dx * du’ 0 1 ,lx 

. v d n it . i 

re in 9 „ ( 1278) il suo equivalente ossia — , mietute!*- 
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7.7.Ì 


do che la differenziazione debba allora farsi per co, e che dco deb- 
ba considerarsi costante. Avremo perciò 0 „= ]y| a 

deve porsi xr=^o {ivi), dunque infine //„= ' Q u ‘ nc *‘ 

cangiato per semplicità o(w) in p, e riflettendo che q—u , '=^'p(c,)) 
avremo 

E permutato * in^, g ■+■ ec ; 

onde in generale <p(a = ta:)=9 = tg aH- ^M-ec, 

Teorema celebre di Taylor , che dà il valor di una funzione 
qualunque 9 di co, quando vi si cangia co in co -t-x. 

Per vederne la verità in un esempio semplice, sia p«=u 2 — 
3«-t~i e si cerchi il valor di questa quantità sostituendo co -+- 1 

ad a. Avremo cc=i , ~^— 2 Co^ 9 ,j^==-i,^==o, ec. 5 dunque 

® s i cangia in coi 1 -!- 2C0-+- 1 — h-aflù- — 2 H-i= 4 ) 2 , il che è evidente. 
jVla eccone altre applicazioni, 

ia8a. Sia p==i>» dunque \ 4 

A aw 2a&>* 2 

m-r-2 , , n — ( vdjn — t) m — 2 

w , ec ,,e (M+x)"--=a»+ma — co ^ ec. 

Sia 9— seni», onde cosa. m .-j g/w, 4 ^* — 't-ooìW , 

flW rfw 1 

. jf 5 

ec., e sara 5 e«(cjrt-a:)= 5 enCi>H-xco 50 -. — — senarz:— costa - 4 - ec. 
(809.3°). Parimente si troverà cos(co-+-x)^coscozzjcsen'o - — x 

x 1 sena 


cosco± —senco-\-ec. -, tapg('(oz£#)==;taog<o-±.— 

x*(t+2sen' l (ù) 


eros* «a c os* 


3 cos'w 


-f-ec. 




X*/ 1 * i'/>t 


w x 1 ;** it# 

^ — 5 (irfcrM-b YY'd’ce ) 

Sia © un arco il cui seno è co, che indicheremo er>n ©=» 
■ 4 sento ; dunque fo=~d{ 4 sm'o)*** (i232.i°) lT -^— ; ondo 

* // t& 
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ec. e 


dy 4 d*? <a d ' s 4-+-2 m*' 

din 1 — tu‘) ’ dw‘ f/(4 — w 3 ) 1 * </o' J/(4 — oj 3 ) * ’ 

Asen(co ±X )=Asena ^ = V(4 1 mJ) -4- l| 7(fll 3 )' — ec ~ T rovc ‘ 

n-rao egualmente Acosfa^x) =AcosV+ ~~ - 2y ^rf - 
^eo. 

Queste serie sono Attissime a calcolare l'arco, che corrisponde a un seno o co- 
seno dato. Preso dalle Tavole Parco più vicino, la differenza del suo seno &> dal 

dato renderà x piccolissimo; è si avrà Parco cercato aggiungendo it — — -4-.... 

cosy 

"hec. a quello il cui seno è 6>. Osservate 4°. che la serie è si convergente 

die i due primi termini danno l’esattezza fino a circa un centomillesimo di se- 
condo $ 2°. che Parco è espresso in parli del i aggio, e per ridurlo a gradi, o a mi- 
nuti , o secondi converrà moltiplicarlo per r°, o per r', o per r ,r (678). 

4283. La serie di Taylor suppone che nello sviluppamento di «(wltor) non 
ahhian luogo che le sole potenze intere e positive di x. Ora è facile dimostrare 
die iu effetto queste potenze non possono esser giammai negative, e neppur posson 
divenir frazionarie, almeno finché x vi resta indeterminata. Infatti se qualche espo- 
nente di x risultasse negativo, il termine corrispondente diverrebbe infinito, qualo- 
ra si ponesse x= 0 (4204), e si avrebbe P equazione assurda p('u)=^(w)^oo; e se 
qualche esponente divenisse frazionario , il termine corrispondente avrebbe altret- 
tanti valori quante unità sarebbero nel denominatore delle frazione (304), onde lo 
sviluppamento ne avrebbe più «Iella funzione implicita p(«-4-x), la quale d'altron- 
de non può averne che quanti ne competono al primo lermiue y(w), essendo chia- 
ro che il cangiamento di in gj^Tx non altera uè il numero , nè il grado dei ra- 
dicali contenuti iu y(co). Ciò peraltro non si verificherebbe in generale se si attri- 
ti 

hu isserò a«lx dei valori particolari , come se si facesse x=p'&; poiché allora è e- 
vi dente che dovrebbero aveisi più valori in y((*)—x) che in p(w). In questo e in 
altri casi simili Informa della serie di Taylor sarebbe illusoria. 

4 284. E poi chiaro che se in luogo di sviluppar la funzione f(o)Z*Zx) per le poten- 
ze di x, si fosse presa a sviluppare la funzione g>(xrl±l&>) perle potenze di w, posta 

• i , . . , dy d*y d'y 

per yx , avremmo similmente ottenuto ®;xzi6>jj=*31 « flu-f- — . — &) * ~+~ v- 

1 * r dx 2 dx* 2.3 dx** 

wb-f-uc. , serie la «(itale non differisce dall’altra che per l’istessa ricerca trovainmu 

coi principj dell’Analisi derivata (410) , se non in quanto che i coefficienti «Ielle 

successive potenze di fti sono ili quella rappresentali da dy f I d 1 y f ec., in «piesta da 

dy d*y 

— , ,-j — - , ec. Il divario uou è perii che apparente, e nasce «la due diversi modi 
d’ esprimere una cosa medesima, infatti nell’ Ad disi derivala, la derivata, prima 


senyx a 
'2cos'y 
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dy non è die il coefficiente , comunque trovalo , che la prima potenza di w ha nel- 
lo sviluppo di ?(x:£w), e questo stesso significato ha nella serie di Taylor il coef- 

fidente • (1221). Nella prima Tallio coefficiente d'y è il risultamento di un’opera- 
dx 

rione fatta sopra d*p t corrispondente a quella che ha dovuto farsi sopra ^ per far ua- 

rf*o d’p 

acci ’ dy , come nella serie di Taylor il coefficiente - — - è il differenziale di — , 

dx x dx 

dn 

che si ottiene con le medesime operazioni, con le quali da ra si fa nascer — . E 

dx 

cosi si dica degli altri coefficienti. L’un metodo conferma dunque la borila dell’al- 
tro, e l’identità dei risiiltamenti rende manifesta T identità dei principj. 

1285. Si supponga adesso u=y(x,y), e vogliasi lo sviluppo di questa funzione 
in serie ordinala per le potenze e prodotti delle due variabili x, r. Porremo 

«==<» -+- 7 , x -t ** x 1 +? . ** -t-ec. 

0,0 l,o ■* ,o 3,o d,o 

+7 J -+-7, , x y -+-7, **.»• -t-7, x ]r +7. Mr -f-cc. 

0,1 1,1 -,l *1,1 

-t-7 0 2 r '^' ì t,2 * r * ' +V 2,2 X ly * +<l l,2 X ' r * +<7 4,2' t ‘- > ’ +e0 ’ 


ove in ciascon termine il primo indice di q è relativo all’espooeute di r, l’altro 
a quello eli r. Se u si cangi in u ' quando vi si pone x:= » =0, sarà al solito (1278) 
q r „~u'. Inoltre se si differenzj u volle per x, supposto dx costante , e si faccia in 
f d"u\ 

seguilo x^O, troveremo! — — )= 1.2 3. ..«(</ -t-<7 >-+-<7 Y x -\-ec.), esesi difle- 

0 V/x»' w «, o 'rt,l //,2 

renzj questo valore /*’ volle per v, supposto dy costante, e si ponga dipoi j = 0 , 

^H-/T 

avremo ( — — — ; j == 1.2.3...W.1 .2.3 . ..«'7 Damine q ,= 

\ . ÌL . n y w,/i 

r/.r djr 

1 sa li \ # u\ 

— . ■ r{ -, ), purché in f A a differenziazioni esegui- 

1.2.3...«Xf \ , n iv J \ /* n l / 


rLr rfy* 


i/.r i/r* 


le si ponga x==V=0. Nei casi di n o «' nulli, ove si avrebbe q f =oè, q =00 , 

noteremo che i coelficienti di tal forma appartengono solo alla prima colonna o- 
rizzontale , e alla prima verticale , nelle quali non vi è che lo sviluppo di y£r) e 

n 1 

, 1 sd n u\ 1 sd u\ 

Hi tCr)-S— Pe-io (078) 7„ 0 = ’ 

Perchè dunque il trovato valore di q possa supplire ancora a questi due casi, bi- 

11,71 

sognerà sopprimere nel denominatole T uno o V altro del fattori 1.2.3...H, 1.2.3.. . 7 / 
quando « o n' son titilli. 

1286. Proponiaiuod per riprova insieme e per esempio di tutto questo lo svi- 
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,B-t-n ! 


lappo di u=(x+i )f. Troveremo ( , ^ — cn(»t — 1)(m — 2)...(m — -n-H) X 


(m — «X'« — « — l)(m — n — 2)...(m — n — re'-H ‘ • ov * dovendo far- 

si ì : ; =0 per dedurre q è manifesto 1“. che il valor di q . sarà nullo in 
” it,n T »,«' 

lutti i termini , ove non lo sia l’esponente m—n — o nei quali la somma n-4-n' 

degl’ indici, e per conseguenza quella degli esponenti delle due variabili (1285), 

non eguagli il grado m della potenza j il che riduce subito la serie ad 

“= 7 * m + <i . x »— l 'y + q , , 3f“— * 

m, o • m — 1,1 m — 2,2 

2". che in questi termini residui dovrà aversi 

m(m — t)(m — 2)...(m — — n)(m — ri — l)(m — n — 2)...(m — n — n'-H) 

^n,n' t .2.3. ..nX 1 2.3...H 1 

, m(m-1)(m — 2)...3.2.< 

o piu semplicemente q . = ■ , per essere m — n—w =0, 

1 r T .2.3...UX • 2.Ò...U 1 v 

e perciò = 1 l’ultimo dei fattori nel numeratore. E poiché in forza dell’equazio- 
ne medesima , se n'= 0, =1, 1 , ec., si ha n=m, — t, =m — 2 , ec., perciò 

m(m — 1) 

1 1 =1, q —m, q = , ec.; dunque «— x«-f-mx«-‘/+, 

■m,o 7 m — 1,1 m — 2,2 2 

nn(tn— 1) 

- — x "~ 1 /'‘-1-ec. 

2 • J 


1287. Che se in u = <f(x,j) si cangi x in w-Hf, y in 6+y, ragionando nel 

( d u \ / d p(uH-x,o-l-r')\ 

— — -, 1=:/ j J. 

dx dr du"dO ’ 1 


Fatto adunque xzzy=0 si avrà (1285) 9 nn ,— ;.2.2...iiX1 .2.3...B 1 X ’ ■' 

n-+-n' 

/ . — \ . Perciò ponendo per più semplicità f(u,9) = f e sostituendo (tVi) 


du ‘ dd 

avremo p(o>4-x, 0-+-j-)= 


* 4' C £•:)+*’ (S)~- 

r’/d’t ì\ id/ ti’o \ x'r'/ d*v \ . x 1 1 * / rf 5 ® n 

+ Cdw’dft’) + 2T2 (doiv/Cr) 4 ' ec- 


■ ec. 


formula che determina il valore che prende p(t»,9) allorché le variabili co, 9 vi sono 
aumentale respettivamenle delle quantità X, y. 

1288. Con melodi eguali ai precedenti si determinerà lo sviluppo di p^x , 
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0, =*(*, ri*i •>). Ma quello ai (Z+^+^W+ee.). 

( /"-hg'x-l-A'x’-l-fc'x’-hec.)» 

terrà mollo più prontamente ponendo - — - +ec.) 111 p.f 

(/’+S'x-l-ù'r'i-^'r’+ec.)- — l '+ Gx + 
ffx’+Ai’+Irl+tc. : poiché fatto secondo il solilo x=0, sarà in primo luogo 

f «■ 

■ Quindi applicali i logaritmi a tutta l’equazione, differenziando , mol- 
tiplicando ih croce , e riducendo a zero si avrà : 

ffG+nftfF 1 

-mTgn 


Vr H +(n+i)fgG-\- ìnfk'F 


—(,m—\)f'gG+(it—ht)gg'F\=z<j 

— 2mhf' 


;'f\=o 

'F] 


n+2)fy' H+{2n +()/VC+ 3;!/*'/* 

— ( m — fyf'gH' t"( " — m 1 G-\-(2n—m)gh' F I 

_(2m — t)/7 1 G-f-(n-2/„)g , A/<V 

— ìmf'kF' 




et. 


Chè se nt=0, «Tremò l’evoluzione del polinomio (f-+-g X +hx*+kx*+et.yt; 
Soluzióne dell* equazioni 

<289. Abbiadi 1* equazione J — F e vogliasi il valore di ipj furi- 
atone qualunque di j , Ordinalo per le potenze di x. Fatto yjtjzzzu e posto u= 
q- 4 ~qiX-\-q»x*-{-ec. sarà primieramente q èiò che diviene u con *=0. E poiché 
quest ipotesi dà jr=F(ù f e perciò u=rJf(F(u) , avremo quindi immediatamente 
q~ty(Fto). Quanto agli altri coefficiènti il noto metodo (127$) darà in generale 

4 / _ / d n n\ 

2.3 n^dòc^J 9 * ^ ont ^ 2 * one c ^® * n ** P on 8 a * n ultimo xx= 0 . Tuttò 

dtitiquesi ridurrà a determinare pel caso nostro' il valore di ^ . 

\dx*J 

A tale effetto si cominci dal differenziare per z ed u tanto 1’ equazione data , 
quanto la supposta Riflettendo che^’, e quindi yjr e tyjr sono di lor natura 

funzioni di zedw, avremo dall’ una (1264) X 

F (w+x^t), 2.* e dall’altra 


’Vy> ^ * ' P r ' me > eliminata la nuova funziona 

F y danno , e le dite seconde, elimiuata la nuova funzióne si//’ 
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W-T-f*' 

( a u \ 

f ) — u-H) X 

dx dy 

(m — n)(m — n — t)(m — n — 2 — n — n 1 -f- 4 # ove dovendo far- 
si x.= r=0 per dedurre a è manifesto t u . che il valor di q , sarà nullo in 
“ /»,/ 4 n , n ' 

lutti i termini , ove non lo sia P esponente m-—n — -n 1 , o nei quali la somma n-f-n* 
degl* indici, e per conseguenza quella degli esponenti delle due variabili (1 285), 
non eguagli il grado ni della potenza $ il che riduce subito la serie ad 




+ 9 , JF*— *r J + eo - * 

m — 1,1 J ni — 2,2 


2°. che in questi termini residui dovrà eversi 

m{m — l)(m — 2)...(/n — «4-1 )(m — «)(m — n — l)(m — n — 2)...(m — n — u'-H) 

^n,n' 1.2.3...«X1 2.3... i«' 


m(m 2).. .3.2.1 

o nm semplicemente q . = — , per essere m — n — w =0, 

1 * ' n,n' 1.2.3..jiXI23...i1' ,v 1 

e perciò =1 1’ ultimo dei fattori nel numeratore. E poiché in forza dell’ equazio- 
ne medesima , se «'=0, =1, =2, ec. , si ha n —m, —m — t, =m — 2 , ec., perciò 

m(m — 1) 

q si, q =m, q = - — - , ec. ; dunque u=x*+nix—'y+. 

•1^,0 m — 1,1 m — 2,2 2 * - 

mbn — 1) 

1287. Che se in u = <f>(x,j ) si cangi x in s»4-x, y in (i+y, ragionando nel 

ji-+-h' n4-»' , . 

r d . “ Wl ?<2!±ffe>\ 


( a u s. /a )\ 

• -, 1=1 j 1. 

dx‘dy dudO ^ 

Fatto «dunque x=^==0 si avrà (1285) * ’ ' ’ * 

.»+«' , .. 

— j— j . Perciò ponendo per piu semplicità f(w,0) = f e sostituendo (iVi) 


avremo f(u+x, 04 -y)= 



4- ec. 

formula che determina il valore che prende f(ufi) allorché, le variabili si ,5 vi sono 
aumentate reapetlivamenle delle quantità x, y. 

1288. Con metodi eguali ai precedenti si determinerà lo sviluppo di lux p(x , 
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j I29 


j, :), —f(x, v; s; m), ec. Ma quello di 


( y-t-g'x-l-A'x'-t-A’x'-t-ec.)» 


si ou 


• I, , , . ( /'■+-gx+A.r , +ijr 1 +ec.)« 

terni mollo piu prontamente ponendo : : - =F-\-Gx-±- 

v r * (f , +g‘x+h'x'-+k'x'+< ; c.y — -<'*■+■ 

/fx’-+-Ai' , -f-f-zr*-f-tc. : poiché fallo secondo il solito x=0, sari in primo luogo 

/. 

F— — - . Quindi applicali i logaritmi a tutta l’equazione, differenziando , mol- 
tiplicando ih croce , e riducendo a zero si avrà : 

ff'G+nfg'F 1 

-"f'en 

2ff'H+{n+i)fg>G+ 2 nfh'F 

— ( m ~ i)fgG+0‘— toìgg'F ( =0 

— ImhpF) 


3/f'K+( h+2)fg'H+(2n -4 -\)fh'C+ 3 nfk'F 

— (m — 2)/'ì; //-(-( n — m -4- ( )gg' G-f-(2 n—m)gh'F j 
— (2m — l)J‘ l hG-i-(n—2m)g , hFi 

— 3mf'kF> 


=0 


ec. et. 

Che se zk= 0, avremo l’ evoluzione del polinomio (J'-hgx+hx’-t-kxì+ee.)*. 
Soluzióne dell' equazioni 

<289. Abbiasi 1’ equazione j (<ù-f-Tp( r)), e Vogliasi il valore di furi- 

zione qualunque di j , ordinalo per le potenze di x. Fatto •^ y-xxu e posto u= 

q-\-q>x-b-q,x * -+-ec. sarà primieramente q tiò che diviene u con x=0. E poiché 

quest’ ipotesi di y=Fa, e perciò uz=^p(Fu) , avremo quindi immediatamente 

q='J/(Fu). Qnaiilo agli altri coefficiènti il noto metodo (1278) darà in generale 

i / d*u\ t t /d«|A 

t}_— l — — - ), a Condizione che in I — — ) ti ponga in ultimo x=0. Tuttó 

t .2.3 » v dx"/ \dx'J ^ 8 

dtthque si ridurti a determinare pel cito nostro' il valore di ^ • 

A tale effetto si cominci dal dffierenziare per x ed w tanto 1’ equazione data , 
quanto la supposi* uzxij/jr. Riflettendo che j', e quindi yj-' e ipj' sono di lor natura 


funzioni di x ed tu , avremo 

td 


dall’ una ((264) X 

F^+xyr), 2.* (£)=(<+x ? y(g.)) F^xyjr)-, e dall’altra 3.*g“) » 
^ y, 4’* ' * e due P r * me , eliminata la nuova funziona 

F 1 , danno , e le dite seconde, eliminata la naova funzióne 
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st3o 

dimn ° (£)©-=©£) ; 1,0,10 i,nnque ,n ^ u vaio,e di © pre * 

no dall’altra , avremo intanto • 

Frattanto poiché la 4.' dà > * arà ^ ’ (£) * 

Ora è ben chiaro (1248) che quest’ espressone puh sempre riguardarsi come il 
coefficiente del differenziale per « di ima nuova funzione di y differente da u , e 

che potremo rappresentare con u' ; il che supposto, avremo 5.* yy ^ = ’ 

e l’equazione ?.J (j^) P otri d ""‘l ue £ * n 6 iar *' nell’altra 

/d* u\ / d* u* \ 

Se questa si diflerenzj di nuovo per x , otterremo t>. a f Jr=(t2.'»0.2 ) 


dot 


dx) \ . Or siccome dall’essei*si supposto u funzione di y, ne è derivata rap- 
du\ 


porlo ad u la relazione , la stessa relazione deve evidentemente 

aver luogo «indie rapporto ad u 1 , clic al pari di u rappresenta genericamente una 
funzione di y. Dunque ’ e P er ' a = ? ’ 1 ’ 


valore che sostituito nella 6.* darà in secondo luogo 


( d\ 

(*r»| 

©) 

v dot 


ove per <p> 1 intendiamo il quadrato della funzione yy. 

Osservando qui pure che yy a © può sempre riguardarsi come il coeffi- 
ciente del differenziale per o> di una nuova funzione u" di y, e che dunque può fai si 

7.* yy 1 ( —1 = 1 — 1 . avremo 1 - — 1= < V dot ) i ss ( — — : 1 , che diffe- 


. Or nel modo mede- 


■©-(£)—©)-{ 4 P 

r» * Jm Cl7') = (kze) = { J 4, — } 

/du\ fd u \ 

simo che dall’ essere u' funzione di y, si è di sopra concluso I — j l,do- 

vremo dunque egualmente concludere I — J ==fjry-j- J, con che la 7. da y— J 

«*>*© > e qulndi *’ 8 ‘- (Ì0={ d • 
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2. Vi 

Continuando a ragionare ed operare nella guisa medesima troveremo in gene- 


j «!-'(?>■ "fa))) 

\ — ) i, valore l'icliiesto, 

>) ( ,! 0.*- ) 


e ohe fattovi .r=0, deve 


( d*rì 
— 
dx 

darci quello di q u , e quindi quello di u o di * Or , come gì»! osservammo , la 

</us 


nt i«— 


( ih‘\ 

condizione di jr = 0, dà y = Fu, e quindi =?(/'*■ >)» 1,1—1 ‘ ^ — J ; 

posti dunque per comodo f(Fto) = <f, i(.Fn>) — 'p, avremo 1. 2. 3 i 

< \ \dto/ / > , e di qui per la serie cercata 

\ dto n — 1 ' 


d r (^ì) 

r 1 \ dti) i ) r * 




sdì*, f yjo'ìx* ( ■ 

u =*r=.K?(-)*+| ~~d<* A>* i-~ +ec - 

1290. Se in luogo di )) abbiasi più semplicemente ^=w-f-... 

a'p r, la serie non cingerà ili torma , ma allora avremo — ‘^(w), f s=^&>. Se poi 
abbiasi più semplicemente ^ = <w -+-<p r, dovrà farsi x = 1, e iu tal caso posti i mio- 


vi valori di e di 'p, e osservando che 


(Ibi 


: y w, risulterà 


: yj'* = y&H- vfjj.y « +- 


<P(qM»*.^ r «) 


-f-ec. 


2 <7w 2.3dc») * 2.3Adr >) 1 

serie rinomatissima , che dal nome dell* insigne suo primo di-scopritore, viene co- 
nninemente appellata Teorema di La Grange. 

1291. E se finalmente , supposto sempie/=M+y)‘, si cerchi non lavina y 9 

sarà allora -py z=y, e quindi ancora \p(oz=zO) , e — =*jd6>=l,onde avremo 

d(ffù * ) r/ a (©ù) 3 ) d 3 (a»4) 

r=GM-?&H — ~ h —~4-+-ec. 

r 2dw 2.3do>* 2.3.4 da 3 

1292* Queste serie, ma le due ultime in special modo, sono d’un uso fre- 
quentissimo tanto uell’Annlisi più elevata che nelle Scienze Fisico-Matematiche. 
Eccone intanto alcune belle ed utili applicazioni. 

P. Sia l’equazione Ex=z-+*sen E t e vogliasi il valore dell’arco E. Ucontron- 
to di questa con l’equazione T=w-t-©y (1290) dà Y=E , r*)x=z , <py=esènE , e 
quindi y«=rej*f*3; e poiché si cerca non yjc ma r, ossia 2T, dall’ ultima serie (1291) 
avremo dunque 

e 1 d^ten* z) eV * (seiPr) e*tP(sen*z) 


E = r-f-e serc:-f- 


2dz 


2àdz* 




2.3.4 dz* 


-4-ec, ovvero (833) 


£= z-+-esenz-{- -“-*/(! — coj2r)-h — d 2 (3senz — sen3z)-4- cP(3 — 

4dz 24 dz % 

4coi2c-f-cos42)4- ec.j ed eiTetiuale le differenziazioni 
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£ — : ienz-+- - — senìt — 3sen3?) — ~(scnìz — 2sehiz)-+-ec. 

2 8 6 

«prie che ordinata per i seni degli archi multipli di z, e limitati i calcoli fino al* 

le quarte poterne di e, si converte nell’altra alquanto più regolare, e comoda 

e 1 <» i* < „ 3 , „ e* 

E = z- h(e — - )senz+ (- -j-)scn1z+-^e'senòz—-sehiz 

4293. 11 11 . Dalla medesima equazione vogliasi il valore di cosE. AvrCniò 
come sopra ) ^=xE f yy =c esenE * = è.se/tz, e di più d» y^zcosE, e quin- 

di ^w= cosZj e zsz-^senz. il Teorema di La-Grange (4 290) darà dunque 
e 2 d(sen* r.) e V/ 2 (se/i* -) 

cosE=:co8z-~-estìi* z — ■ — — „~r— — *— ec. 

2^3 2.3^3* 

d’onde operando coirle sopra , e limitandoci alla terza potenza di e , trarremo 

3e 2 2 e ì 

cosE y e 4~( 4 ) cos ;*+■{ y e*— ^ e**)cos2z -\- -e 2 cos3 z-\ — cosAz 
8 u 5 


4294. III*. Con l’equazione E ~z-\-es énE, abbiasi l’altra tang\v=ri^ X 

4— c 

tan^\ E, e vogliasi il valor di v dato per z ed e. 

Primieramente è da osservarsi come la nuova equazione esattamente coitici-* 

i x 

de quanto alla forma con l’ altra tang^a — «)= -/ansia, identica alla già 

4-4-6 1 

nota (849) /a/jg(s— jit)c= — /nng ' a t P ei> l a quale abbiamo (ivi) sx=:bsena — » 

y £ * se/i2<x-4— |A 3 sen3a— }6*.se«4rt4-ec. E poiché nel caso nostro axz.E i -Ja— -s=5 

i u c ^Uli — d’onde b^~-*- - — — > introdotti dunque nella se* 4 

T £+4 r 4— e e 

rie questi valori , eccettualo per ora quello di b y troveremo 

v=zE — IbsenEAr J b * setti E — y b*sen3E-\- jb*sen4E— ec. 

Or siccome dall’ equazione primitiva Ez=zz-\-esenE abbiamo già avuto il valor di 

E dato per z ed c (4 292), non altro rimarrà che dedurne quelli di SenE, sen2E,ec. 

o quello in generale di sennE, per aver , come vogliamo* v in funzione di z ed e * 

Applicando dunque al caso il Teorema di La-Grange* posti come sopra y~E i 

lù^zzfltdz^zesetiz-, si faccia 'pj^zsennE, d’onde tyt*rzzzscnnz,e yp'oxzzncosnz; avremo 

ne 2 d(sen 2 zcosnz ) ne 3 d 2 (seri* cosnz ) 
senti Ez=sen nz*\*nesenlcosni ' * 

we* d* (set i* zcosnz) 


4- 


2.3.4 di* 
d( 4 — coslz)cosnz 
\d% 


2 dz 2.3 dz 2 

f-ec. ,* ovvero se/mZT=se»tt:4-«e*e«£c<>-*rt;fc4-ne s X 


zfVSsezn — seti3t)cosjiz d*(3—4cos2zA-cns4z)cosnz 

l-ae 3 — 2. ' \-nc'— ■ ■ ■ » ■■ 

l.iAdz* 2/iA.Sdz* 

Convertendo ora i prodotti dei seni e coseni in seni e coseni semplici* ed ese- 
guendo U indicate differenziazioni * otterremo 
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*33 

ét,t h e=*.'h rtt+ - » «»(<+«)= i r 

2 \ 4 -sen(f— n)z j 2' ( 4-(i — n)sen(2— n) 1 

i ne 5 { — 3(1 -+-») 1 senfi -+-;i)r — 3(1 — n)’ jén(f—n)i » 
insennz > -4- — - — < » -f* ec; 

I 3.2* » + (3-t-K)i«H(3-t-H)-~4- (3— n)»*eri(3«-ii)iJ 
Di qui , limitando i calcoli fino alla terza potenza di e > dedurremo 
senEz=(t — ■ \e 1 )scri ;-H{ j«— |-<i' , )»e«2z-t- |e* sen3t-hje ì sen4z 
seni E = — ■ esenz-h(4 — e * )scn 2 . -|-ejr«3 >+-e 1 se«4; 
seni E =— *■ * ere» 2 :-Nen3»-+- j ese«4 1 
sen4E=sen4 z 

lata. poiché .i h. h =_ !=£<1=^ =_ 

e e(t4-J/0_e*)) 

g è 

-=(216)- ; — ; ; — ; ‘ e— je' — ec. , e quindi A»=s 




2_4*»_je4_e 


i n *4— | el-t-eo. , &=:- \e'—é c. , 4<:=---eM-ec. ; sostituiti dunque lutti questi za- 
* 46 

lori , e quello di E (4292) nel calore di e limitando i calcoli alle quarte poten- 
ze di e, troveremo in ultimo 

, 5 14 ^ 43 403 

^ = s-+-(2e )senz-\-( ~~e 1 — — -e^)je//22H e 3 sett3z -|- * e*se«4s 

4 v 4 24 J 42 96 

429.5. IV*. Debba risolversi F equazione generale 0=<z-f-£ > -f-c 1 r a -4'd^-f-^c. 

del grado qualunque m. Poiché dividendola per b * e facendo — a:b ==w, = — 1 

c r a -+-d» 3 -+-ec. ... 

*■ — ■ " ^ , essa si cangia potremo dunque lar uso per risol- 

» » s , v dC(p(ù i ) cw*-4-d® 3 *+-«'c* 

térla della serie (4 294)^‘=e«>-4-^&H — 4- ec., ponendo yca=: — - 

2 a co 6 

e a operazione finita restituendo — a:b in luogo di al. Se per esempio rrt—2, sari 


w- 


e v * c«* 

e — — . Sostituendo dunque, differenziando e ponendo infine 

b 


b 


M= — , troveremo ^=—' ■ 

b b 


a a*c 4a'c % 5. fiale 5 


A’ 2A» 2.3A7 

f 296. V*. Abbiasi per ultimo 1’ equazione a — bj -he y m —0, e voglia conoscersi 


il Valore di y *. Riducendo la proposta ad yzzz - 


■y", e paragonandola cou 1’ 


a c c 

altra avremo — - * fj =~> w , e quindi yw;=r— w*j e poiché sì 

cerca y* t sarà \[/jr^:y t ipO)= w*, — *. Quindi il Teorema di La-Grangej 

. % tic «-H- , /i(/H-2/w— l)c* 

fatte le opportune dinerertziazioni, dara e 4 > -4— \ X-*- 

b lb % 


a* 


n(/*4-3m — 4 )(n-f-3m — 2)c 3 


2.3$ 3 


u «t3«— J -f-ec.; e posto il valor di 

b 
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a* / ncn*- 

•=—( H 

b> \ A» 

V' \ 


ntv?*— • fl(w4>}oMl)a' s — *c* w(«-h3m»— 


£•* 


2. J 


X 


Questo metodo non dà per altro che un solo valore di^», mentre ne dovrem- 
mo aver m ; cioè tanti quanti esser possono i valori o radici di^ nell'equazione 
proposta (2(50); il che può egualmente avvenirsi rapporto al valor di j' trovato uel 
problema precedente. La-Grange ha dimostralo che quest' unico valore appartiene 
alia più piccola fra tutte le radici. 

Rotti che si riducono a — ■ 


<297. Abbiamo altrove osservato (176), cbe se il rotto — , ove P , Q si sup- 

pougon funzioni di x, si riduce a — quando vi si pone x=a, i termini P, Q 
hanno una o più volte x — a per fattore comune j e per conoscere il significato dei 

0 . P 

rotto -j—convien ridurre il rotto — alla più semplice espressione, spogliandolo 

del fultor comune x — a. Or da questa operazione , spesso difficoltosissima , c tal- 
volta anche impossibile ad eseguirsi coi metodi ordinarj dell'Algebra , dispensa il 
Calcolo differenziale nel modo che segue. 

Premetteremo che se il fattore x — a entra m volte in P, onde abbiasi P— = 
(x — a) m fx, non entrerà che m — i volte in dP, essendoché dP=m(x — a) m -'dx&x 
— f-(jr — a) m d(fx) j e per la ragione stessa non entrerà che m — 2 volt eind* P, w— 3 
volte in d*P 9 ec; mancherà affatto in d m P.L o stesso si dica per dQ, d 1 Q, <PQ, 
P 

ec. Si ponga frattanto — • ~ y; avremo P = Qjr, e dP ^ Qdj'-\-j dQ. Ora se P 


e Q non contengono che una sola volta il fattore x — a , dP e dQ non lo avranno, 
e perciò posto x=a diverrà nullo Q, ma non dP nèdQ, ed avremo in quest' i- 

i è contenuto due 


dP 

potesi y= -Jq 9 purché in dP e dQ si ponga xzxza. Che se 
volte in P ed in Q, sarà contenuto una volta in dP e dQ, e l' ipotesi di x-=za ri- 
durrà a il valore di j .=:-j^ ma questa equazione trattata allora come la pre- 

l j onde posto 


cedente darà d* P x^dQdy-tyd* Q , ove il solo dQ contiene 

d*P 

xz=a, avremo d 1 P=zy d Q , ossia * P ros€ S uenc ^ 0 a ragionare uel mo- 

do medesimo per i casi di x — a ripetuto un numero maggiore di volte in P e Q, 

d*P 

ci condurremo a stabilire in generale JTsss ~ — , essendo d*P, d"Q i primi dei 
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differenziali di P, Q che l’ipotesi di x=a non annulla. Clie se l’uno dei due si 

annullasse prima dell’ altro, ciò paleserebbe il Iatture x — fl contenuto più volle in 

P che iu Q, o viceversa, ed jr sarebbe nullo nell’un caso, infinito nell’altro (177). 

P x 1 3x+2 0 

Esempi. 1°. Sia — = , che Jr— 1 riduce a — . Sarà dPz^(2x — 

rJ Q x* — 1 ’ 0 v 

dP lx 3 

3)dx , JQ=2xdx, — , che fatto x=l risulta = — J, come già trovam- 

mo col metodo algebrico (176.1°). 

no c- P y(2a'x—x*) — a\ a 1 x 

11°. Sia — - = — , cd x =za. Avremo 

(J 4 J 

a — ]/ax* 

4(a 1 — 2X 1 ) 4 U 11 a« 4 4 16 


3 ax(2a*-.x^) a 


1 / — . — a-\ a= — £ 

a ' *.5 3 Q Q 


ino c P 4 — x-f-x/x , . 0 dP 

III . Sia — — che x=l riduce a — . Avremo —szy = a 

(J (x — i)lx 0 d(J 

lx 0 

. che nuovamente diviene — con x=l . Passando dunque alla seco»* 

lx+ 1—1:*’ 0 

da differenziazione, avremo . , che fatto x=l , dà r — r • 

« 1 V 1 rar-f-l.'X* 

P a-r — 5» 0 

1V°. Sia che diviene ^ quando x=0. Applicando la regola trove- 


remo = r=a r la — b z lb ; e posto x=0, yx=la—lb. Ciò si riscontra facilmen- 

d(j 

te ponendo i valori di a* 9 e h* (461), schisando per x, e facendo x=0. 

P 1 — -se«x-+-cojx 0 

V°. Abbiasi — , che posto x=zin diviene Il metodo da- 

Q senx-f-cojx — i 2 0 

rà in questo caso j'ssl. 

_ a — x— ala-t-alx x*—x , 0 

Vl°. Abbianai le due frazioni - ■ , — che divengono" la 

a — y (2ox— x*) 1— x-f-/x b 0 

prima con x=xa } la seconda con x=l. Troveremo che in questi respettivi casi il 

vero valore della prima è — 1, quello della seconda — 2. 

P -rt r* () 

V1F. Sia inline , che x=a riduce a- — .Troveremo che 

Q x’— <i a 0 

x=a rende nullo ma non dQ , onde il valor di ^ è in questo caso nullo. 


come per 1* opposta ragione è infinito per la frazione 


a* — 2tì ì x-f-2ax 1 — x 4 


129$. Questo metodo semplicissimo non è per altro applicabile al caso che il 
fattore x — -a comune ai due termini P 3 Q si^ elevato nell’uno e nell’altro ad una 
potenza frazionaria, come per esempio addiviene quando l’uno o l’alito, o ambe* 
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due (OD compresi sotto un segno radicale. Infatti se P^=(x — a) " fx , dP conterrà 
dxfx 

necessariamente il termine j-7, che x—a rende infinito, Il che accadevi 

n(x — a) -5- 

pCr tutte le diflerenaiaiioni Successi vé, ciascuna delle quali aumenta l’ esponente 

d’P 

del denominatore. Lo stesso avverrà rapporto a dQ , talché da »'= non avre- 

d’Q 

mo giammai un' espressione finita. In tal caso sieno P', Q' i iralori di P,Q quan- 
do vi si cangia * in x-rh, essendo h un’ arbitraria qualunque; P " , Q' 1 sieno quelli 
di P't Q' quando x vi si cangia in a, e che visibilmente corrisponderanno a 
quelli di P, Q quando vi si pone x=«+A. .Sviluppando P', Q‘ in serie or- 

P' P+Ah+Bh'+Ch'-ir ec. ^ 

dinate per le potenze d. h, avremo -, = , e fatto 

_ „ _ , P" A-\-Bh-\-Ch'-\- ec . „ 

nel qual caso si ha in ipotes, J>=0,<?=0, sara ^ Or ,1 

P ► , P 

faccia h=0; il nuovo valore di ^ corrisponderà in tal caso a quello di — quan- 

t . P" A 

do vi si cangia semplicemente x in a } e come h=0 , da — , dunque altresì 

P À 

= — , valore richiesto. 

Può accadere che l’ ipotesi di x=a renda nulli A ed A' in P" ,Q'' , come pure 

ehe renda nulli B e B',C a C,ec. In tal caso sieno RU m , R'h* i primi termini che 

, P" R+Sh -4- ec. 

t non rende nulli nelle due serie. Sara 


Q'< R'h*-±-$h“+'-\-cc. R'+S'h- t-ec'. 
P R 

e fatto come sopra h=0, concluderemo — — ^7 • 

1299. Da tutto ciò si trae la seguente regola generale per aver il valori di 


_ nel Caso che xz=xt riduca questo rotto a — ■ : pongasi x—a-^-h , si sviluppino i 

q 

dite termini P, Q in serie ordinate per le potenxe di h, si dividano le due serie 
1’ una per l’altra, si schisi il quoziente quante volle è possibile per h, si faccia in 
Seguito h — », e il nuovo quoziente darà il valore richiesto. Che se hx= 0 renderà in-' 
teramente nulli o P, o Q, il valor di jj , a cui x =a riduce il rotto proposto, sarà 
visibilmente nullo nel primo caso, infinito nel secondo. Si venga agli esempj. 

avremo P"=s: 

(inh+A‘)*=* T ( 2 a+A)’ = A7 l( 2a ) T + !(2“) T &+ec. },<?"=h T . Dividendo' 


P (x % 

1°. Abbiasi — = V — — 


*)’ 


. Posto a-i-h in luogo di x 
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P 1 ' per Q" , schisando, e facendo fc=0, verrà (2 a) valore richiesto. Ed infatti 
(■* * . — a » ) * / x » a * v J , » * 

V ~~(x—a)ì~ ~V\ ~ x _ a J = , J / C*- + * a ) > cbe * ==“ riduce a (ia) T , 

jio c ^ 4 ,3r J —— 2 <x ® 

Il . -Sia — r — f / — ■ — : — .. Posto x=<M-A, troveremo P u =y h(a~ 

V x — a 

h ) ( a — | a T h — ec.) f Q ( l = k J , ^j-=a T --ya T A— ree. che fat- 

to h=0, si riduce a J/a valore cercata. 

m®. Sia • Ponendo «+* 

V X 1 — lax — U * -*-2a }/ (2 ax — Jp 2 ) 

. , P" 2a'+2a*h-ah*-i-ah'—2a*y(a*+2ah) 

“ l “‘° d ' * <?•= — -^,-i 

in luogo dei due radicali i loro valori in serie troveremo P"= ^ — i_ ec 

ia 4a« * 

n«— A< AS 

V — — — J~ — «c; e dividendo, riduoendo, e ponendo h=0, avremo pel va- 
lore richiesto -r-5a. A questo risnltamentn saremmo pur pervenuti col metodo prece- 
dente, ma dopo quattro faticose differenziazioni ; il che mostra, che anche nei ca- 
ci in cui il 'jarinao potrebbe applicarsi , riesce talvolta anche più pronto il secondo. 

4300. Se x=0 riduce — ad — , si trasformerà il rotto in — ; ~^,e cosi prefl- 
derà la forma di ^ . Può anche talvolta incontrarsi un prodotto PQ, che l’ipotesi 
di x=a riduca a OX » • Si farà allora Q=—; xz=a renderà in tal caso /fe=0 , e 

Jl 

PO, 

sara PQ=——~ , il cui valore ai determinerà come sopra. Sia per esempio PQ— 


0 — x ) ta, ‘S 2 ’ c ^* e *=< riduce appunto a OX® (78i.|°). Patto tang~ 

i nx P i _ —xdx 

~~ù’ sari R = cot rr> e PQ—lr^ ■, avremo dP=—dx,dR=r. 

R l . R cotjr, W-Jsrx* 


dP 2 dp 2 

5 j'd — — , ossia fatto f , - = — . valore richiesto,. 

«ai 7T cèH 7T 


<30f. Infine è da considerarsi il caso che x=a renda infiniti i due termini 
della differenza P — Q. Su di che rifletteremo che P e Q non possono esser resi 
infiniti da x—a , se non sono ambedue frazionarj. In tal caso riduceudoli al me- 
desimo denominatore avremo un rotto, che jf —a cangierà in J , e il cui valore 
provato come sopra, darà quello della differenza del <% infiniti. Sin P ~ Q 
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. x L c t, t T — 4 cangia in oo— ao. L’ espressione ridotta al medesimo denomi- 

x — I Ix ’ 

Datore diviene «• - — ilti jl cui ralora con x=l si trovò essere { (1 297 . III"). 
(x—\)lx 

Decomposizione dei rotti algebrici razionali 

<302. II metodo da noi altrove esposto (178) per decomporre in frazioni par- 

p 

siali un rotto algebrico razionale ^ ~ , tanto facile quanto elegante, finche i fattori 

di Qson tolti ineguali, si trova poi laboriosissimo nel caso contrario, e potremo al- 
lora sostituire piuttosto il seguente. 

«Suppongo in primo luogo reali tutti i fattori semplici di cui parliamo, e l’opera- 

P R 

rione condotta fino all’equazione (130)— = „ (x — «)*■+•' 4,-\rA,{x — a)+As X 

«3 o 

(x- a )*~ bA t (x a )M-ec., onde non restino da determinarsi che gli m coefficien- 

ti A,, A,, A\, ec. Quanto al valore di A , , si troverà senza innovazione veruna, 
P 

col fare x=ain-^- ( 1 V 1 ) . Per gli altri coefficienti si operi qui come sulla serie o- 
mologa u=zq-+-qtX-\rq%x* (1278), accennando soltanto per itiagqiqf brevità 

e noti effettuando le differenziazioni del termine ^(x— a)* che per comodo rap- 
presenteremo con u. Avremo 

-4-d(~\ = ~-^A,^-2Ai(x-a)-i-iA ,(x—a) * -biA 5 (x— o) ’-H*. 
dx \S ) dx 

— - d * (*\ = f— ■ +2Aì-h2.3A i (,x— a)+ 3 AA s (s—a)*+ec. 

dx 1 \SJ dx 2 

dì ' P G) = fì £^A i +2-3AA i (x-<,)+ec. 

1 , /P\ d*u . . , 

d*[ — 1 = — +2.3.4^ s-hec. ; e in generale 

dx* \ò/ dx * 

fP" 


d*u 

dl*~ 

d'Hl 


-A-d-f^ì = . f ^+2.3.4...««f r4 . I +2.3.4...(»+l)d, +a (r_fl)+ec. 
dx” \ b/ dx a 

d’onde, fatto x=a, e riflettendo di più che i differenziali del termine u , ossia di 
z a)" fino all’ m‘ iM0 esclusivamente sono multipli di x — a (1297) , facilmente 

s v 

trarremo il valor generico A t zx ^ ( s') ’ P urc ' 1 ' : a 

reuziaziooi eseguile si ponga a zza nel coefficiente differenziale, nè si prenda n>nt; 
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a3c) 

prescrizione che non lascia d’altronde indeterminato alcuno dei coefficienti, i qua* 
ii non sono che m. 

jP t i 2 

Prendiamo ad esempio il rollo - = — — — que Uo stesso al 

\f x \ x — 4)*(x-M)» 

quale apparammo il metodo algebrico (180). Decomponendolo, porremo , coinè si 

A, A, fi, B, 

, e quanto ad A, 


Q x 


-4- 




(x— 1)* X— i (x-H)» *-H 

A,, B,, avremo come allora (ivi) A=2, A,=zi, /l,z=_j. Per determinare A,, 

1 c r , ■ 4 j/x’-Hx 1 -^. (*+l)(x* — 2) Ix 

dovremo porre o==:r(.r-M) * , e sara — df — ' — x 

dx 




X*(x+i) s 


che con x=\ diviene — j , il che dà dunque Per determinare B a , a- 

4_(3x-4-t)(x*-+-2) 


„ 4 . /P v < X>+J ’+1 

A=x(x_<)> , - rfx rf (^x_.;a ) = 


x»(x_l) J ’ 

che fatto x= — < , si cangia in — j, valor di B 

1303. Passiamo adesso al caso dei fattori multipli immaginar) (481). .Supposta 

P B(z'-+b)f 

qui pure condotta 1’ operazione fino all’equazione — — — ■ -\-A.-\-B-\- 

A A* 

(A \i-\-B ,)(z 1 -4-A)-l-(yd,r-t-/?,)(z*-f A)*-t- ec., c cangiato per comodo A iu A*, 
M±Kty—i M'-±N'P'—i 


si rappresent ino con 
P 1 A P' 


T+UP—t’ T+U'P—i’ V'->rU'A—\ 
P 


, ec. i valori 


P 1 / P\ 1 ( 1 

Ci -y, Va']’ eC ' < I uan<1 ° ’* “ P° ne t==:±AJ/ — t. Trovereui 

M ±N P — 1 „ ... ilf: tj/VlZ—l . 

t~±u\ — r B - AbV - { ’ t< 

M''±N"V — 4 J , . 

J'U^fjùy J — B^lshby — I — 2 % b x (By±AJ >^. — t), ec., e di qui 


A = 


JS’T—MU 


A, =— - 


A(7’*-4-£7‘) 

M'V+N'U' 


2b 1 (T'*-\-U'*) 2 *6» 


_ MT+NU 

2 A „ TiT— MA/' 

H JJ. — 

2A(7’'’+f/'*) 


^ _ N"V~M"U>i 3A, _ M"r'+IS"U u B, 

2 » A\ 7” * +£/’ l ^)~ t "2 ’ A 1 *' 2 J A * (7 V » + £/’“ ) _ * _ 2 sA >’ 


> Massimi e Minimi 

4304. Sia data P equazione j =y(x), e voglia trovarsi il valor di x che rende 
massimo o minimo quello (ìiy. E chiaro che potendo P equazione proposta consi- 
derisi come quella di una curva di coi y «dx rappresentino le ordinate e le asci*- 


/ 


Digitized by Google 



a4o 

te , la questione allora si riduce all'altra gii risoluta (1052) di trovare la massima a 
minima ordinata in una curva di una data equazione. Or vedemmo (tot) che il valor 
richiesto di x era quello dato dalle radici dell’ equazione <f,x=0 ; e si distingueva 
poi se il valor corrispondente di y era massimo o minimo dall' osservare se quelli 
di x cosi trovati e introdotti in p.x rendevano questa funzione negativa q positiva. 

dy d‘ y 1 

Dunque poiché (1284) <ftx ss ~ , p,x-a-jj— f , concluderemo che i valori di x 

che rendon massima Q minima una funzione J—fx son quelli dati dall'equazione 

dy d a y 

— 0 ; questi poi daranno un massimo se sostituiti in — — renderanno negativo 
dx dx' 

questo coefficiente, un minimo nel caso contrario; non daranno poi nè massimo 

, . . de d* y d 1 r 

pè minimo, se renderanno qufli simultaneamente i coefficienti — , — - , —r— , 

dx dx * dx' 

ec. in numero pari; il tutto conforme a quanta si espose rapporto alle ordinale. 

dr d * f dy 

Es. I". Sia y—b — (x— n) * . Avremo —ss — 2(x— a),— —ss — 2. Da — =0 

dx dx* dx 


dx 1 


d*y 


si ha x=a, ed y=b^ che è un massimo , poiché è in ogni caso negativo. 

La verità del risultamene è d’ altronde per se stessa evidente. 

d* y 


11°. Sia y. 


• . Sarà = U 


2x(3— x») dy 
^dx 


1-t-X* dx (1-KX*)* ’ dx’ (lrf-X*) 3 

=0, si ha X=±M, d’ onde yss± \ . Il valor superiore è up piassimo nascendo da 
d *y 

X=1 che rende — — ^ negativo. Per l’opposta ragione l’inferiore è un minimo. 

IH°. Abbiasi yzsx* — 5x* -+- 5x 5 •+■ 1 , Sarà ^ == 5x< 20x 3 -H 5x 1 , 

dx 

d*Y d^ Y d^ >* dy' 

—4 s= 20x 3 — 60x * -t-30x, — = 60x’ — 1 20x-l- 30 , — = 1 20x— 1 20. A — 

d x ax 3 dx* dx 

d* y 

soddisfanno x= 0, x = 1, xss 3, il primo dei quali soddisfa a ^ 0, ma non 

d^y t m t d * y 

a « 7 ~- = 0, onde non dà nè massimo nè minimo; il secondo riduce . — a — 10, e 
ax z dx* 

d* Y 

perciò dà un massimo ; U terzo riduce a 90, « quindi dà un minimo. 

dy 

1V°. Sia y s= X(x—ay> , e si supponga n intero e positivo. Avremo — ss ... 

dx 

^ (x— o)» -+- nX(x — a)»-’; Ponendo ~ =0, si ha x=a, valore che rende nulli 
dx dx 

d n r 

tatti i coefficienti diff erenziali degli ordini susseguenti fino a —— esclusi vomente 

dx* 

^297). Quindi se <( è iqipari, da xzpa t^on avremo nè massimo pè minimo, pere he i 


/ 
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a/f 1 

coefficienti Annullati saranno allora in numero pari ; se n è pari avremo nn 
massimo , o un minimo secondo la qualità del valore di X. 

V" Debba dividersi un dato numero a in due parti x, a — x tali, che il prodotto 
y della potenza dell’ una nell’ dell’altra sia un massimo o un minimo. 

<tr 

Avremo r =x”(rt — x) m , — =nx"-'(a — ar) m — mx'(a — x)’ n -‘ ; valore che eguaglia- 
dx 

an . , ✓ a \*H*« 

to a zero darà x=0, x=a, x= . L’ultima radice dà r ss m m n^ ( \ 

m-\-n \ m-\-n J 

valor massimo. Le due prime danno un minimo quando m ed n son pari. Ciò pro- 
va che in tal caso la funzione y, dopo essersi annullata, non seguila a decrescere , 
ina all’ opposlo comincia di nuovo ad aumentare. 

VI°. Sia ~ . Supposto A il modulo , avremo (•< 225) , cha 

« » A _ d*r . 

eguagliato a zero dà /x= — . Per avere -t- 1 - , osserveremo che m questo e in tut- 
n tix 1 

ti i casi consimili è inutile tener conto del differenziale del denominatore, il qua- 
le dovendo esser moltiplicalo per A—nlx x si annulla quando vi si pone il valor tro* 

A n ^ 

■ — — ; d onde si vede che /x= — da por 
x*“t“ 1 n 


vato di lx. Avremo dunque ^ ; 


Ix 


j un massimo. Se nssi, e perciò r= — , sarà lx—A} il modulo gode dunque 

x 

della bella proprietà d’essere Ira tutti i logaritmi quello che diviso pel numero 

corrispondente dà il quoziente massimo. 

VI1°. Di tutti i triangoli della stessa base AB=:<i, e dello stesso perimetro 2q, 

qual è quello della massima superficie y? Sia AM=j, onde MB zs2q — a — x. 

Dunque (669) X=V (?(?—' a X<J — *)(*+*— ' ?)), Hjr = lq-hl(q— a) +/( 9 _a)-+. 

2 dr —dx dx dr y s \ i \ 

l(a-Jrx—q), •= — --4 — — , — = —[ — )=0, eda-H 

J q — x a-j-x — q dx 2 \a+x — q q — x J 

%—qzsq — x , 2q— a— x=x, e perciò il triangolo cercalo è isoscele. 

VIII°. Vogliasi il valor di x che rende massimo o minimo quello di y nell’e- 

. dr my — x 

quazione y* — zmxr+x 1 — a*=0. Differenziando troveremo — , va- 

dx j — mx 

lore che eguagliato a zero, darà r= — . Da questo, introdotto nella proposta, awe-. 

m 

x* am 

dio — - —x 1 — a * =0 ; d’ onde x= — 


F.25Ì 


- , valore richiesto che dà y— . . 


a dy d*y ity dy 1 

r ■ Differenziando , avremo (y — mx )- — s=2 m ~ < ; m* 

dx’ Ux % dx dar 1 ’ 

dy d % r l m * . . 

— — wj dunque — =— — ; quantità na- 

dx dx 1 y — mx i(l-m') ap (*■ — m‘) 

gativa ; onde il valore ottenuto è un massimo. 

T, IL \G, 
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4305. Per trovare ora in quali casi una funzione z ili due variabili x, i indipen- 
denti tra loro, divenga un massimo o un minimo, supponiamo che > ubbia già il 
valor proprio a render la (unzione s un massimo o un minimo; ai tratterà dunque 
di trovare il valor conveniente di x , cioè bisognerà differenziare la funzione : 

parzialmente per x , e porre ^1304). Così per aver j si differenzierà la 

funzione a , facendo variare jr sola , e ponendo f j Da queste due equazioni 

avremo dunque i valori di x ed y , atti a render massima o iniuima la funzione z; 
ed è chiaro per le cose già dette che otterremo un massimo se ambedue i coef- 
ficienti ( - — avranno negativi, un minimo se saranno positivi; se 

poi l’uno risulti positivo, l’altro negativo, non avremo nè massimo , nò minimo. 
Esempj. 1°. Si voglia dividere il numero dato 3a in tre parti x, j , 3 a — x — r, 

il cui prodotto z sia un massimo. Avremo *=xp(3a — x — r), -^ = (3a — 2x 

— ì )y , ) = (3u — 2 r— x)x. Eguagliando a zero separatamente questi coeffi- 

cienti , si avrà 3a — 1x — — 2 > — x ; onde X-—(i, j x=a, 3a — x — v—a ; e 

( d * Z \ 'fi ' I \ > t (i*J . 

— 2 r, ^ — - J = — 2 x, cioè posti i valori di x ed y, ^ y— 

sd l z \ 

— 2 a, f y— - — 2 aj perciò dividendo il dato numero iu tre parti eguali, il 

loro prodotto darà un massimo. 

11°. Tra i triangoli isoperiinetri vogliasi quello che ha la maggior superficie t. 
Sia 2q il perimetro, x, r, 2q —x — y i Iati ; avremo s=J/(q(q — x)(< 7 — j )(x-f-^- 

— </)) (669), Il z=Uq +/:. < 7 — x> 4 -/(< 7 — i }+f(x-f-_x— (/ ), e — 


-^Tx }- 0 ’ (è) = ÌC'x+^ )=0,d’oudex^_7=q-x 

— T> ed x-=zy = ~=2 q—x — r ; perciò il triangolo è l’equilatero. 

IIP. Trovar P equazioni di una retta che da un punto dato scenda normalmen- 
te sopra di un piano dato. 

•Sia zz^j 4 xy By-\-C P equazione del piano (4098) j x 1 , j \ z' le coordinale 
del punto dato. Sarà rx= y ((x— x r ) 4 -f-( ; — y ')*+(: — z’)*) la distanza di questo 
ad un punto qualunque del piano (4082) , o P espressione di una retta condotta co- 
munque dal punto dato al piano , espressione che dovrà per conseguenza essere un 
minimo, quando la retta debba esser normale. In tale; so, poiché P equazione «lei 
piano rende ; funzronr di j, r(f26f>), i coeflicieuli di dx e di dy in dr saranno 
, d ‘ \, - ' \ -u I dr \ , dr \, dt \ ,/ dr \ Jr \ * ®' < lr X 

U Kdxj + U *) ’ U*À<*7j + U0 5 f ~r • Kdx ) 
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x , x 1 /^r \ v» v f /di' \ /Oi \ 

"’U)^ T-’ • 1,#f i UMÌOD « d *‘ pi,n0 di 

--- fl, perciò sostituendo e mandando a zero , saremo per le due equazioni dell* ret- 
ta cercata x^x 1 A(l I 1 ), r= 1 1 — B(z — s 1 ), come appunto trovammo (t < t8). 


Curve 


i3o<>. Sia la curva qualunque AM =•$ , con le coordina- F. 2SS 
te rettangole AP=jj, PM= y, conia tangente MT=f (q34), 
e con la normale MN=n (n>i), e delibati trovarsi i valori di 
t , ri, della suttangente PT, della sunnormale PN, e della lun- 
ghezza lineare dell'arco s, espressi in funzioni dell’ una o dell’ 
altra coordinata x, y Primieramente il triangolo MPT rettan- 
golo in P , dà PT : PM :: cojMTP : jenMTP :: t rfangMTP, 

d’onde i^.PT— f — ' ^jp - * I" seguito il triangolo TMN rettan- 
golo in M, e dal cui vertice scende sull 'ipotenusa TN la nor- 
male MP, dà ( 582 ) 2 *. PN 


MP* 


TP 


— , 3*. MT a =(*= 


TP(TP-4-PN),4*. MN 2 =«>=PN(TP-+-PN). Se dunque rie- 
sca conoscere il valore di (angMTP, avremo dalla 1 *. PT, quin- 
di dalla 2 *. PN, e infine dalla 3*. e MT ed MN. 

i3ot- Sia frattanto y—'^x) l’equazione della curva data. 
Essendo AP==,r , PM=^ le coordinate del punto M, saranno 
Ap=x-y^x, pin~—y-y<)y (quelle di (qualunque altro punto pros- 
simo m, e condotta per M, m la secante SMm, avremo (angMSP 

— («ngmM/ — (846). Ora òy= (iai5) f(x-i-Qx} — 'f(x)— 


Sx 

z o -, , rl%y > . 

( 1281 ) d -'>x-y 1 ^ 7 ox* 


d*r 

2.3 dx 


Ò.r’-l-fC.; dunque (angAISP* 


<(» ) 


v 

òx-y x-rj-jìx ? -+- ec Ma quando la secante divien 


è 

dx ' 2 dx" 1 1 2.3 dx^ 

tangente i due punti M, m si riuniscono, e si ha 0x=o, dun- 
que allora (<wigMTP = ^ , equi u di PT— ; d’ onde fav 

J jx ' m t =«— mn ■==«-=. 


cilmente PN 

4x 


^ . Rilevato dunque coi noti metodi dall equazio* 
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r 2; .j nc y= l s(x') della curva il valore del coefficiente differenziale 

avremo con facilità quello di ciascuna delle quattro funzioni. 
1 3o8 . Vogliasi per esempio il valore della normale n nel 

circolo. Avremo (gì o) y’ i =cv — x 2 : ydy— — xdx ; y — — — 

e quindi 0 = 7 / i +^r )=7 ^ =■- 

j/o 2 =fl, cioè la normale è costante ed eguaglia il raggio, co- 
me era già noto (538) Si troverebbe in simil modo la sunnor- 
i ydy . /% .il, . 


male PN- 


x, negativa conformemente all’ osservazio- 


ne già fatta altrove (<^34) » la suttangente PT —■ -= 

x 1 — a 1 i rdx j s dr % \ ar 

— ; ed uiune la tangente t = '-z~ V ( t-f- j- — )= — , 

r ’ ° dy ' \ dx* J x 

quarta proporzionale dopo l’ascissa, l’ordinata ed il raggio, 

come è facile verificar con la Sintesi. 

i3og. Vogliansi la suttangente PT e la sunnormale PN 

nella parabola. Avremo y*=px ( g3y ): ydy=[pdx, e quin- 

i- oivt 1 dr , UT ydx 2 r* 2px 

di PiM z=~= ì p; | J I ===^— = — - == -^- === 2 x , come già 

trovammo a suo luogo (g52). Vogliansi le stesse PT , PN 

nelle curve dell 'equazioni * y m ~*~ n =p m x n ; 2 *. y=e x:a . Per 

l . T1T1 m-hri r n , 1 

la i>. troveremo 11 = = x , PAI = — : 

np"x"~‘ n (m-+-n)x 

per la a". PT — ( 122 6 )"^=— «> PN = — e 2xa . 

i3io. Quanto all’arco AM = s, non possiamo concluder- 
ne per adesso il valore che col ragionamento seguente. In pros- 
simità dell’ordinata PM==y, si conduca l’altra pm=y' ■, ed in- 
oltre la Mr parallela ad AP, e la Mm corda del piccolo arco 
Mm. Saranno Mr=P^=dar, mr=mp — M P— ^ — y=8y ( 1 2 1 4), 
l’arco Mm =>oj; e dal triangolo rettilineo e rettangolo Mmr a- 
vretno corda Mm=j/ (dxM-dy 2 ). Or noi sappiamo che quanto 
più l’arco va diminuendo, tanto men differisce dalla sua corda; 
di modocho i limiti dell’uno e dell’altra sono eguali. Ma limite 
di os è ds, e di j/ ('o»t'M-q^ 3 )ò j/ (dx 2 -+-dy 2 ) ( 1220 ), dunque ds 

*= [/ (d.i* -t-«/r*)= dxY [ 1 -4- ^ . equazione la «piale iutegra- 
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ta che sia, secondo ciò clic* insegneremo a suo luogo, darà l’ar- 
co s- lulauto potremo con essa render più semplici l’ espressio- 
ni della normale e della tangente trovate di sopra; poiché posto- 

m Tx m lu °S° dl r avremo ,l== ^’ i== 77 ~lr" 

i3i i. Del resto a tutte le precedenti relazioni si sa- 
rebbe del pari e con molta maggior semplicità pervenuti , im- 
piegando gl’ infinitesimi. Si supponga infatti che la nuova ordina- 
ta mp sia infinitamente vicina all’altra ordinala MP ; sarà 
Mr=<ix, mr=dy , are- Mm=ds, ed ammesso il principio che 
l’arco infinitesimo si confonda con la sua corda, avremo tosto 
ds—y(dx l -\-dy 1 )- Il triangolo infinitamente piccolo Mmr si- 
mile ai triangoli MTP, MNP ( 554 ) * u seguito i". mr: 

M m :: PM : MT , ossia dy : ds ::y : t = ; 2 *. Mr : Mm :: 


PM : MN, ossia dx : ds ::y : u— ; 3". mr : Mr :: PM : PT :: 

m- 

ydx 

‘ 


PN : PM, ossia dy : dx :: y : PT :: PN :y, d’onde PT= 


PN = , il tutto precisamente come sopra. 

1312. Per quanto nessun dubbio cada sulla verità di tutte le formule preceden- 
ti . non vogliamo nascondere come intorno ai ragionamenti coi quali le abbiamo 
concluse e stabilite si affacciano molte e gravi difficoltà , che i Giovani troveranno 
esposte nei numerosi scritti polemici a quest’oggetto modernamente prodotti. In 
qualunque modo, quanto al valore di tangMTP, da cui, come abbiain veduto, di- 
pendon quelli delle quattro funzioni rettilinee , già per via differentissima (1 041) 
lo trovammo equivalente alla derivata p.x, cl»e coinè già si osservò (428 l^corrispon- 

dy . 

de identicamente al nostro - ; con die i valori delle quattro 1 unzioni posson dirsi 
dx 

rigorosamente e pienamente dimostrati. 

1313. Riguardo poi a quello di ds , si prolunghi l’ordinata pm fino all’incon- 

tro in R con la tangente 1V1T, e la corda mM fino all’iucootro in S con l’asse 
AP. Poiché 1’ arco varia con P ascissa , dalla quale è dunque dipendente, po- 
tremo supporre e quindi Mm’/»— ds==^(x-+-ó\r)-— /(x)=^. (1281) dx 


d lL 

2J j » 
dx 


& s >Ir 

^x a -f- dx^-4-ec. Ora i triangoli MRr , Mmr danno MR= r-,7— « 

2.3 trx 1 costi Mr 


co* MTP 


= (787.44*) dx\' (1-ptawg’MTP ) ss'/xj/ 


cosi 


F.255 
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F - 255 VLm^tsW-Hang'VISP) =(4307) ix\ (< -4- ^--4- d r^- ( ~-l-ec.) + " 
dunque latto \ " » ••"remo MR 

A f FJC ) 

= dx.F(X), Mm=5i./'’(X-HWr)=o'rfì; Y)-+- »)<f* * + ec. Ma adoperando 

il raziocinio già fatto altrove (644.6)5) può dimostrarti clic MB,Mm sono l’ima 
maggiore, l’altra minore dell’ arco M/n'//i=»J, quindi siccome la prima eguaglia il 
primo termine della seconda, per il noto principio delle tre serie (808) dovrà a que- 
sto stesso termine essere eguale anche il primo del valore di ds, ed avremo in con- 
ila - / di ’ \ . . . . 

seguenza -- =/ r (X)=J / M+-'— J, ossia ds '=cdx 1 -+dy' , precisamente come 

si è trovato di sopra. 

4344. Si noterà in ultimo che le precedenti relazioni han luogo soltanto se si 
tratti di curve a coordinate rettangole. In quelle a coordinate obliquangole, supposto 
fi 1’ angolo degli assi , sarà PM =ysenp , valore che dovrà dunque sostituirsi in 
luogo di y i n tutte le superiori equazioni. Nelle curve polari dovremo cangiare x in 
rcos r J, fin rsenh (904), e in conseguenza <fr i ndrcosb — rdbsenb, e dr in drsenb-\- 
rdOcnsB. È da notarsi che la sostituzione di questi nuovi valori darà pel differenzia- 
le dell’ arco 1’ espressione semplicissiihar/.t=Jz ((ir’-+-r’rf0’), oppure d *= (d 
ì'd: r*), quando come altrove si usò.(4045), e come useremo anche in appresso, ci 
piaccia di chiamar piuttosto^ clic r il raggio vettore, ed x piuttosto che 0 l’ango- 
lo direttore. Nelle spirali, poiché queste pure appartengono al genere delle po- 
lari, così pel diffcrenz-iale dell’arco avremo egualmente dsz=y(d i '-+y'dx') } 

d r 

per le rimanenti funzioni le formule del num°. 4 046, cangiatovi ®,(x) in —— do- 
r dx 

1 'dx rdx . dr * \ • ds 

ranno immediatamente ITT = — : ,Ml = 't — — y ( — Hi’ 1 = — — ,CNc= 

dy djr r \dx * J dì- 

dì - /dr' \ ds 

S'™=»'(et+z-)=3-- 

Contatti r Circoli Osculatori 


4345. Sieno y = f(x ) , z = ^(ai) l’ equazioni di due cnrve BN , CQ riferite 
ai medesimi asai AX, AY, ed ambedue rivolte o con la loro concavità, o con la lo- 
ro convessità all’ asse comune AX delle ascisse. Se si prenda ta=x, le ordinate r, : 
coincideranno l’nna sull’ altra; ed aumentate ambedue le ascisse della quantità dx, 
avremo per le nuove ordinate Y,Z, che pure coincideranno (438 1) 

dy d' v _ P r . d*r . 

1 dx -+- — dx - -f-— ■■ — — ■ dx^-f- - - ’ ■ — dxM-ec. 

dx ldx 2 


dz - d'z _ 

M-t- ---cJ* -f- — nx • 

disi Idia 2 


_^-dx3. 

2.3Jw* 


2.3 Adx* 
d'z . 


2. 3. •!</*>* 


cTx^-l-ec. 
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Or si supponga che posto o)=AP risolti :=PM=r; le due curve avranno i» questo p 256 
caso un punto comune Al, ove si taglieranno, <* gli altri loro punti contigui ail IVI ai 
troveranno distanti Ira loro nel senso dell’asse AY di una quantità 

,dy dz\ . sd* y d*z\dx* d*z\dx* 




<Pz> 


/ 2 

\ Jx ’ 

dtù 

) 2.3 


édy 

K poiché T arbitraria dx può sempre prendersi in modo che il termine f-j 

~ jóx superi in valore tutti i seguenti (807), perciò qualora e finché questo ter- 
mine risulti e si mantenga negativo, risulterà e si manterrà negativa anche la di- 
stanza D; nel qual caso avremo dunque I , e la curva CQ sarà e si manterrà al 
di sopra della curva BN. Avverrà poi tutto I’ opposto nel caso contrario. 

1316. Abbiasi frattanto ossia z=uitù-\-b. La curva CQ si tra- 

sformerà allora in una retta SIVIO (9l3), che attraverserà la curva BN all'estremi- 

dz 

tà M dell'ordinata jr. In questo caso sarà =?a, e quindi nulli tutti i coelfìcienti 

at*) 

d * " d l z 

successivi — , — — , ec.: laonde D si causerà in 

do> 2 9 dv> 9 * 

^* 4 - 

\dx J \ Idx • 2.3 .dx' 2.ÒAdx' 9 

ove qualora abbiasi — < « il primo termine del polinomio sarà negativo se sarà 
dx 

positiva efr , cioè se l'ordinata ) si prenderà di seguito all’ordinata sarà poi 
positivo se sarà negativa dx, cioè se Y precederà v : avverrà poi tutto 1' opposto se 

d y t ( 

sia In tutti i casi la distanza Di sarà negativa da un luto del punto M, po- 

siti'» dall’altro, e quindi la retta si troverà in parte al di sopra della curva, e in 
parte al di sotto, il che è nella natura «Ielle secanti. 

1317. Ma se ~ =xi , e la secante si converti perciò nella tangente TM (1041), 
sparirà il primo termine di Di, e D , si cambierà in 

d* v (P r . 

t — àx 2 — — d x' =— d xM-ec. 

2 dx* 2.3 dx' 2.3.4«ir* 


e qualunque sia il segno competente a dx, il primo termine sarà sempre nega- 
tivo se la curva BN volga all'asse la sua concavità, positivo se gli volge la conves- 
sità (1014 ) ; quindi in tutti i casi la distanza D x avrà sempre un medesimo-segno, 
comunque } preceda o segua t ; c In tangente sarà quindi o tutta al di sopra o tutta 
al di sotto della curva (1315); il cheè precisamente nella natura delle tangenti. Tut- 
to ciò soltanto non avrà luogo qualora il punto M sia un punto d' inflessione (1018), 
il che non supporremo. 

Ma ciò che più preme osservare si è che , supposta per meglio fissar le idee 
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F ,256 sbucava verso Passe la curva BN, nei casi iu cui Di è uegativa , ossia per quell* 
palle della secante SMO che s' inalza al di sopra della curva (1316), avremo seni- 
pie, indipendentemente dal segno, dal che facilmente s’ inferirà che tut- 

ta questa porzione della secante si troverà al di sopra della tangente. Di qui la lu- 
minosa conseguenza che niuna secante , o in termini più generici muna retta che 
attraversi la curva nel punto IVI potrà mai passare tra questa e la tangente. 

4 3 4 S. Passeranno beasi tra P una e Pallia tutte quante le curve, che rivolte 
nel senso stesso della BN, toccheranno la tangente MT nel punto M, e per le qna- 
,, rf 4 s /1 1 r 

li sarà inoltre — r— — <C — — . Infatti si contiuui a suppor I3N concava verso Pas- 

dw* dx* 

se, e sia come sopra s=^(w) l’equazione d’una qualunque delle curve di cui par- 

f dz 

liamo. Dovendo questa in ipotesi esser tangente ad MT , avremo (1041) -- s 


-f* , e quindi D (1315) si cangerà in 
dx 

sd *jr d*z \ dx * d 3 z \ dx 3 / él*r d*z \ dx< 

\dx* do >*) 2 "v^dx* dto'J 2.3 ^ \dx* doì^j2.3.4~^~ * 

. % d * y d*% 

e siccome le due curve volgono la loro concavità all’asse AP, e perciò —-e — 

dx 1 dox a 

y d*r 

sono ambedue negative (1044), e in ipotesi si ha - — - - — - , è dunque chiaro 

che il primo termine di Di sarà negativo, e, indipendentemente dal segno, più pic- 
colo del primo di Da, e quindi per il solito ragionamento Dit^D»; il che mostra 
che almeno intorno al punto di contatto la nuova curva sarà tutta compresa tra (a 
primitiva e la langeute. Può anche osservarsi che Dì conserva sempre il segno ne- 
gativo qualunque sia quello di dx; onde tanto al di qua quanto al di là del punto IVI 
di contatto, e all’intorno di esso, la nuova curva si trovèrà tutta aldi sopra del- 
la primitiva , e perciò sarà essa pure tangente in M alla curva BN. 

1319. La distanza Ds sarà poi tanto più piccola, ed avremo perciò un contatta 

. . , «/* r d* 3 

tanto piu intimo, quanto meuo differiranno fra loro e . Che se queste 

dx* dw* n 

( d}y d's dx 3 

— — — — \ — p. 

dx ì dto* J'I 3 

/d^y . 

4 — , e sai a , tanto ilei casi chesieuo ambedue negative, 

quanto in quelli che ambedue sieno positive; dai che al solilo si conclude, che 

, . , dy dz . , d 2 y d 2 z 

tutte le curve per le quali oltre -- = — , — si abbia — — = si accosteranno inf 

dx db) dx 2 db) 2 

modo alla primitiva BN , elle niun’ altra curva . per la quale la seconda condizio- 
ne non si verificili, potrà mai passare tra loto e BN. 

♦ 320. Nella stessa maniera e coi medesimi ragionamenti si proverebbe clic 
aiuna di queste ultime curve può passare tra la data c quelle nelle quali si incoi*. 
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d\ d'z . . 

tiasir dì più — —ss; — ,c-c. Avvertiremo mtinlo che si chiama contatto di pi irti’ 
di' dm" 

d y" ti i 

ordine duello che ha luogo unicamente ili forza dell’ equazione —— = — ; di sccond* 

dx do» 

d*r d*z 

ordine quello che deriva inoltre dall’equazione terzo se vi con- 

corre anche la terza equazione £=•—-• ,ec.; e le curve per le quali hao luogo 
dx* do»' 

questi contatti si chiamano osculatrici d'ordine primo , secondo , terzo , ec. Si no* 
li però che il contatto di second’ ordine, non è rigorosamente un contatto, ma un* 
intersezione. Infatti il segno di (1319) dipendendo da quello del suo primo ler- 

/d y r d} s\dV 

mine ( — — - — \ ’ € 9 uesto cambiando secondo che o x si prende o posi- 
tiva o negativa , ovvero secondo che i punti della curva oscnlalrice si prendono 
da una parte odali’ altra dell’ ordinata j' y tutto ciò mostra che in tal caso la cur- 
va passerà da un lato al di sopra, e dall’ altro al di sotto della data, e quindi la taglie- 
rà, sempre io modo però che, tanto dall’ una come dall’altra parte all’intorno del- 
l’ intersezione, rimarrà chiusa fra la data e qualunque osculatrice di prim’ordiue. 
Altrettanto e per le stesse ragioni dovrà dirsi dei contatti d’ordine quarto, sesto, ec. 

1321. Da tutto ciò si raccoglie 1°. che avremo fra le due curve un contatto del- 
l’ordine n sim ° f seie loro costanti, dalle quali si sà che principalmente dipende 
lutto ciò che è relativo alla loro dimensione, alla loro posizione reciproca (1053), 
e quindi anche alla loro tangenza, potranno determinarsi in maniera che posto &> 

. ... dz dy d*z d*Y d”z d*y 

—x, si abbia s=r, *p=-r- , , ec. ed infine — =- . 

do» dx do »* dx* do»" dx* 

2°. Se perciò d’una delle due sia data non solo la specie uia ancora la dimen- 
sione e la posizione, e quindi tutte le costami abbiano y o si suppongano avere un 
valore determinato, l’ altra non potrà aver con questa un contatto dell’ordine n* im ° r 
se non contenga almeno w-f-l costanti indeterminate ed arbitrarie, da soddisfare 
alle n-\-\ equazioni condizionali volute dall’ordine di questo contatto. 

3°. Siccome poi il contatto è reciproco, e se 1’ una delle due curve è rispetto 
all’altra osculatrice dell’ordine n* iM0 , questa pure è osculatrice dell’ordine stesso 
rapporto a quella, così la possibilità del coulatlo di un ordine qualunque esige che 
ambedue le curve abbiano un numero di costanti alto a render sì l’ una che l'altra 


osculatrice dell’ordine richiesto. Quindi la linea retta, nella cui equazione zz=ao»-\-b 
non entrano che due sole costanti , non potrà aver con qualunque curva data se 
non un contatto di prim’ ordine. 11 circolo, nella cui equazion generale (w — a) 4 -q- 
( s — ^) * =r* (9H) entrano tre costanti potrà averne uno di secondo. La par- 
abola, che ha un’equazione con quattro costanti (939), potrà averne uuodi terzo, ec. 

4 d . Infine quanto al modo di determinare queste costanti , si riducano 1* equa** 
xioui delie due curve alia lumia yz—Q ; vdu.0; quindi *i osservi che doveudo **- 
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sere w— <r, il porre ?« 


4 H dy d % % d*r , , . 

=r , ec. e Io stesso che can<j;iare 6) ri 

4 / 0 » dx’ du* dx** 


in x ed y nell’equazione v'zzz 0, e nei «noi differenziali fino all* ordine n a,m °. Insti- 
lo ile dunque P equazioni i' , c=0 > </r , 5=0, rf * r's=0, cc. ni permutino in ciascuna a» in 

• . . . . . i.. . tly 

x t z in jr ; vi si sostituiscano, volendo e occorrendo, i valori dei coefficienti , 

dx 

d* y 

j r% > cc * prendendoli dall’equazioni dvxz 0, d*v =0, ec. nelle quali tutto è suppo- 
sto noto; si concludano quindi quelli delle opportune costanti arbitrarie, che intro- 
dotti in v'szQ daranno P equazione partieoi re spettante alla curva osculatrice. 

4322. Riprendiamo, per dar qualche esempio, P equazione zz=ati>~^b alla li- 
nea retta. Avremo v'= z — <z co — b=z0 , dv 1 — dz — ad tozzO, e senza passare ad altre 
differenziazioni, perchè le costanti da determinarsi non son che due sole, latto il cam- 
biamento delle coordinate, otterremo > — ax — ùzz 0, dy—adxz=0; d’onde a zzi 

— t b=y , e quindi per l’equazione della retta tangente z -—>:=(«•> — x)X 

dx dr 


— , ove y ed x sono le coordinate del punto di contatto, e debbou perciò sup- 
dx 


porsi note, e son date P una per P altra dall’ equazione i ==/*(x)(4 315). Si osserverà 
che l’equazione trovala è in lutto conforme a quella alla quale ai pervenne per al- 
tre vie (1061). 

1 123. Si cerchi P equazione del circolo, che ha conia curva qualunque dell' 
equazione yssf{ l x') un contatto di second’ordine. Sarà (1321 .3°) v'zz (a) — a) a -+- 
(s — 5)* — r*=0. Permutando le coordinate, e due volte differenziando , pres«. dx 
costante , avremo le tre equazioni l*.(x — a) a -+-(j* — (5) a — r* =0 ; 2*. x — a4* 


m .dy . d x Y dv % 

(y — n) =0; 3 .!■+-{ -o)- -■ - -+- Le due ultime danno ansai lacil- 

dx dx * dx 2 


ds*dr ds* . ds x 

mente x — a =z — r— o=s— - — - e quindi la prima r =3!— — -—.Di que- 

dxd *y d \r dxd\r 

sti tre valori , i primi due danno le coordinate a , $ del centro del circolo cercato 
(9H), e servono quindi a stabilirne la posizione; P ultimo ne dà il raggio , e tutti 
insieme sostituiti in v'zzO ne daranno l’equazione. AI circolo di quest’ equa- 
zione, ossia a quello che ha un contatto di second’ordine con un i curva qualunque, 
si dà il nome di circolo osculatore , ed al raggio, quello di raggio osculatore. 
£ poiché la posizione e le dimensioni dell’ uno e dell’ altro dipendono dai valori 
delle coordinate x, y spettanti alla curva , e variabili da un punto all’ altro, cosi 
i circoli, o i raggi osculatori varieranno sempre da punto a punto. Jl raggio osculato- 
re si chiama altresì raggio di curvatura, poiché il circolo al quale appartiene es- 
sendo quello che più di tulli gli altri si accosta all’ arco col quale è in contatto , e 
quello perciò che men degli altri ne differisce, la curvatura dell’arco deve dunque 
presumersi tanto maggiore o minore, quanto più gvaude o più piccola è quella del 
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■uo circolo osculatore, e io conseguenza quanto più piccolo o più grande è il 
corrispondente raggio osculatore; poiché come sappiamo (823), le curvature dei 
circoli stanno in ragione inversa dei raggi. Perciò Ove il raggio osculatore saia 
minimo, ivi avremo la massima curvatura. 

1324. Obe se non si faccia uso della terza equazione (1323), e si lasci r inde- 
terminata, avremo a=xir:— r-, 6=V-h — - - , ed a, § saranno in tal caso le coor- 
ds — ds 

dinate del centro di tutti i circoli, i quali goderanno semplicemente di un con- 
tatto di prim’ordine ( 1 320), e che potranno essere infiniti di numero, attesa l’ in- 
finità dei valori di cui è suscettiva l’indeterminaU r. E se da queste due equazio- Fig.258 

ni si elimina r, avremo 6— r= — (a — x) — equazione fra le coordinate a e S, 

«/ 

ossia al luogo geometrico dei centri di tatti quel circoli che hanno un contatto di 

prim’ordine con la curva data in uno stesso punto M. E quest’equazione mostra 

t .“ che questi centri saranno tutti in una medesima retta (9(3); 2.° che questa 

retta sarà normale alla curva in M, o per meglio dire alla retta tangente in M alla 

• dy 

curva. Infatti essendosi trovala per la tangente l’equazione s — — x)~- ((322) , 

sari dunque per l’una delle due rette ((055) per l’altra a'=——, e 

dx dy 

quindi ou’— — ( , ossia mz- f-!=0, condizione nota ((056) per la perpendicola- 
rità di due reUe che s’ incontrano io un piano. Quindi 3.“ anche il raggio del 
circolo osculatore, al di cui centro appartengano egualmente le coordinate a, g, 
è necessariamente normale alla curva o alla sua Ungente in M. 4.” Perciò se la 
tangente al vertice della cnrva è normale all’asse, il raggio osculatore si confon- 
derà in quel punto con l'asse medesimo. 

(325. Resta infine da noUrsi f.° che dei due segni del vslore di r ((323) 
l’inferiore deve impiegarsi per le curve che volgono all’asse la loro concavità, 
e per le quali in conseguenza dy è neg»tivo((044), il che rende in ultimo r positi- 
vo: 2.° che essendo dy'ssds' — dx', avremo con dx cosUnte dj d'jsxdsd's , 

e di qui r=j“^~- = (<230) Zf. dy : d ~ , nuove espressioni del raggio oscula- 
dxd t ds 

tore. 3.° Per le curve polari, siccome chiamato u il raggio vettore si ha ((3*4) 
clx=ducos%—ud()senQ, dy=sdusenO-+-udBcos8, perciò se vogliasi db costante, 
dovremo oltre dy riguardare come variabile anche dx , e nel passare dalla 2.* 
alla 3.* equazione (1323) converrà differenziare anche per dx. Con ciò l’e- 

( dxd 'y - ) -•- è = °, ' 

dy(dx'-\-dy') 


qu azione 3.' 


/ , 

(ivi) si caogeri io 4 ~ K — ■ , ‘ 
fl* 1 


Frattanto da questa e dalla 2.* avremo x- 

T. II. 


dxd'y — dyd’x 


, y-g=-.. 
l(j* 
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Fig.257 


\ 


252 

1 

dxCdx'+dy") (dx'+Jyy 

i- , * ' ■ , e quindi dalla 4.» r=z ±- — , ovvero, porti 1 supe- 

dxd'j —dyd'x * dxd'y— dyd'x r r 

riori valori di dx , dy c quelli dei loro differenziali, e fatte le debite ridu- 


zioni, r = i : 


(duM-uve*)^ 


ri=( <3 “) 




2 du'df) — ud'udB-yu’dQ** 


oppure 


2 du'dB — ud’udfì+-u’'dQ ì 
-ydS 

r = 2 dxd r'^yd'ydx+r'dx' q “ a 0r * *' rappr ' ,enti c0 “ l-ìW l’equazione 

alla curva (1045), e quindi con y,x il raggio vettore e l’angolo direttore. 

1326. In tulle queste differenti espressioni del valore di r debbonsi poi, sic- 
come abbiamo avvertito (4 324 . 4.°), porre i valori di dx,dy, ec. presi dall’equa- 
zioni particolari delle curve per le quali si cerca il raggio osculatore. Così nelle 
curve coniche la cui equazione riferita agli assi principali pub comodamente rap- 
presentarsi con y'x^px+mx ' , e che è alla parabola se m— 0, all’ellisse se 

p p dx 4 

m= — all’iperbola se m=— (944), avremo dy—^-(p+2mx), d'yxx ^ --X 

^2 mjrdx* — (j>^2mx^xdj^==>— (imj ' — , ossia sostituendo il ▼»- 

ds 5 4 y^ds^ 


p*dx* 

lore di y* , d*r~ — — r-. Di qui r=(<323) 

4 X 


dxddy p*dx 3 “‘ (,3<0) p J 


P~ , 

(953. 970. 987)=2 _ J> relazioni notabilissime per tutte le sezioni coniche. 

4327. Dunque nel circolo ovep=2a(944) =2n (1308), si ha n=n=—xxa; 

onde i raggi osculatori son tutti eguali al raggio del circolo , come è d’ al- 
tronde evidente. 

m n z . . , . . . MN 5 MN* MN 

Nella parabola, ove si ha }p=PN (4309), si avra == — X •’ 

perciò condotta l'ordinata PM e la tangente MT, ptesa sull’asse PQ=TN, abbas- 
sata da Q la normale indefinita QC e prolungala MN fino all’incontro in C con 
CQ, avremo r=MC. Infatti i triangoli simili MPN,CQN danno PN :MN ::QN:NC:: 

PN-+-QN :|MN4-CN : :’PQ : MC : : TN : MC ; d’onde MC= T - ^ - ^ =(l 306.4») 

PN 

MN a MN_JVIN'_ 

~PN~*PN — PN 7 " r ’ 

4328. Infine poiché ds—y'(dx'-i~dt') = J/(^dx , -h ^—-(p-+-2mx) i ^, sosti- 
tuito questo valore avremo r=^l/^4y’-h(p-i-2mxy^ . Fatto x=0, sarà al- 
tresì ^=0 , ed r=}p; dal che si conclude che in tutte le sezioni coniche il 
raggio oscillatore al vertice eguaglia la metà del parametro. 
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1329. Nella cicloide , ove supposto J)B=2a, abbiamo y =PM ssau+asenu p 2gU 
(1020), sarà df=du(a-4-acosu )j e poiché, ponendo BP=;x, si ha inanitesLameule 

x 

a-^-ncnsuz=T)V=z2a — x, ed au=arc.scn.r x, d'onde u=arc.sen.v. — (782),e<7u= 

a 

dx dx(2a — x) 2a — x 

(1233. "*)- , dunque di nuovo ay= ;■ — ~—dxy . 

v 1 y (2ax — x • ) ’ ‘ J/ (2ax—x 1 ) ' x 

3 

adx * . 2 adx* , (rfx’-f-dr*) 

H J xj/ (2ux — x*) J x — dxdd y 

=2j/2a(2a — x)=20D=2MN (1043) , ed MN==OD ; quindi <°.Nel punto A ove 
x—2a avremo r= 0 j 2°. nel punto B ove x=0 avremo r=4a=:2BD. 

<330. Sia la spirale logaritmica A DM, in cni (1 047) r=zAe r: <’, e quindi (1226) 239 

dr=— 'dxAe*\'=— , d’onde dx= — , <ij=(1314) |/(dr , -f-y’dx’) = dfX 
c c x 

d v % 

y(\+c'\ e finalmente d*r= - — • Da questi valori sostituiti in quello di r 

y 

yds 5 yds* yds ds ^ 

(1325.3°) .avremo r = ^ — ■ =-7- =-7- = ^^ (1314) , on- 

v cdy\\-+-c') cdjrds 4 cdr dx y 

de il raggio di curvatura eguaglia la normale MN, con la quale perciò interamen- 
te si confonde (1324.3°); e poiché MNA=TMA (582), l’angolo di questo rag- 
gio con la sunnormnle, o con la retta condotta dal polo alla sua estremità inferiore 
N è costante , ed eguaglia quello che fa la tangente con l’ordinata. 


Evolute 


1331. 1 centri dei circoli osculatori variando di posizione per ogni punto della 258 
curva AN, si concepirà facilmente che presi l’un dopo l’altro dehbon formare una 
nuova curva BC , con a e 6 per coordinate (1323) , riferite ambedue agli assi stessi 
della curva AN, e quindi con 6=^(a) per equazione, la quale facilmente otterremo 

prendendo i due valori (1324) oc = x^z —— , , introducendovi quelli 

ds ds 

dr tir 

di Y, r , — — , — — dati in funzione di x, e conclusi dall’equazione yz=f(x) della 


curva AN, e quindi eliminandone la stessa x. Or questa nuova e rimarchevolissima 
curva è conosciuta col nomedi evoluta o sviluppata , perchè immaginato avvolto 
un filo flessibile alla sua parte convessa , il quale con parte di se sporga fuori del- 
la curva di tutta la lunghezza AB equivalente al raggio osculatore della curva AN 
al punto A, se lo svolgeremo tenendolo egualmente teso, la sua estremità A and era 
percorrendo o descrivendo la curva AN, a cui in questo casosi dà il nome di svi» 
lappante o di evolvente. 

1332. Infatti sia C un punto qualunque della curva dei centri BC, e CM iL 
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F. 258 raggio del circolo osculatore in M, che avrà dunque per centro il punto C. Saranno 
tifi edx,^le reattive coordinale dei punti C,M del raggio CM~ r; Q?fi\ x' ,jr' 
quelle dei punii c t m del raggio contiguo e inequazioni t a .2 a . e 3*. (1323) che 

su esistono ira le prime, sussisteranno anche fra le seconde. Dunque 4 a . (x‘ a )* 

-+- ir'— 6')W»=0,5*x'— a'+cy— e';^=0,cioè02<6) u+du= 0,v+dv=0, 


qualora con uz=0,vz =. 0 si rappresentino la t*. e 2 a , e purché in u y v oltre x, y si con- 
siderino come variabili anche xfi f r. Ma u= 0,^=0 danno du=.0,dv -=0(1269), dun- 
que 6 a . (x— z)(dx— dx)-+-(jr — > — dtyssrdr; 7 a . dx 3 -\-dt 3 -+-( i — 6) d 3 j — 
dxdx —d£dy=^0. Da queste e dalla 2 a , c 3*. nasceranno 8 a . (x — a)«/a-+-( , — £)X 

</S = — rdr. e 9*. = •: quindi la 2*. darà 10*. y — €=- 7 - (x — a) , e questa 

djr dx dx 

con 1*8*. e 1*. darà in ultimo 11*. dr*=da*-Hi€ 3 , ossia dr=p' (da 9 -+-d6 2 ). 

Or la 10*. è P equazione di una retta (1055) alla quale appartiene il punto cor- 
jfispondente alle coordinale x, y, cioè per noi i l punto M, e che passa per quello cor- 
rispondente alle coordinate a, 6, cioè pel puuto C è dunque nella direzione del 

d$ 

raggio osculatore MC. Inoltre il coefficiente — - indica che questa retta è tangente 

dx 


alla curva dell’ equazione C=o(a) (1 061) , laonde MC, e perciò ciascun raggio o- 
sculatore è tangente nella sua origine alla curva dei centri BC. L ì direzione dei rag- 
gi osculatori coincide perciò visibilmente con quella che prende successivamente , 


a misura che va spiegandosi , il filo avvolto, infine P 11*. mostra che la variazione 
dr del raggio osculatore MC equivale a quella dell’arco dell’ evoluta; dimo- 
doché questo raggio , e tutti i suoi precedenti e seguenti differiscono tra di loro in 
lunghezza di quanto è luogo P arco dell’evoluta, interposto Ira gli uni e gli altri. 
Dunque l’ intera lunghezza del raggio MC che si compone del raggio primitivo AB 
piò i successivi accrescimenti di tutti i raggi iolermedj , eguaglierà la lunghezza di 
AB più tutto P arco BC, ed avremo P equazione MC=AB-f-«rc.BC; il che verifican- 
dosi egualmente «Iella porzione di filo compreso da A fino aC, ne segue che al- 
lorquando il filo si sarà svolto fino al punto C, e la parte svolta avra quindi pre- 
sa la direzione di MC , la sua estremità A si troverà nel punto M della curva 
sviluppante AN, lungo la quale dunque si manterrà costantemente nel suo svol- 
gimento, e che in conseguenza anderà descrivendo nell’alto stesso di svolgersi. 
Di quìi intanto la bella conseguenza ebe ogni qualvolta la sviluppante è algebri- 
ca , potremo aver P espressione di un arco qualunque dell’ evoluta, prendendo la 
differenza dei r;:ggi osculatori della prima, corrispoudenti alle due estremità delP 
arco della seconda; vi è perciò un’ infinità di curve rigorosamente rettificabili, 
contro P opinione altre volte emessa da Cartesio. 

1333. Illusil i. sino con qualche esempio queste dottrine, e si cerchi in primo 


luogo l’evoluta del circolo. Poiché iu questa cuna abbiamo /*==.«(! 327), 


dy 

~r77 
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•^1/'4340V=— (1308),~ ^=~(l3f0) = ~ , sarà a=Q, 6=0 : onde il circolo 

l v ' a ds n a 

ha per evoluta il suo medesimo centro. 

Vogliasi 1* evoluta della parabola. Si avrà r=^— (1326), — (<310) = 

Z^=JL;~==—i onde x=x+ — • =3*+ jp(952); 6 (/>*-4n’)=— 

ndx 2n ds n p p p 

-4xt/— Dunque g*=^-=^-(a— '/?)’, ossia (fatto a— •/>=a')a ,, =7^f >S 1 » 
p P slp io 

equazione ad una parabola cubica (10H) col vertice in B , e il cui parametro F.253 

27 

è di quello della data. Abbiamo qui dunque un esempio di una curva alge- 
biica rettificabile (1332). 

2 a~—x 

Si cerchi l’ evoluta dell» cicloide. Avremo (1329) , dy=dxj / — — - ,dt=dxX 

y~, r=2]/2a(2a—x), e quindi ot=4a — x,o=sy — 2p x(2a — x). Noti polendosi 
x 

qui effettuar completnmeute l’eliminazione di x (1331), perchè mauca il vrlorc di 
>■ dato direttamente per x, e si ha solo quello di dj * daio per x e dx , si dille- 

2dx(a—x) 

renzino adunque le due equazioni, ed avremo do e— — dx, db~dr — 

yx(2a — j) 

ossia sostituendo il valor di d t , dfiz=dxf/ ss— i da\ — — ; ovvero ( poneu- 

2 a— 2.* 

do j7r — 6=o', a — 2a=a') dfy—dcdy •— ■ — , equazione che essendo in tulio con- 


forme idi’ altra d ys=dxf / — , mostra che l’evoluta è una cicloide dell’asse 


2 a f e quindi perfettamente eguale alla data. 

Si osservi 1°. che la fatta trasformazione delle coordinate a, S in a\ non 
inducendo cambiamento veruno nella direzione degli assi (904.4°), quelli della nuo- 
va cicloide si conserveranno dunque paralleli agli assi della primitiva, e soltanto va- 
rieranno d’origine, la quale, cornee facile a vedersi, da B passerà in A, punto che 
sarà dunque il vertice della nuova cicloide, come AB' parallela ed eguale a BD ne 
sarà l’asse, e B’E parallela ed eguale ad AD la semibase. 2°. Che la nuova cicloide 
incontrandosi in E con BE=2BD raggio osculatore della cicloide primitiva al pun- 
to B (1329), ed essendo nullo il raggio osculatore al punto A (ivi), la semicicloide 
ACE, c quindi l’altra sua «gitale AMB, equivarranno in lunghezza a 2BD (1332), 
e l’intera cicloide ABn a 4BD; laonde V arco intero cicloidale e quadruplo del 
diametro de! circolo genitore. 3°. l’altra semicicloide aC'E descritta sull’asse ab 
parallelo ed eguale ad AB' sarà l’evoluta della semicicloidc BM'o. 

Vogliasi infìtte l’evoluta della spirale logaritmica . Po ioli è iu questa curva 1’ 259 
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F.259. ANMs=AMT (1330); 1* evoluta ABN è dunque eguale alla spirale loga- 

ritmica ADM (1030). Quindi (1332) la tangente MN è eguale alla spirale ABN, 
benché questa faccia un’ infinità di rivoluzioni intorno al punto Aj dunque del parj 
condotta AT perpendicolare ad AM, sarà MT= all’arco ADM; onde la spirale 
logaritmica e la cicloide sono evolute di se medesime . 

Altre regole del Calcolo Integrale 

Metodo per ridurre V integrazione di più differenziali binomj di una so- 
la variabile a quella di altri differenziali conosciuti 


1334. diasi integrare x n dz(a - supponendo noto l’integrale di 

\ perciò fatto x” 


x r ’dx(a+lx m ) k ,e d n>p. Poiché x n =x ' t ~‘ ' n_M - m ~ 1 M. f.— -"-«-M 


, m— i , , , m.k J , ,.,_ a . (a-‘ r bx m )^" i 

s=f, ed x dx(a-\-ox ) — dq , onde (1259) qz=. 


f . , m» h . , m, , , m x k 
a{a-\-br ) -\-bx (i a-\-bx ) 


dx(a-)-bx m ) 


bmk- f-1) 

n-f- 1 — m 


bm(k- f-1) 

la formula Jtdq = tq — J<]dt (1 263) darà J x n X 


(a-\-bx m ) 


k -Hi 


bm K k-\-i) 


4-bn—m n—m , i . » m. k 
dx \ <a+ix > 


bx m (a-{-l>i | ,cioè ri ducendo ,/ x n dx(a^-bx m ) 


k * 


<-(-« — m 


(a+bx m ) 


A-M 


4(/7tA-Ht-H ) 

«(» — m-M) n — m m.k . . 

-/x dx(a+bx ) .Se in questa stessa espressione in vece di 


£(mÀ-Hi-f- 1 ) 

w si scriva n — m, w— 2/w, ec. , si avranno i valori di Jx l ru dx(a-\-bx m ) ^ , di 


A 


n — 2 m 


m. k 


m.k 


dx(a+bx ’) , in generale di Jx dx{a+bx ) , essendo t un in- 


i -+-/ 1 — m 

tero positivo; e di qui J x" dx(a+hx m ) =(«+Ax m ) ^ ■ 


a( I — t— h — m).4 


«(i-Ht — 1ni)Tì 


4x*(i -t-/i-t-m(A — t )) ix*(t -+-n -(-/»( A — i)) 

a‘( 1 -Hi — m)(t +« — 2 in). ..( < -+-y — im) 


a(i-\-n — i7t(i — I ))Z n. 


4x“(l-t-«+m(A — i-H)) / 
n — im 

A*(< -\-u-\-mk) (t -\-n+m(k — i ))....(< -t-sH-/n(A — i-H)) ’ 

ove i 1 allori A, R, ec. rappresentano in ciascun termine tutto intero il valore del 
suo precedente, ed il segno superiore ha luogo quando i c pari, l’inferiore quando è 

impari. Ora se n — imz=p, cioè se — , intero e positivo potrà Jx dx(a - (-.... 

m 

ir ) ridursi con la formula precedente aJx^dx{aA-bx ) , presi tanti termini 
della serie, e lauti fattori trinomj nel numeratore e denominato!* del tannine lunr 
di serie, quante sono unità in i. 
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Ea. Sia/x'°<fx(4 — x')~ T da ridarli a /<Zx(4 — *') * —aicsenx (1232. 4.°): 

n—p _ * 

sarà nc(0,it:«,i=— 4,m=2,fc=— \,p=0, =i=5;dunque/x , °dx(4 — x) *= 

m 

9.7.5 3.4 

— X 

4 0.8.6.4.2 

arcjenx+C(f 252. V.). 

4335. Se sia n<Cp, e in conseguenza i numero intero negativo, in luogo di 
ridurre /x*dx(a-4-4x” , ) i a /xf<fx(a-t-4x“)*, si ridurrà quesU alla prima. 
Esempio. Sia Jx — ‘rfx(4-t-x’) — ■ da ridursi a J dx(i+x')—'z^urc.lan6’x 

n—p 


i/4 9 9.7 9.7.5 , 9.7 .5.3 \ 

( 4 — l’u | — -X^ X~“ — — — X 5 — X 1 X 1 ■ 

1 • V, 40 40.8 40.8.6 40.8.6.4 40.8.6.4.2 ) 


(4232. 3.") } si avrebbe n= — 4, m=2, p =. 0 ed- 


-2: riducendo dunque la 


71 — p 

seconda alla prima si avrà n=0, a=4, 4=4, m= 2, à= — 4 ,p— — 4, — 2=i ; 


onde /rfx(4+x*)-‘=— x~M — — -+-/x-Wx(4-f-x’)-'; dunque /x-<cfx(4-+-x*)-'= 
x-' — -^■- ) rjdx{ 4 -+-x*)- • . 

4336. Pub altresì per questo caso istituirsi una formula generale analoga a 
quella già stabilita pel caso opposto. Si riprenda la formula (4334) Jx*dx(a-\~... 

4x*)à= . - t- fx"-"dx(a-i-bx a ) lr . Avendosi da 

1 4(4-HH-mJfc) b(\+-n+mk) J K 

, , , , „ x"-Hi— »(<H-Jx«)*-H 4(4-4-n-4-mà) ... , : . 

questa J x*— m dx(a-\-bx m ) ìf ^ x >- • J xvrfx^-t^x*')*, 

^ J 1 a(4 +«—/») a(4-4-a — m) J 

x'-t-»(a-4-4x«)*-t-> 

se si ponga n+m in luogo di n troveremo fx*dx(a-\-bx"y^z. j 

A(4 — +-n — 4 — — 4- 4 )) ..... , . 

^ ^ ^ ‘/x' 1 ~r~ m dx i a-4-4x*) A ', ove se in luogo di n scriveremo suc- 
cessivamente n+m, n+2m, n-|-3m , . . . . n+im , e se sostituiremo come so- 
pra gli uni negli altri i valori che cosi si saranno ottenuti, troveremo 

, . , .... . ,t. f x-h- 4(4-+-n-+-m(à-M)'lx'"Al 

(a(4-4-n) a(i+n+m) 

b(l+n+m(k+2))x m B b(i+n+m(k+3))x"C 4(4-HH-m(fc-H‘ — 4))x*Z 1 

u(4-)-n-4-2m) a(4-(-/i-(-3ai) " a(4 +n+m(i — 4)) ) 

| &*(4+'H-m(ft-H))(4-t-iH-nt(M-2))(4-Hi-l-m(à-4-3)) ... (4H-n-t-m(à-4-Q) 
a*(4-+-n)(4-4-n-4-/n)(4-4-n-4-2m) . . . (4-HH-m(f — 4)) 

J x*+ i *'dx(a+bx m ) 1 ' -, nella quale ciascun dei coeflicienti A, B, C, ec. rappre- 
sentano al solilo tutto intero il termine precedente, i è un intero positivo , ed 
han luogo tanti termini in Serie e tanti coefficienti polmoni) nel termine fuor 
di serie quante unità sono in i, valendo per ultimo il segno superiore o l’in- 
feriore secondo che i i pari o impari. 

T. II. i 7 * 
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1 337 . Col meno delle due precedenti serie generali si otterranno assai facilmente 
x -±2m dx ^Z{1m+*) dx x ±m dx 

gl> integrali l; - , 2.° / _. x ~ 3° /- r.ducendo .1 


VP-*')’ 


\ («’-**) 


V (, ux — x ’) 


. x 

4 .° unto coll’un aegno quanto coll'altro a J - ^ , (<26t . 1 .») arc.ten—: ri- 

-^^=<1224)— y (a’— x’), e col segno 

K ( a — x 7 

1 dx « a 

/ ~ — -=(1261. 3.°) — — arc.ten- : 

x^(aW) V— 1 *F( X — a ) oj/— < * 

idx 


ducendo il 2.° col segno superiore a / ; 
dx 


inferiore a /■ 


trasformando il 3.° in x 
dx 


rt/n— j dx 


J. 


, e quindi ridncendolo a f- 

lx 


= (1261. 4.°) arc.ten v . — . Operando troveremo 
a 

(2 m — t )a'x’ m ~ ì 


y x(a — x) 

x' m dx . , , f x’* 1 - 1 

(2/n— t )(2m— 3>‘x’"- s 


2/n(2/n — 2)(2m — 4) 

a’ m arc.sen 1- C 

m 


+ 


2/n( 2/n — 2) 

3.5.7...(2w— < 'a*/"-*x j ^ 3 5 7...( 2/n— 1) 


2 4 6. .2 m 


2.4.6... 2 /n 


X- 


» i f ^ ^ * 

J x'my (a' ,’)= * { (2m — t)a’x’*" ,_ ' _ (2/n — l)( 2m — 3)fl‘x , »- , ~ t ” 

(2/n— 2X2/71— 4) 2 4 6...( 2m— 2) ) ^ 

(2/n— t)(2m— 3)(2/n— S)a 6 x‘"'- S 3.5.7...(2/n— l)«-x j 


111. 1 




f X- 

2maV # »- # 

( 2 771+1 

(2/n+0(2/n— 1) ' 


2/n(2m — 2)n*x*’»-* 4 6 8...2/na’«-*x’ 2 4 6...2/n«*>" | ^ ^ 

(2/n-+-()(2/n— <X 2m — 3 ) + ‘"^ 3.5.7...(2/n-H) ' + 3.5.7. ..(2m+l) J + 

dx ( 1 2m—l 

IV.» / — — — -=-y(a>_x’)J- — r-r+r-T7 

•^l'a+'l/Js'-i ) | 2/na x* r 


<y(a 

(2/n — 1X2/71 — 3) 


r’* 2m(2m — 2)a*x' m -* 




3.5.7. ..(2/n — 1) 


2m(2/n— 2)(2/n— 4)a 6 x’*-‘ 2.4.6 ..2/na’-x 


)) 3.5.7.. (2/n— 1) 1 

* 2,4.6.. 2/na’art-' J/— !*' 


arc.ten h C 

x 


2*-'m(/n- 
dx 

1 x"^(ax — x" 

2’(m— l)(m— 2) 


xmrfx ( / ^ ( x*~T i a(2m-l)x»— r a'(2m — l)(2/ n — 3)x«-j 

V ' Sy(ax^x‘) ' ^ j n 2 m(m — 1) 2’m(m — i)(m — 2) 

«■-‘(2/n — 1)(2 m — 3)...5.3.1.tt ) 1.3,5.. (2 m — Ó fl * a r )fn 2x 
n — l)(/n — 2)... 4. 3. 2.1 j 2’"t,2.3.../n « 

„ ( 2 2’(/n — 1) 

VI.» / =z—V(a—x)l h — — t 

J r’) ( a(2m — l)x m_ ì a’(2m— l)(2/n— 3 )x*~t 

2 m (m — l)(m — 2).,. 4 .3 .2.1 
n— 0(2m— 3)...7.5.3.1xi i 


lr--+- 


a’(2m— 0(2/71— 3X2/71— 5}**- 1 ' a'«(2m— l)(2/n— 3) 
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c dovran prenderti tanti termini nette serie contenute dentro parentesi, e tanti 
(attori net numeratore e denominatore del coefficiente del ternane al di fuori, 
quante unità tono in m, e mancando il termine al di fuori ae ne prenderanno 
m-H al di dentro. 

038. Questi valori moltiplicati per)/ — I daranno respellivamente,comc è cliia- 


J±2 m 


dx 


t— ( 2 m + i )dx 


X- m dx 


ro, quegli degli integrali 3.'/^——. 

4 339. Cangiata poi negli integrali 4.°, 2 .f del paragrafo precedente a in 


J*z2m 


dx 


al/— 4, e nel 3.° « in — - a, avremo il valore degli integrali 4.° / 

V * * J y{a'+x') 


5* J- 


r(2 m-M)^ 


•, 6.» /- 


Zm dx 


X (a‘-Kr‘) ’ J X (ai+x‘) 

040. 1 metodi esposti guideranno pure all’integrazione dei differenziali 

x~"dxp / tto’Zpr’), x ± "dxX / (±«5i')i x—"dxy (a’+x ! ), x ±n dxf/(ax+x 7 ), 
che moltiplicati e divisi respeltivameote per i loro fattori radicali, si ridu- 


cono il t.° a •+-> 


2±«j_ • 1—’i, _ 2 ±n, 

r " x ax di z£.x dx 

, il 2. a 


U 3.” ad 


a 'x n dx-i-x^~ n dx 


-, il 4.° ad 


V (± ax +*') 




y (a’-f-*') ’ X (ax+x’) 

041. Vogliasi per esempio Jdxy (-^a'^zx'). Coi segni superiori avremo 

, , . . , , dx( a' — x") dx x'dx 

J dxy (a — i’ - [■ — -=a'f / — ( f 337. i* \ 

J ; J y{a'- X % ) J x (*'-*') J ; 

d'are. sen — X (a* — x’) — —arc.sen—=-a’arc.sen — (— ~)/(a’ — x’)-f C. Coi se- 
x 2 2 a 2 a 2 

gni inferiori avremo Jdx\ (x'—a')z=y —ìdxp (a*— x*)s=>t«’ y — ( utre ten-+ 

2 a 

j|/(xW)4-C. 

4342. Qui poi torna a proposito l’osservare che gl’integrali espressi in funzioni 
d’archi di circolo posson comodamente trasformarsi in funzioni logaritmiche. 
Sia y il minimo degli archi che hanno x per seno, coseno, taog. ec. Avremo 
f *° xzz$tn \y ^sen(nn^jr) t preso il segno inferiore quando n è impari (794.68.* 70. 3 ). 
Or di qui e dalla prima formula del §. 822. si ha facilmente 

»«rà dunque in generale are. sen x = «ir -f- 
X( I — x*)-t -xy — ( |. 2.® x—cnsr=co*C 2 Mt-*- r) (ivi. 69 .*), -^-v— 


y-i 

y-i 


*±y (x’ — () | , e quindi arc.cosx—2nir-i- — — - 1 1 xhk)>' (x’ — I) j. 
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3* x=Uuigf=tang(nn-\-}'). Di qui e dalla tersa delle formule del $. *22,- 
i , — i , i ,i-bxy — i 

* ìy—i t—xy—t , 5 2 y—i i—xy—t 

ten.v.j z=seii a.(2un± : y)=i — cosj (779), cos yz=t—x, scnj=y (1 — (1 — x)’)r= 

y x(2— x), ±y—y ~_ f 1 | t — x ztV x ( x — 2) j. ed arc.teti.a x~2nn-y^—X 
i-x+yx^x-l) J . 

1343. Sia proposto ora di ridurre Jx dx(a-\-bx m ’f a Jx dx^a+bx' 1 ')^ . 

Fatto x =s ed (a-t-ix )^=u, la formula Judz—uz — Jzdu (1263) dà 
«4-1, , m.P 

, « m p x (« +bx ) bmp , n-hm , , m p — 1 

Jx dx(a+bx ) r =z — -Zj/x dx(a-\-lx ) r .Se io 

questa istessa espressione si scriva n+m, n+2m, ec. per n; p — 1, p — 2, ec. per p, 

. . i ■ i • r e-Ha . m p — 1 «-4-2/71 rojt— 2 

si avranno ì valori di Jx dx(a-+bx J ,di Jx dx(a-\-bx } , ec. 

«4-1 


e si troverà la seguente formula Jx rfx(a^-ix ,7I )^^=(a4-4x” , )^^* 


14-» 


bmpx" 'A 


bm(p — i)x^ 


bm(p—~ i'4-2)* Z 


ù 


( 1 -t-n-t-rn) (a+bx ) ( t - 4 -n-t- 2 /n)(a+Ax m ) (14-n4-m(i'' — 1 )){a-i~bx m [ 

ì< i< 

b m p(p— l)...(p_ i'-M) b+i 1 »i j , , , n\p~i' 

-*-/ , x dxla+bx ) , ove tutto st 

' 1 4*«X ' 4“«4-«t ) .- ( 1 4-a4'«r(t ' — 1 )) 

prende come prima (1334). Ora se p — i'=q, o se p — q—i' intero positivo, l'in- 
tegrale di x dx(a-\-bx 'J > si ridurrà a Jx dx(a+bx , il quale poten- 

do ridursi a Jx dx(a-\-bx 'p quando «4-t'm — im=r, cioè quando - — =« — i', 

m 

vi si potrà ridurre anche il dato. 

9 I 

Esempio. Sia da ridursi Jx*dx(t — x’) T a Jdx( 1 — x’) T ; si avrà n= 4, rt=l , 


i=— 1 , tn=2, p—^, rzz 0, q=i, p — qxzi—2. Dunque Jx*dx(l — x’) T =... 

5 3 

x'(l_x’)* _ 5.r’(l— x’)* _ 5.3 

5 H sT 


4~*/x*dx(l— x*)* ; ma (1334) /x“dx(l— x’)T= 


, , */ x7 7x' 7.5x' 7.5 3x\ '7.5 3.1 ,, , , « . 

d_x ) VòT iò5 - 4 ” oJ5 - 7TO) + mi Jd<i - x ) ; dun<!ne 


5 x«(l— X*) T 

/x«dx(l— x')T— -L 

3.5.3 . ■ „ 

— — fdx( I — x’) 7 4-C. 

lOs.tiV v 


■(!— x>) T (- 



3x ! 

3.5x* 

3.5. 3x' 

V0 

~ 4TT8 ~ 

”7086" 

”10.8.6.4. 
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1314 . Se i' ùa numero intero negativo si operi come sopra (1336). 

. _ » . 

Integrazione dei rotti Algebrici razionali 

Pdx 

434J. Debba integrarsi la frazione-^-, con P, Q funzioni intere e razio- 
nali di x. .Sex è in P a dimensione maggiore che in (), si effettui la divisione 
di P per Q fino a che non si abbia un resto R in cni x sia a dimensione minore 

. . - -, .... . Pdx . Rdx Pdx 

che in Q. Supposto q il quoziente intero, sara ~' q ~ —qdx-h ~~q~> e — 

Jqdx-h/^ , e come già sappiamo integrare qdx , cosi non resterà ad 

integrarsi che ricerca che coincide con quella dell’integrale di 

quando x sia in P a dimensione minore che io Q, il che dunque qui supporremo. 

P 

4346. Ciò premesso si decomponga la frazione— j nei rotti parziali da cui de- 

• Pdx 

riva (4302). E chiaro che la somma dei loro prodotti per dx equivarrà a — —, 

e la somma dei consecutivi integrali a Avremo dunque «e sapremo 

ad nno ad nno integrare tutti i rotti semplici nei quali si risolve — ; il che è 

in ogni caso possibile. Sappiamo infatti che queste funzioni non possono presen- 
tarsi che sotto una delle sei seguenti forme ( 4 80) —— , (ivi) . f 4 84 1 — 

J c— a ,v {x—a)t K J z’-\ -b’ 

-ddz Azdz Ade _ _4J X 

(Tq5>' (?+ò> * ln t0Ue 11 coefficient « A è costante. Ora J —=■ 

Adx 

'(*—«> (p_4)(x— a)p-' ’ 


(4257) AL[x — a) ; — A fdx(x— a' ~r =(i2S9). 

jt—xxfMìiAItz'+b): /^ = (,264 .2.-) ^arotanszyi; 

A 


V * 


b' J (**-4 -byT 


-d/*dz(z’-i-i)-r=(4259) — — — , ■ ■ . Quanto poi all'integrale del rotto 

“T -b)P 1 


Adt 


dz 


ì , , *• otterrà riducendolo, mediante il metodo del §. 4343, ad A /■ ss 

(z -W>)r J z'-j-b 


(4264. 2 .°) ~arc.tangzj/j. 


Esempj. Si voglia integrare dy= ~-—~ . Fo — ■ dl = Adx . + 4 - 


(a*— x*)x (a'_x’)x 
. trovo (479) As=± B=±, D=-L. perciò dr^~+~-- 
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ria _lx l(a — x) l(a+x) IC 1 Cx 

2a\a+x) ’ ° n 2Ò* 27~~ h S~~7' y\a'—x')' 


Si troverà 


pure 

Si»d/ 

Aidx 


, dx 1 C{ a+x) 

"a’ — x’ 2 a a — x 

(x 3 +x*-t-2)dx 


x(x— !)»(x-H)* 
B,dx B,dx 


„ .... Adx A,dx 

. Decomposta la trazione in — — — ) - 


(x-0’ 


. , , . 1 — - — , avremo, come si trovò (180.1302), A=x2 , A ,= 1 , 

x— 1 (x-1-1)* x+l’ ’ 


A,— — f, B i= — j , B,z = — |. Dunque djr=* 

dx 5dx 

2(x-M)’ 4(x-H) 


2dx 


dx 


3dx 


(x-0* 4(x — 1) 

, ,, r= 2u-2--ìK,-:»— ^j-IK-h-o. 


dx 


Sia dr='— — — — — , ove vedonsi riuniti i tre casi di O con 

J x(l+x)’(l+x+x) x 

fattori reali eguali ed ineguali, e con fattori immaginar] (1303). Posto x=Z - — 1 


per togliere il fattore trinomio (180, troveremo d/= 


1 6dt 


Pongasi dunque — ■ 


D 


(*_ 1 Xj-H)V-+- 3 )‘ 

Di At-i-B .. 


(z— lX»+0*(**-+-3) *— 1 (z-H)* z-H *M-3 ’ 

metodo ordinario (179.180) darà immediatamente C==*— , D = — — . Il metodo 

lo 8 

differenziale (1302) darà in seguito D,x= — i ; e di nuovo dal metodo ordinario 
NT-MU MT+tNU 
r*-p£/*i’ ~~~T*+U'b 

ai saranno stabiliti i valori di M, N, T, U. Or poiché nel caso nostro abbiamo 
Pel, iS=(z — lX»+0*, e deve porsi c— 3 y — 1, sarà secondo lo spirito del 

metodo M= 1, 2V=0, Tx=. — 4, U— — 4, e poiché b= 3, avremo perciò A=.~, 

lo 


mediante le formule A= rr ,_ r , B=x —- — ' - , avremo A, B quando 


4 dx 

B=x—. Da tutto ciò risulterà dunque djrxx- 


2 dz 


16 


2dz ^ (z— l)dz 


z— 1 (z-H)* z-H z*+3 


(z— l)|^(z*4-3) 2 1 t 

• r= l — (^hT — + -yì areta " 8 pi + Co,t ' == ‘ 


^ x^(x*+x4-l) 


1 2x-H 

-arc.tang — hC. 


(x-hi)* ’ *-h y 3 ' ° V 3 

1347. Dunque ogni differenziale frazionario e razionale s’integra o alge- 
bricamente , o per logaritmi , o per archi di circolo . La difficoltà consiste 
nel trovare i fattori di Q , difetto piuttosto dell’ Algebra che del metodo 
d’integrazione. Notiamo alcuni casi in cui oltre quelli già contemplati in 
principio (1260), l’integrazione di un rotto irrazionale può ridarsi a quella 
<li un rotto razionate. 


Digitized by Google 


263 


Xtlx 

I°.Sia — — , ove X è una funzione razionale di x. Se c è pò- 

J X fl-f-ix-4-cx 1 ) 

sitivo, si ponga — =«, — =£, c=x», e j/(a-4-Sx-t-x *)=x-K. Avremo x=... 


«—1 1 

2 “Ti 


, y(a-+-5x-i-cx I )=xf / (x+gx-(-x*)=*(x-f-;)= 


a— Sz-i-z 1 


, dx— 

2i — 6 ’ 

6 -+r ) vg j or j c [j e sost i tu iti in dr canneranno questo differenziale in un 
(2;— 6) * ’ 

altro della forma Zdz, ove Z sarà una funzione razionale di z. Se c è negativo , 
nel qual caso x sarebbe immaginario e Z irrazionale , sieno x — A, x — A' i fattori 
reali di primo grado in cui potrà sempre decomporsi il trinomio x % — 6x — a , e si 

Az*-t-A' 2z dz(h — A ') 

ponga A'— x=(x_A) *». Sarà xz=—^Jx= — y; ,V (<M-Ax— ex * )= 

xy'tx* 6x a)=xz(x A) , valori che come i precedenti cangeranno dy nel- 

la funzione razionale Zdz. Cosi se X=i , operando, troveremo nel primo caso 

d , dx ■— — — ,ed r=— — A(2a— ?)=— ~ l( — - — 2x 

\ (a-t-Ax-i-cx * ) x(2s — §) * \c c 


) -1 -Cost. ; enei secondo dy— 


dx 


2dz 


y (<H-Ax— ex 1 ) x(z* -M)’ 


2 2 s/A' — x 

ed>=(l26t .2°) —arc.tangz=x — — arc.tangy -^- -\-Lost. 

. dx dx . j- v 1 

Parimente se dyxx—— = — : — rr* e quindi A — ' 

J J/(l-t-x*) s (H-x»)J/(1-Hx») » H-X* 

4zd= „ , 2 

«=1, A=0, =1 , avremo la trasformata dy= — ^ ^ a ^ ~ , d onde yxz ^ t = 

. |-C, ovvero cambiando , come sempre è permesso, C in C— 1 

l-+-x’_x|/(l-+-x’) 

e riducendo, ^ ^ -+C, valore che direttamente si sarebbe incontrato , 

se senza far caso del metodo attuale, si fosse posto x*=— — secondo il metodo 


altrove accennato (1260.3°). Si apprende intanto nuovamente di qui, che gli in- 
tegrali ottenuti con metodi differenti possono diversificare in infiniti modi tra loro 
(1251); ma ildivario non dipenderà che dalla differenza delle costanti. 

Infine se dyxx , '!* - rr> « negavo, e poiché per x*— 1 ab- 

(a-f-Ax) J/ (1 — x 1 ) 

4 - » 

Li amo hz= — 4, , dovremo porre x = ■— — - S dal che si avrà yz=z — .... 

<-4-3* 

f — =( 1233 . 3 °)— - — — arc.eaiigzy d —~x = — ■ -T .^ arcX 

1 a-l-A-|-(a— A)z* F(a % — A*) ° r a+b F (a’— A ) 
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«a, l< V (< - j)(<, - g ).= 0342) 1 

* r (f-t-x)(a-+A) ' J/ (4 » — a 3 ) (4-«)^.(<_x) 

dx _ j i m m 


JI° -Sia adesso 


m J* rn 

(<-* )^(2x -f) 


Pongo— -j/(2x — f)=u ; 


x=u ; ed ho 


2m — f 


0 — x«)> dx(< — x*) 2/n — i i dx u dn 

— —=■*— u tm ; =u du. Di qui ;= ; 

X al * 2/7*-+- s x(< — X») 2/71 


2m — 2 ^ 

d’onde infine dyz= razionale. 

2m 


m — f 


111°. Sia infine djr= 


f— x*_^(f— «’•) j x m -'dxx=u ,m ~'du , e dj 


~H;~m dX m • Pong ° V ( 2x "-<)=“> « d h » 

(<— x- )j/(2x — f) 

2u 2m - 2 rf„ 


1 — u 


2m 


Metodi d’ integrare per Serie 


4348- Quando un differenziate non ammette integrazione esatta, si ricorre al- 
le approssimazioni, e le serie sono allora V ultimo compenso. Infatti riducendo in 
serie una funzione X della variabile x , si ha un seguito di termini monornj, i cui 


integrali riuniti danno un valore approssimato di JXdx. Per esempio , 


dx 

a 


xdx x*dx 




__ . A r dx x x 4 x * 

-ec. ; dunque J — — 1 

a-\-x a 2 a* 3à* 


zt-4-x 
•C« -+-;c= (455) 


^(1"+"— /C(a-f-x) . 


Così si ha =dx -X ’ rfx-+x<dx_x f dx-+ec.; ed r=x_~ -+... 

X 5 X? 

— — y-f-ec. =arc.tangx (822. <232.3°). 


Così d /• =■ 


dr 


£,/. =<2x(f— x 1 ) T =dx(t- 1 


f.3x* f^x* 

+ ~ ■ -- I «■) 


2.4 


2.4.6 


i f.** f.3x 5 f. 3.5x7 

i^=, +s+ _+__ 


-4-ec.= are .senx(82 3. f 232.4°). 


1349. Bastino questi esempj ; ma il seguente Metodo d * integrar per parti 
dà delle serie più convergenti. 

La formula d(Xx)=Xdx-+xdX dà /Xdx=Xx—JxdX ( 1 263.2°). Sia d Y— 
X'rfx; dunque /xdXxx/X’xdx ; e fatto xdxxxdz, onde sarà JX‘dz=.. 
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X'i— JzdX't=\ (X'x * —Jx'dX'). Sìa dX'-X"dx; dunque Jx'dX'^ JX"x'dr, 
« fatto x'dx-dz, ondc^=i, sarà JX , 'dzz=X"z—/zdX"=' 7 (X"x ì —Jx'dX''), 
ec. ‘Sostituendo questi valori nella prima espressione si troverà JXdxszXx — 


i!x-. 

2 


— — — X 1 ' X"'-+- — — ■ 

2.3 2.3.4 2. 3. 4.5 


X' v — ec. , ovvero supposta dx costante, on- 


J dX V1 ddX JVI dX' m ddX . . , v T'dX , 

de — =A , — - — =aA , — — = A — — — , ec., si a via [Xdx-sx Xx — >-f- 

dx n r- dx dx* * 


dx 7 dx 
r'ddX x*dddX 


2 .dx 


2.3 dx 9 2*3Adx' 

, -, . , . . /7i— — 1 d'X. W“~2 

4 350. Sia per esempio X ir , onde — ss m(m — 1)(<M-jr) , 

dx 

ddX m 3 m 

— — =m(/?i — 4)(/n — 2)(a-+-x) , ec. Dunque JXdxzzz (4259) (a-f-x) =C-H 

. x /7i — I . m — 2 . m 

mx(a- f*jr) — ^ m(m— 4)x*(<H-x) -+• ec. Fatto x=0, verrà C=a ,ed 

. . 771 m 77*— 4 . „ % 77* 2 

(<*-f-x) =<* -f-77ir(a -f-x) — j m(m — i )x 1 (a-f-x) -{-ec. 

• dX ddX 

-1 35 < . Sia X^za x la; sai* & —=xa x l* a, - — esaW^a.ec. , il che dà fXdx~.. 
dx dx y 


(1258) a* — C-H* x jr/a({ — J */<«+• — — x*/*a — ec.). Sia jr=0, si avrà C=4 , ed 

ar=l+axxla(l — fxla-)-e c.); dividendo per o r , verrà 4=a _ -r-t-xla(4— yx/u-t- 

x'I'a 

ec.). Dunque a-*— ( — xlcr(l— yxla-t-ec.), e cangiata — x in x, u x — l- 4 -xl<»+ — — 
-4-ec. (464). ~ . 

Integrazione delle funzioni Differenziali Logaritmiche ed Esponenziali 


4352. Vogliasi JXdxl*x. Posto lxz=y, e successivamente Xdxz=dz , zdy=z 
da, udr=dt, tdyz=ds, ec., l’ integrazione per parti (1349) dà JXdxl x=zy i 

—ny 1 tH-n(n — l)r" 2 f— n)n— l)(n— 2)jr W 3 ,t+ec.=f”x JXilx-nl 1 * xX 

.dx n — 2 dx dx , „ Jt — 3 dx dx 

J — JXdx+n(n — 1)1 x J — J — JXdx — n(n — 1) (n — 2)1 xj — J — X 

x XX XX 

J — JXdx+ec. Cosi se n= 3, X=x*, verrà JXdx=z — , /— JXdx = ec., • 
x 5x5* 

, , , ,, x 5 31 *x 61x 6 

Jx*dxl>x=x—(p x ; )+C. (4252.VI 0 ) 


5 ~ 5 ’ 5 « 

4353. Se n sia negativa, fatto Ix =y, e successivamente d(Xx)=X'dx, d(X'x) 

Yì'j , , , , . Xdx r Xxdr 

— a ffr, ec., verrà dx—xay, e con lo stesso metodo si avra / =/ — ^ 

J l'x J j- 
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ilGG 


r . XI x Xi'l'x i 

«_4 { X+ »_2' 1_ (n — 2)(n — 3) » (n— 4 )(b_2)...2.4 


X'7’ x 


("-<)* 

0 . 


. Cosisen=3 ed X=2x(/x— 4),si * ,a X'=2x(2lx — 4), X" — 8xfx, 


/- .. 

e =~{ (2x/x— 2x-4-2x/x(2ir— 4 ) } + 


772 X 171 X , , , “ 

4354. Debba ora integrarsi a Xdx. Posto a rfx=di , onde — = I 
(4258), e fatto successivamente dX=X'dx, dX'=X"dx, ec., verrà col metodo stes- 
mx Y , „„ x (”) 

”■ > “-TE I x -=5- h S5~*=3*’ >"• “ ” f ” d ‘ " F ‘ * 

per » pari , ed nè determinata da X*=Costante. Così se m — 3, ed X — 3 x*(x/x 
-+- 4 ), si X'=3x(3xfa+2), X"=6(3xfa-H) , X"'=48/u=C, onde n=3 , e 
a’x . 3x(3x/a+2) 6(3x/a-H ) 4 8/« 

y3« ,r x*dx(xfa+4) = — (3x*(xffl+4) h c^. a 27 IW 

=^o ,T x J -)-C. 


mx vt YV -r 

4355. Dunque Je^Xdx-- { X— — +-..± }• Così con ro=2, ed 

n J m t m n ’ 


00 . 


X= 2(a — x)(a — x — 4) , verrà X' = 2(2x— 2a+4) , X"=4=C, onde n = 2, e 


J2t? X (a — x)(n — x— 4 )dx= (2(a— xX*— *— 0- 2x-+-2a)=e^(a_x)*-4-C. 


2x 


2 x, 


dx 


4356. Per aver P integrale di-—- porremo il valore di a (4354), ed avre- 
A. 


a dx dx . xdx x*<ix , « r e ^ X r» . /_ > 

«no J-—SZJ—+UJ — hec. Di qui J—-=C-{-lx + 

dz 


1 % Z p~ 

x-+- i — hcc.; esc c* ~z f si avrà J — =C4-tf*-4-fe’+- T2~3~^ eC * * e 

(4225)==r, sarà J~=Jz. ~xx/xdjr=xx^fydz=zUz-~/llxdz, e 


dz 


JUzdz=zllz— J -=zllz—C—llz-lz—tc. 


Interazione delle funzioni differenziali , ove entrano Seni , Coseni, ec. 

senny 

4357. Poiché fdxcosx=xsenx,c Jdxsenxxx— cosi, sarà Jdycosnyxx — — -, 

cosny , sen' l ~i~' z 

ejdyseunvxx i , [ài coszsen'zzx — -, e Jdzsenzcot'l—— . . . 

J - n J «-H 
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co, "~ t ~ ~ , Similmente f dyseny eosayx=(7 95) ‘fdysen (a+i)y — jfdyX ■■ 
Zi-M 1 

cos(«-H)y costa — ()>' . „ , , 

senta— O t — — — ■— — — ( - . Sarebbe lo stesso per dx senx senax , 

2(a+t) 2(a— 1) 

dxeos x cos ax y ec., e si tratterebbe colla stessa facilita dx stnx senax cosbx, ec., 
riducendo questi prodotti a seni o coseni semplici. 

dy 

\ 358. Vogliasi Jdxsen n x. Fatto senxxsy, onde dx=-^ ^ ftara J^ x X 

yH(J y t . 

sen"x= f *- • , che a' integrerà tri aolito (1335); dopo di che non reetera 

KW) 

cosx 5 

che restituire il valor di_y. Cosi troveremo fdxsen 6 x— C- — (sen x -+- X 

5.3 5.3.1 . _ cosx 4sen’ 1 x 4.2 

ae/j’x+ 4 — renx)-h 6 — x; e Jdxsen s x=C — (seu^xH 1 — — ). Nel 

modo stesso potrà ottenersi Jdxcos’x, ponendo cosx=v, il che dà Jdxcot*xxx — 

r i v . Facendo x=90 ° — y , e per conseguenza dx = — dy, senx=cosy , 

V(l- J") 

cosxxxseny, avremo il valor di / dycosny ; e si troverà per esempio J dtcos c y 

1 5 , 5.3 5.3.1 , , _ seti r _ 

—C-i-—senj(cos^j-<r - cos’_y-+- — cosy) -+- v; e Jdycos>y=xC-i X 

(cos*j -y—^-cos »_y-+- (1252.VII) 

1359. Vogliasi anche fdysen ycos y. Fo cosy—x, ed ho fdysen yX 
tu m—i 

cos' l y= — Jx ‘dx(1 — x») 2 , che riduco (1334) o a — /dx(l — r 1 ) 2 -^a 

m — 1 m-f- 1 

m . se» y 

Jdysen y se n è pari, o a — Jxdx(\ — x 1 ) 2 = — ^ ■■ ^ ' ■ se n è impari, 

Z7l-i“l 

m n - sen y , n — 1 

e restituiti i valori, ho fdysen ycos y = L-\ < cos y-f- 

rn-t-zi t 


(zi — l)cos y (n — l)(;i — 3 )cos y 

m-t-n — 2 (m-t-n — 2)(m-f-» — 4) 


(n . — -1 )(/: — 3)...l 
(zzz-f n)(»M-i»— 2). .(/zz-+-2) 


, , m , . . . . , (n— l)(n— 3)...2sen”‘ + V , 

fdysen v se /i e pari , e se e impari H — — 7 Tv • ^ OSI X 

J J J r 1 (»z+«)(nH-/i_2)..(/B-4-à) 

coj’j'sen^^C-t- jsezi 6 j(cos *^+y)=C-4- 5 sen e y(y—sen * > ) 

. dy 

1360. Consideriamo ora i rotti , nei quali entrano seni , ec. : 1 ". / — ... 

seuy 

f — (791.46*) = [• sxltanst jy (1231.1225). Fai* 

^ 2sen J ,cos^ 7 cos * * , ta/ig * y 8 ^ ^ 

to yz=90" — z, avremo 2". j ———-ltiwe(i5°—jz)=z — Icotf.y' -y - 1 z) (793.7°) 

c osi 
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, ,d rcniv d(sent’) , ,, _ jdrsenr 

x=-lton»i(4S -f-yOi 3 . / — — / — j=dsenj*xx fdycotr; 4 . / * — 

«f/tj 1 seny ~ cosy 

-rf(«wr) 

=y — = — lcosy=zUsecy=z Jdytangy ; ec. 


dr 


d> 


dx 


<361 . Se cerchisi J — ■■■ ' - , fo se/i k=x, ed ottengo / — =r f — — 

J sen»r jc») 

che le formule del mini". <337 sempre inoreranno. Nel modo medesimo facendo 

• . dr % , drcos u y 

co» r=x integreremo / . Dopo ciò saia tacile integrare— , poiché 

*cn*y 

. . drcos*H-'y* dfaeiirV .. . . 

se , si ha - ■ - ■ " ■=— — ( f «sen* v/, che , fatto jen r^s , di- 

sen n y sen"r 

venta z — *dz(i — ;•)* integrabile (<260.<°), giacché qui A: è un numero intero e 

« _ t „ drcos' k Y dr(< — seri*))* . 

positivo. Se rn=2k, allora — — =— •, espressione che sviluppala 

scn\) scn»jr 

s’integrerà per mezzo della formula J .Lo stesso sarebbe per J — — 

scn m y cos 9 y 

<362. Sia dz= ■ — . Posto co s >=x, ho dr=— - — — . e r, — ~ — 

«-f -bcosy ~ v J/(<_ x >)* 


/ dx z — x}{a — o) 

— . —(<317) — • are* tansy — — . Or poiché in 

(n — x 1 ) y («’ — i 1 ) (t-+-x)(u-(-6) 

, avremo dunque allresi ; =x 

(<-f-x)(a-t-i r ') 


1 


Krnei *\e arc.lansp— (787 .H*) arc.cos 

\ (<+/>*) 

2 ,(1-Kr)(rt+/,) 

■ — —arc.coty — — .Fallo perciò a’ — sarà 1/ , - 

X («*— i*> 2(«+òx) ' ' 2(a+bx) 

. . _ _ H -cosmz , ax+b i 

zz-cos t mz— (797.9 I )J/ .Di tini cosmzz— , e z = ——are .cos X • • • 

2 * a-\-bx m 

< acosy+b . ... 

r .arc.cos ~ , espressione osservabile. 


ux-+& . r dy 

? c,oi J 


a-\-bx 


a-+-bco»y J /(a * — £*)’ a-f- bcosy* 


‘ Integrali definiti 

<363. I metodi fin qui indicati per ottenere il valore esatto o approssimato 
HelP integrale y= JXdx t mentre danno questo valore in termini finiti , lo lasciano 
peraltro indeterminato, sia per motivo della costante arbitraria che indispensabil- 
mente ne deve far parte (<254), sia perchè la variabile x non vi ha essa medesi- 
ma alcun valore assegnato. Non cosi accade se in luogo dell’integrale preso intui- 
ta l’estensione di cui è capace, se ne cerchi una semplice porzione chiusa frali- 
miti fissi e prescritti , come sarebbe da fino ad xz=b. Infatti se P\ P n sieno 

i valori respettivi e particolari di JlLdx quando vi si poue xr=n, x=b 9 saranno y 1 ^ 
= quelli di rd a x=0 fino ad x=a t e da x=0 fino ad x=£, ed 

y u — J J — P'*— P* quello della sola parte compresa fra x=n, ed xxzb, espressione 
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afr) 

che più non contiene l’ arbitraria C, sparila inforca della sottrazione , e che è 
composta da P", P’ funzioni non più di x ma V una di 6 l’ altra di a. Cosi *e 

per esempio vogliamo il valore di J --^~arc.senx-+-C t preso da x^j- li- 

no ad x=f, poiché con x=^. si ha arc.senxxxarc xcn\ zzz jit (781 .2°), e con x=zi 
si ha arc.senxz=xarc.sen\ =j7r , avremo P'=j7 r, P"=J 7r, e P’ 1 — Phss-Jjr, che 

/ dx 

— preso da x_= J lino ad xz-sfl. 

In egual modo troveremo che l’integrale J ^ - =/C(l-4-.r) (1259), preso di 

x=0 fino ad x=l, ha per valore il logaritmo iperbolico di 2 (1225). Ora a que- 
sti integrali compresi tra i limiti risultanti da due valori attribuiti alla variabile, si 
dà il nome d’ integrali definiti, lasciandosi P altro <P integrali indefiniti a quelli 
pei quali questa restrizione non abbia luogo; ed è chiaro che mentre gli ultimi 
hanno un valore indeterminato , i primi Io avranno sempre determinato c costante. 

1364. La parte d’ Analisi relativa a questo genere d’ integrali è cosi feconda, 
che la piena collezione delle memorie già scritte in proposito dei medesimi si e- 
stenderebbe a molti volumi. Le più delle indagini vertono intorno al modo di as- 
segnarne il valore, specialmente qualora quello dei correlativi integrali indefiniti 
non si conosca; come pure circa le singolari relazioni che risultano dai loro pro- 
dotti e dai loro quozienti ; oltre P uso prezioso che poi se ne fa nella soluzione di 
molle equazioni differenziali , nella dottrina delle serie, e nel rendere più che sia 
possibile prossimi «il vero i valori degli integrali indefiniti , incapaci di essere 
espressi sotto forma finita e completa. Tutto ciò non avendo alcun rapporto imme- 
diato e necessario con quel poco che abbiamo in animo di soggiungere per dar fi- 
ne a questi elementi , ci asterremo perciò dall’ internarci maggiormente sul presen- 
te soggetto , avuto anche riguardo alla sua sublimità non compatibile con la natu- 
ra di un’opera unicamente consacrala ad uno studio primordiale. Ci limiteremo 
adunque a darne i tre seguenti piccoli saggi. 

dz z*dz 

1°. Vogliasi il prodotto dei due integrali , J - — presi da 

x=0 fino a ?=4. Le formule del num°. 1335 danno fra i limiti x=0, x=f, . . . 
c* r dx 3.5.. ..(2r — <) n x 2r + l dx 2.4.6. ...2r 

X T" ’ J 


J: 


J/(!_r«) 2.4.6... .2r 

x 2 r dx r x 1 r+'dx 

"V (<-*’) ’ -'!/(<-**) _ 2(2r-H) 


2 

ir 


3.5... (2 r-H) 


. Dunque 


• Or si cangi x ini’, e si ponga r= — j; 


avremo J 


dz 


z 2 dz ir 

„ . / — — , valore richiesto, perche in forza dell’eqn*- 

V0-~‘) * 4 ) « 


zionez*:=x, ben si vede che z ha qui gli stessi limiti che ha x nel prodotto ge- 
nerico precedente , cioè 0 ed come esige la proposta condì zinne. Abbiamo qui 
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270 

dunque un esempio di an prodotto noto e finito proveniente da due fattori, niuno 
dei quali preso separatamente sarebbe integrabile. 


FI°. Vogliasi il valore dell’integrale fe~‘*dt, preso da t—0 fino a t=oo. 
Si ponga x = *-?*• nel prodotto generico di cui abbiamo fati’ uso di sopra; tro- 


J j/(l_e-*»<*) == 2( 2r -H) ’ 


valore che 


avrà luogo da tz=z 0 limite corrispondente a quello di sc=4 , fino a t—a> limite 
corrispondente ad x=0. Determiniamo frattanto le due arbitrarie q ed r per mei- 

tdt ~ t% 

*0 delle due equazioni 1*. q(2r-H)=l ,2*. q= 0. La 1*. darà 4 q* f -y 

3 J/(t_e- 1 ‘»«’‘) 

J ■= ' qi r ; ovvero dividendo 1 equazione intera per q , e quindi 

f/(l_«-*»‘*) T 

r tdte— 1 ' . r»tdte-‘ *'■'+'» n r 

1 due radicali per 2q, 2 / — - / — — La 2*. 


ridurrà le quantità sotto il segno radicale a (1297). Avremo dunque 

2 Jdte — **. Jdte — 2 (J'dte — )*; d’onde infine Jdte — tr. 


ed il segno inferiore corrisponderà al limite t— — so. 

111°. Sia djr=xdxfx , e si cerchi il valore approssimato dell’ integrale }'— 
Jdxfx da x=o fino ad x—a-\-m, supponendo che già si conoscano i valori A,B, 
C, E,..MAi 1 fx, dati da x=a, =xa-\-b, x=a-A~c, -xza-\-d,...xxa-\-m. Avremo pri- 
ma di tutto (1363) jdxfia-f-ni) — fdxqa, ovvero poiché x=a rende dxx=da t 

J'—J daf(a-+-m) — fdaya. Applicato il Teorema di Taylor (1281) allo svilup- 
po di Jdaf(a-\-ni), e fatto per comodo da—i, e rammentandoci che fx deve 
in ipotesi cangiarsi in A quando vi si pone x=a, e perciò fa— A , troveremo 

mA+~dA-f-~d’A+^- d ì A-+-ec. Avremo inoltre 
2 2*3 2.3.4 

i» 5 1 5* 

B- y («4-})=^+Mi+-il » A^—d'A-hj-^dU-hK. 

C=v(a+c)—AJrcdA+^-d * A+Z-d'A+^—dlA-f- ec. 
rv ' 2 2.3 2.3.4 

E— f(a-ht) — A-i-edA-h — d 1 A A-—.d ì A-+-^-A\A- J t- ec. 


//I* 

M=f(a+m')z=A-\-mdA-\ — —d* A- 


— d'A- 1- 
2.3 2.3.4 


d^A-hec. 


Si ponga adesso II*, j =^4l+Bz,+Cz,-A-Ezi+ ec. Se in questa 
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»’ introducano i precedenti valori di B,C,E, ec. e quindi si confronti con la I*. 
ciò che allora diverrà la li*, otterremo 1» equazioni 

1». s+i^Ji+Sj-Hc—m; 2 *. t+ez*+e2 j-+-ec.={ m * 

3*. 4*».-H! , ij-4-«* 2; 3 -+'ec-= j — j— rn'.ec. 

eguali in numero ai valori noli A,B,C, ec. di <fx, e che serviranno a determi- 
nare altrettante delle quantità incognite 3 ,s„i a ,z 3 ,ec., le quali sostituite quindi nella 
11*., daranno quello di jr Unto più esatto, quanti più saranno i suddetti noli va- 
lori di yx. Cosi se questi non sieno che due, cioè A,B, sarà BxzM , a-t-4 
=a-Hn, quindi 4=m; e per determinare y avremo le due sole equazioni z+z> 
=m, j,={m, dalle quali traendosi z=\ m=z,, la II*, dunque darà y = jm(y«-+- 
y(a-f-m)). 

Che se si conoscano A, B, C, sara C=A/, u-f-c -rsu-l-m, e c=m; e qualora 
per maggior semplicità vogliasi supporre che x cresca di eguali intervalli, ed ab- 
biasi perciò a+4=a-t-|ro, e b=\m, potremo determinare x, z„ z, per mezzo 
delle tre equazioni z-+-Zi-+-®*^xot , y/nZi-|-mz*= j m* , jm* z,-4-m 1 z, == y ,n * 
che daranno z=' s rn , z,=^.m, z, = jm; e poiché 4= jm, e=m rendono 

®(a-+-^m),C=p(a-t-m), dunque — m { fa-+-4f (a-hj m)-i-y (a-f-m) | . 

Parimente se si conoscano Affi, E, e quindi sia u-4-e=a-+-m, e=ra,ed E - 
e si continui a supporre eguali gli aumenti di x, il che darebbe 4= j m, 
c-\m , B=y(a-t- jm), C=p(tM- ’ m), troveremo | ya-+-3y(a -+- 


3p(a-Hym)+f (a+m) J (come in egual modo 


troveremo y =■ 


7pa+32 f (a4- 


^ OT )-4-t2p(a-(-'/n)-l-32p(n-i-|m)4-7p(a-(-m) | se si conoscano A,B,C,E,F ; ec. 


<365. Questi successivi e sempre più approssimati valori disconosciuti tra 
gli Analisti sotto il nome Ai formule di Cotes, sono d’un uso vanteggiosissimo nel- 
le Matematiche applicate e specialmente nell’Astronomia. Per farne una facile ap- 
plicazione sia y — J ^ X — ,e vogliasi il valore approssimato di y da x=0 fino ■ 
1-f-x 

x— 1, che come sappiamo (t 363) corrisponde ai logaritmo iperbolico di 2, ossia a 
0,693 1 5 ec. Avremo a =. 0, a-f-m =:), e quindi m= 1. Sarà inoltre y* = ^ , 


e fatto successivamente x=a=0, =a-)-/n=l, — 1 , =a-+-2m — y, ec. , 

avremo ya=) , y(u-+-m)= j-, f(a+jm)=^, y (a-4- y m)= y , ec; quindi le formu- 
le superiori daranno una dopo l'altra le seguenti approssimazioni : yzx 0,75, V 
0,694, ^-=0,6937,^=0,693)7, l’ ultima delle quali non differisca dal vero che di 
circa due centomillesimi. 
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3-7 2 


Condizioni d’ integrabilità per le funzioni differenziali di qualunque ordi- 
ne, e con qualunque numero di variabili ; ed integrazione di quelle che vi 
loddufanno 


4366. Il tliflerenzinle Xdx di primo ordine, e in cui X sia funzione della 
fola x, potendosi o esattamente o per approssimazione decomporre in termini 
della forma px m dx, è nell’uno o nell’altro modo sempre integrabile. Anzi, se 
dx sia costante, con gli stessi due metodi integreremo ancora Xdx*. Infatti po- 
sto JXdx=Y-\-C, sarà dx/Xdxzx(i 256} /Xdx 4 zz= > dx-\-Ctlx , e nuovamente 
integrando, J fXd x * =Jydx-i-Cx-t-C' ■ Deipari dxj JXdx 1 =/ JXdx^—dxX 
f jdx-r-Cxdx+Cdx, e fffXdx'zxJdx/ydx+Cx 1 -\-C'x-yC', ec. Così, se 


m - M 

X=x% avremo y=z — -, fydx 

m-r~ i 


_m-+- 2 




, JdxJydxxx 


j.m+3 

^X^X^Ta)’ e //y^^’= (ra+0(m+2)(m - + 3)-+Cx.+Cx-HC-'. 

4367. Ma se rfx non sia costante, o X sia funzione di piu variabili , poiché 
allora i differenziali superiori al prim’ ordine nel primo caso, e quelli di qua- 
lunque ordine nel secondo risultano da più termini legati fra di loro eoa 
rapporti dipendenti dalle leggi della differenziazione, non ogni espressione di tal 
genere a capriccio composta, rappresenterà differenziali esatti ed integrabili , ma 
quelle sole lequali risponderanno a determinate condizioni, che preme di stabilire. 

4368. E prima di lutto in ogni termine d'un differenziale dell’ordine « le dimen- 
sioni formate dai differenziali delle variabili dovranno esser tutte del grado n, con- 
siderate d"x, d n y, ec. come dell* ordine stesso di dx", dy*, ec. (4 216). Infatti sia 
uz=f(x, > ): sai* a dux=Adx-{-Jjdy (4238), ove A,B non essendo che funzioni fi- 
nite di x, > (ivi), i due termini non conteugon dunque i differenziali dx,dy che 
alla prima dimensione. Sarà inoltre d 2 uxxAd 2 x-\-dxdA-*rBd 2 y-\-dydB ; ove 
il pvimo e terzo termine non contengono che d 2 x,d 2 y differenziali di second* 
ordine e quindi della spconda dimensione; e negli altri due tanto dA, die dB 
come differenziali primi di funzioni finite di x,y, non contengono che dx, tljr 
alla prima dimensione, dal cui prodotto per dx, dy risultano le dimensioni se- 
conde dx 2 , d rd y, dy 2 . E cosi potremo ragionare rapporto a d^u, d*u, ec. 

4369. Inoltre se w~i, già sappiamo (4250.2°) che d^=Adx~^Bdy-\-Cdz-^ 

ec. non può essere differenziale esalto, qualora non abbiasi 



(£)-<£)■( fM£) , ec. Verificandosi queste condizioni il diffe- 


renziale potrà integrarsi cou la regola nota (1262). .Sia per esempio dyxx' 


ydx — xd y 
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. - X — x . dA x 1 — y » dfi 

x*+y*’ x'+y*' H dy ( *»+>■»)• rf*’ 

de il dato differenziale è integrabile. Applicata la regola troveremo 7 = 

^arc.tang h j are .C 0 [L (<233.3°.4°). Si cliiami frattanto z l’arco clic ha per 

y x i 

x , x y » 

tangente — j sara — — tnngz, ed — zxxotz, dal che si ha dunque arc.cot —zzi . ... 
X y * x 

x . , x 

arc.tang—, e quindi <f= arc.tang — , come già si sapeva (<243.3°). 

<370. Ma sia n qualunque, e <i"s funzione delle variabili x, f e dei loro 

differenziali fino all’ordine n con rlx costante. Facendo ~=n . ~-==n — r 

dx dx ’ dx ’ 

ec., cioè dyx=pdx,d tyzxdpdxxxqdx* ,d?yz=dqdx * —rdx', ec., d»q diverrà fun- 
zione di x,y,p,q,r,e c., e del solo differenziale dx , che dovrà in lutti i termini 
trovarsi al medesimo grado n. Potrà dunque d n <f rappresentarsi generalmente con 
Sdx". ove § sarà funzione delle sole quantità finite x,y,p,<], r, ec., il cui nu- 
mero dovrà essere manifestamente «- 4 - 2 . 

<37<. Si supponga intanto che fidi" provenga da una, due o più differen- 
ziazioni o di una funzione finita o di una funzione differenziale di un ordine co- 
munque minore di nj e sieno udx n ~\ u'dx’ 1 2 , u l 'dx n ~ 3 , ec. i suoi inte- 
grali primo, secondo, terzo, ec. D "~~.e per la possibilità di una, due o più 

n ri — < ri — 1 

integrazioni di 6dx», dovranno verificarsi le equazioni ff.dx z=udx ,/udx 

zrzu'dx » Ju'dx xxu n dx , ec., o piu semplicemente fidxxxdu, udx 
x=du', u'dxxxdu 11 , ec. 

Ora quanto alla prima, si ha (4 248) 

ea-=j.=(*y»+(i“ +«.,«, -tedi 

nxtxtxtx- 

/d§\ se i’a \ sd' t u\ / d*u \ /d*u\ 

\d r y\d^ry) + d^dy) r+ee - 

(d%\ sd*U\ ( d*u\ /du \ /d*n\ /d'us. 

VV Xdldp) + Lydp}' + (Tr) + {dp^yXdqdfi) 

( d6\ y'd^uy. /d*u\ /d*u\ / du\ /d 2 u\ 

\dj) ~ {dTdq ) + \dPq) P +\dpdq/ ,+ {Tp) + \d^ / ^ 

ec. ec, ec. 

T IL 18 
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(dó\, f d* ff\ sd*v\ fdu\ sd*u\ 

G- 9 > r= v^/ x+ w7^/ r ^d t J q y p - \dì} lx +(a^) J, '+ r '- 

ec . ec. ec. 

IVI* essendo i coefficienti ^ 9 Cd~^ 9 ** ^ ,inI ' on * c#s ‘ P ur * ^el- 

le variabili contenute in u, si Ita parimente 

'(£H SHSWj>(S>h* 

■O 

dunque, poicliè (4230.2°) ( - — - ) = ( - — ; — ), fatto per comodo ( — 1=2^, 

\ amati / ' dndm / \ ory 

($'= ■''■ (^H ? - ”• ff •É'* (£) ■ ■'’“(£ ) + 7 , x 

^■oXtìXXt)- 

4372. Ora se, come abbiamo osservalo (4370), in Gd: r" ossia in 6 le variabi- 
li r, y, q, r, ec. si trovano in numero di n-f-2, saranno n-M io udx*— 1 os- 
sia in u : onde, ponendo successivamente fi=H, =2, .=3, ec. , u sarà funzione 
soltanto di x, ^*nel primo caso, di x, r, p nel secondo, di r, v, />, q nel terzo, ec. 

«d avremo quindi per w=f , P ^=( -p ^ , A=ss-r-</P, e<l 2V — dP=r= 0; per n= 

\df/ dx </.t 

’• <?=(£)• '■-O+ff'a 

X J ‘ Q ^ : p« «=>,''= (^)-9=^)+J/' , . , ’=('jp+j7«?- 

* /? , A' = rfC— — — rf * ()+- -b/T fl, ed A* — - p// , + * O 

«ix* dx rfx» x </x‘ rfx rfx» x 

^--4'R = 0 , e io generale , qualunque siasi il valore di n, 2V— — dP H X 

dx 1 dx r/x* 




— ec.=r0, formula esprimente la condizione necessaria 


perchè possa aver luogo P equazione fjd.rz=Ju, ossia perchè possa integrarsi una 
prima volta la funzione $dx n 9 o la data d"y differenziale dell' ordine n. Eulero coi 
principj del Calcolo delle varia ~ ioni , del qualo daremo noi pure in ultimo qualche 
accenno, è pervenuto a dimostrare altresì che questa condizione è unica, di modo 
che quando sia .soddisfai la , la funzione d n y è senza dubbio una prima rolla inte- 
grabile. 
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♦ 373. Ma perchè possa integrarsi una faconda Volta, e sussistere ancora l'altra 
equazione udxsxdu 1 , osserveremo thè lalomiadi questa equazione ricade in quel* 
la della precedente , cangiatovi solo 6 in u ; dunque potrà concludersi la condizio- 
ne per la sussistenza di questa, itili aducendo lo stesso cangiamento nella formula già 

trovata per la sussistenza dell’altra, il che darà per nuova condizione 

di -y- Vf~r— d * ec ’ “ Ma dai valori già trovati per 

di \dp/ dx* \dq J dx' V dr/ 

P , O, ec. è facile- dedurre che ( ~ dQ~{— — d * R - — ec. ; 

\dy dx d: r 1 ax 5 

( , \=0 — — d -d 1 ec . ; ( \=JR — ~~dS-h ec.; sostituendo adun- 

x dp/ dx dx * v dq' dx 

2 3 4 

q»ie si troverà P— -~dQ-\ d * /?— — • ■ ec. =0, condizione necessaria 

t/r dx * flx’ 

perchè possa integrarsi una seconda volta il proposto differenziale. 

Con simile raziocinio ai troveranno per condizioni d’ integrazioni ulteriori 

O — d X S— ec.=0: R — -d * T» — ec.=:0, con legge assai 

dx dx* dx dx* 

manifesta. 

♦ 374. Frattanto si concepirà facilmente: ♦*. che queste equazioni eguaglie- 
ranno in numero l’ordine della proposta; 2°. che se oltre x,y si abbiano in 

le variabili r,w,ec., ponendo =<?', ec.,— ec., sarà 6 fun- 
ai dx dx dx 

«ione di X, \,p, q, ec., r, p\ q', ec., u, p\ q", ec., e fauo 

=P’. ^y~^==A" , ' > ^— ^==.P' ',ec., olire le stabilite equazioni tra 

A r >P,Q, ec., dovranno sussisterne delle simili fra IV, P ', p', ec., I\ n 9 P t, ,Q l, 9 ec. 
Infatti poiché r, «•>, ec.sonoindipendeuti da v, e come costanti rapporto a questa va- 
riabile, la loro presenza nella funzione non distrugge nè altera le condizioni, che uni- 
camente si riferiscono ad yj e dall’altro canto se queste si verificano riguardo ad /, che 
in somma non è che una variabile qualunque, debhon dunque verificarsi cncho 
per r, w, ec. 3°. Perciò le equazioni di condizione per ciascun ordine differen- 
ziale son tante quante le variabili meno la x, il cui differenziale è costante. 
4°. E questo numero e le stesse equazioni condizionali avran luogo ancor che 
manchi dx, e per conseguenza x nel differenziale proposto; mentre ciò non im- 
pedisce, che possa farsi dyz^pdx, dpszujdx, eo,^ ed aversi d*o~£dx* con tutto 
il restante. 5 ° Potremo pei ciò usarle anche nel caso di dx variabile., o di 
funzione della soia x , ponendo x-zxv, e trattando u al pari delle variabili ^*,z,ec. 

♦ 375. Ma si \ cit£>a agli esempj, e sia l°.d % &~ (xd 2 jr-+-2dxdj)cosj’— . • . 
xdj 'seny. Avremo (i370)§s (<]x-\-2p)cosr — p % xtcnv\ onde 3T=a — (qx-i-‘Àp)X 



Digitized by Google 



stny-p * xcoj r ; P^2cosy—2pxsenj'i -J-xz—2(2p-yqx)seny—2p * xcoy ; O— 

xcosy J -~ -=2cnsy - 2pxseny ; (2p+qx)seny— p * xcosr, ove è e- 

,/P </*0 2 r/O 

viilente che i\— — -+- ^7 =0, come pure P—-—-- 0; e perciò 1 espressio- 
ne data è due volte integrabile (1373). 

11“. Sia d'fxxjdxd ’ z-\-xdyd * z-y-xjd^z. Dunque txzq'r-y-pq'x+r'xy , 

,/P 2 dQ d'Q „ „ 3zf/f 3ef*fl 

N=zq+r’x,P=q'x, — xxq +r'x, <?= 0= — - —, if_0_ — _ — 

ji/{ Wi” . 2 rf(>' „ J*<?' 

N ‘=°> p - 0= *i7’ Q-y+p x ’ — = 4 ^v.— ^ =*i+r*, 

JR' ~xy , 3 'i^-=3 r-\-3px, 3 ‘\ - = 6p+3qx , ^-^=3</+n. Han dunque luogo 
dx UX a i*X 

jp d*n rfP' z/’Q' <P.R' 

le equazioni N- j.+ — — , N - — + ^ - ^-0 , ma 


non già le rimanenti 


P_ ”2+9»* p ,J±Q'_ + 3 J^ 0 


1 = 0 . P' — — - 1 - —, = 0 , ec. , onde 

dx dx * ’ dx dx 1 

il proposto differenziale è una sola volta integrabile (1372). 

111". Si*d 1 <ji=6ydx'‘-\-i2xdxdjr-+-3x*d*y-\-6xjrd t x , cangiato x in v 

(1374.5°), avremo d* yx=6ydv % -\-i2t'dvdy-+-3v t d*y-l-6v d*v, esarà 6=f>/i'Vr 

dP 

-y\2pp'v-‘riqv 1 -+-6q Wq onde aV= 6 y>' 2 — l-thy V, P=i2p l t>, ——i2q , v+i2p' 1 , 

0 = 3 o», ^?=12 p'v, r LS-=6q l v-y-6p' », N'=\2pp'-\-6qv-\-6q'j, P'= 12X 
x <tx dx’ 

dP' 2 d(V „ , o?»0' 

p’j+apy, — =24p//-H 2qy+ 1 2qo, Q'=6or, =1 2/W-l 2p y, 

dP d* Q n n 

6qv-pi2pp‘-+- 6q’y : perciò verificandosi le equazioni 2V ^ -t- ” — 


— fi jV 11 LH. -y- '} — — — 0, P 1 =0, l’espressione è due volle in- 

dx ’ dx dx 1 dx 

l curabile. 

IN '* Sia d?f =1 2dxd 1 x+ixd'x = 1 itigli 1 v-y-ivd'v. Dunque 6 = P2pq-\- 

dP „ „ 2dQ „ d*Q r> . 

4 zi>, N=4r, P = \2q, — = 12 r, Qxxi2p,-j- — Uq , — iir, Iì—4f, 

3dR 3 d*R „ <P7f 

= l2n = 12q, — a=4/q valori che sostituiti nelle tre prime equa- 

dx r ’ dx » dx * 

zioni di condizione, mostrano che In funzione data può tre volte integrarsi. 

1376. Stabilite in tal guisa le Condizioni d’integrabilità, facili sono i melodi 
per integrare la funzione d"f quando vi soddisfaccia. Sia nxx . 2 e dx costatile, 
cioè d * y=(l 368)Edx* +Fdxdj--pGdxdz-+-ec.-hIld *j-yLd * z-t- ee. , e se ne 
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voglia l’integrale primo dtf. Fatto d<f=Adx~\-Bdj-+-Cdz-+- cc., avremo rf*y= 

Cri 2 s-4- ec. Dunque 4 '• Ji=ff,Cz=zL f ec., cioè i coefficienti dei differenziali 
variabili dy,dz , ec. in dy son gli stessi che quelli di d*y 9 d*z, ec. in d*y; 
onde per aver dy non resta che trovare .//, se pur dx non tosse variabile, poi- 

di è in tal caso è manifesto che avremo A dal coefficiente di (i’r. Ora 

= e ’ c d?y^dù =F ' (S)+(sD = g> ec - e di qui (sX + -- ■ 

ec ' «w®«*+(^-(s))rfr+(c. 

^(Zr33^' , "^" eC * ’ va ^ ore c li integrato (1262) determina . Nell’esempio 1°. 

(1375) abbiamo £ = 0, F= 2cos ■>• , H=xcr>* r = B: dunque dA — drcos y, 
A=seny , e dy~dxscnr+xdycasjr=(\262)d(xsenj). Ma ne! 111“. , ove dx è va- 
liabile, dai coefficienti di d* x e d *y avremo immediatamente ^ — 6,r^v/ l r+ 

3 x 1 dy=ul(3x % y), 

43// . «Sia /i=:3, e come sopra dx costante, cioè, limitandoci per semplici- 
tà a due sole variabili, <Pp=(i368) Ed\r+Fdxdy+Gdyd* r+Hdx'+Ldx'dy 
-\-Kdxdy 1 4- Idy*. Supponendo che d*?= Jd*y -{-Hdx'+Cdy* +Ddxdy 

ne sia l’integrale, avremo differenziando, +D^dxd 

A.’/A /rf/X 

\,ly ) — ® a H e tre prime equazioni si hanno i valori di A,C,D; l’ol- 

time danno {^jdx-+-^f\djrz=dBz=Hdx+Ldj—(^^dy, differenziale del 

prim’ordine, che integrato (1262), farà conoscer B. Nel modo stesso si avranno 
gl* integrali degli ordini superiori. 


Integrazione delle equazioni Differenziali 

Come i differenziali delle funzioni differì scono da quelli delle equazioni (4266), 
cosi ne differiscono gli integrali. Per integrare una t unzione è necessario rimon- 
tare a quel!’ espressione finita , la cui differenziazione renda la data. Per inte- 
grare un equazione basta che in qualche modo si giunga a determinare il rap- 
porto finito delle variabili. Il vocabolo integrazione ha dunque in questo caso 
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tio senso molto più esteso, ed equivale a ciò che in Algebra si chiamò risoli * - 
zio ne ; nel qual significato le regole che abitiamo date per le semplici funzioni 
non possono esser nè suiTicicnli , nè sempre applicabili all* integrazione dell* e- 
quazioni. Questa Teoria è d’ una vastità immensa ; noi non ne daremo che po- 
chi accenni. 

<378. Sia l'equazione Adx-\~Bd> s=0 del primo ordine e a due sole va- 

f dA\ (dlì\ 


(dA\ fdB\ 

viabili. Questa s'integra generalmente 1°. se . o il di lei prii 

i differenziale 
due variabili 


inombro è un differenziale esalto (1250. 2°)j 2°. se poss i giungersi a separare l'una 
dail' altra le due variabili in modo che A resti funzione della x, lì della sola 


mentre allora ( — : — )=0=rr( v ‘lì 3°. se si trovi un molliplicalore M atto a ren- 
der differenziale esalto il primo membro della proposta. 

<379. Nel primo caso l’ integrazione si riduce a quella delle funzioni , e l’e- 
quazione si chiama integrabile per se stessa , e anche reale , denominazione 
che ritiene del pari tutte le volle che può comunque integrarsi. 

<380. La separazione riesce molto comodamente , <°. se Az^zX]' y R=. X V\ 
, , . , Xdx Y'dr 

nel qual caso si ha — - — ~=0, equazione separata; 2°. se A, tì son lua- 

A Y 

stoni omogenee di jr, r, o allo stesso numero di dimensioni; poiché, f. ttox=r >*r, 

B 

sarà — j una funzione Z di z, e si avrà dx+Zdyxx 0z=zztly-+-j dz+-Zdy t e se- 
d z d y 

parando , = — . Cosi (ax-+d> y)dx = (jnx-\-ny)dy y fatto x=.y% 9 on- 

Z-irZ J 

lì — m- — zi . dy (az-\-b)dz 

de -—.diviene — = — 

A «;-hò 


, equazione 


facile 


y a : 1 -y-ib — nt)z — n 

ad integrarsi (<345). Parimente xdy—ydx = dxty *), fatto y = rxs, di- 
verrà dxy(i-\-z*) — xdz = 0; d' onde *ss * , e integrando , /x= ... 

x V(<4«*) b 

C C 

(040) lC(z-i- * ))=!-.( t -, ossia, tol- 

x j — V \ x "h/ ) 

ti i logaritmi , y — {/( x 4 -+- y *) .= C, integr ale cercala. 

<381. Negli altri casi o la separazione è affetto impossibile , o si esigouo del- 
le artificiose sostituzioni pei ottenerla. D' ordin:.rio 6Ì sostituisce con frullo egua- 
gliando ad una nuova variabile i termini' che ammettono integrazione; ma non 
vi è regola generale per sostituire, e poiché il molto esercizio supplisce in questi 
casi alle regole, porremo qui varj esempj di sostituzioni , cou cui si giunge a se- 
pararle variabili in diverse equazioni del prim' ordine. 

1°. (a-r-bx-y-c i )z£r= ( e ~+if x -hgy)dj ; supponendo A , Il tali, che sia u-4- 
bA-±-c£izz:()=:e-yfA-+-gB, si ponga x -h-'f, y~u-\-B, troveremo, dopo «ver 
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sostituito e ridotto , {bt->rCu)dt=^ft-\-^u)du , equazione omogenea (1380.2'’). 

Jl". (2y-yx)dy .+■> dx = (a -t- x -+-/) i dj j tallo -c-hf— z, viene ydz-yzdy 

ui d<- 1 d . dtj 

J a y ; inttojr’s = u t vicue du =-=<*/ ciy; tatto —ss iti* 

qdu—udu aYdy u ai dy 

uè ' • latto —p, viene inllne <//>= . 

V- 1 7 <7 9 

/2x*-*-r*)<Ix-4- xrtJi ii/i+4i- .... 

111“ 1 ■ = •: fatto x 1 4-_r *==** > viene 

'-Ha 4 

i(xd:-i- di') dz a*dp dz 

- =: ; fatto zx—p, viene ■ — - = — . 

x l z 1 ~\ -<** a a z 

y * 

IV". (a * — x * vxdx = «M 7 0 1 +T ’ - a ‘); falto a ’ — x 1 =— , 

,i..lr. xdr — u •' — — , verta -- — catfxj/ (u « — 1) , che facilnienta ti 

u a 

separa. 

jV7v dx , , dz ' Ydv xdr—'dx 

v° — — > fatto a] 'd /'ss . — , vicno = — ; f«U 

x- J x * x* iJpi 

z ] d\ dp 

lo ^ =/>, viene ~ = ^1- 

smdx nd>\ 

Vi", mydx+nxd \ ==j r d > , ovvero x_>( H 1 ^= - > ; fatto m/.r-+- 

dp "i a dp ’ Ji . 

«/. X»y”—p , Viene — J/ ^ r-’tif , cioè - erri ti j e+»lr-.). 

P ' ì' 

ir* , f 

VII®, d v-±-Y % dxz=ax*dx. Se m~Q t avremo — 1 et ‘ x — *>. _ X 
* ^ a—y ty a 

(1346); se ni— —2, fatto J -— , l’ equazione diverrà omogenea , ed 
| ^ ^ * 

in cooae^tieaza separabile (1380.2°); e può anche divenirlo in un' infinita di aùri 

I 

a 

valori di m. Infatti ponendo successivamente x—t " +l , —t — * ,yz=' ^^ , 

m 

=zt — t 1 :, avremo le trasformale dc-t-z^tc— - — t * r+ '' dt, dz-t- m ' dt= 

’ (m-M) 

at -v-idt, le quali essendo simili alia proposta, ci dicono che se abbia luogo la 

separazione in uu caso qualunque, per esempio quando m=n , deve averlo ancora 

Oliando m=— — — , c quando ma riesce quando m— 0, dunque 

/H-l 

usando alternativamente i due valori di ni si troverà aver luogo anche nei casi di 

l88 —4/ 

m_— 4, = , = , = — , ec. , ed in generale quando sia m = ^-£7* 

essendo 1 un uuuiero intero e punitivo. 
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-1 382. Si avvertirà infine, che deve riguardarsi come non integrabile l’equa* 

aione \ilx—¥dj, benché separata, quando verni) dei due integrali JXdx 9 

Jltly può aversi algebricamente: se pur non riesca per altre vie d’incontrare 

una qualche equazione Imita ed algebrica, che soddisfaccia alla proposta e che 

possa dirsene 1* integrale, come in qualche caso succede. Sia per esempio 

dx dr .... dx 

7 , a cui si riduce l’altra — . . 

\ (<* *-hx *) y (a y (a * +/j x+c x 2 ) 

c r l * M°l l jp^ can d° P er Xy, ed integrando quindi per parti, si ha 

jX (“ * +* * y—JàrV ( a 1 +* 1 )=*V ( a 1 ■+? 2 )—Jdxy (« 1 -hr a ). Ma /dx x 

X (fl 5 dr) 1 'ì—JdyX ( a * ~^~ x ' ) '■ dunque j-y (a » -f-x * )=xf/ (a 2 -h > »). 

■ Sia y (<h-J > -+-/?*)’ 6i pon8a -+ * r ' 

dr » 

t tsa-a— . La differenza di quest’ ultime equazioni, fattovi x-yy—p, 

, tì pila 

"* — .}—'/• dava =cpq-y^fpq(p 1 -f-q » ), e dalla somma dei Ior differenziali 
presi con df costante, e respetti vani ente divisi l’uno per dx, 1 ’ altro per dt , 


dt 


^;/K,. + VKSV n '. Du.que 


<ydt 

r/p 


<7 2 dt 1 q 'dL 


V/’dp, c integrando con dt costante, -^-j-=/p* +C. Posti dunque i valori di 

P p 9 e ^—Wdrcx 2 + A*)+| / ( a + c J * +/V‘), avremo per l’ integrale cer- 
calo, r ^)|/(C-f/(ar4-^-)*)- Nello stes- 

so preciso modo s’ integrerebbel’equazioue- 


dr 


y (a-\-bx-\-cx 3 -h/x *)~ 


dx 


X ( a +&y+cy J +dy ì +fj l) * 

1383. E nella maniera medesima integreremo pure l’equazione - 

6 XV— coseni x) 

dx dx * dy* 

— T~r. : . • Poste come sopra 1 — e 1 sen i x=— — ,1 — e* se« 2 rxr— — , 

XV— e'sen'x) «ft* di* ’ 

.... dpd</ 

ed x-f-j x — J—q , il giro medesimo d’operazioni ci darà — — ~e 1 (s en 'X 

dt * 

— je/i*x)=e , (je«x-+-je7fr)(f en^ — senx)= (796.80 1 ) — 4e’se/i ‘ f pcot } qsen J qcos \p 
d*p 

=(791 A2‘)-c'senpsenq; j- f ==_ e * (senxcosx -+- senjcos, )r=— je a (sen2x -+- 


,en2 j) — — « ’ senpeasq ; d’onde , ossia -- — '/l ros f ì , g ; n _ 

•dqdp seiiq dp scnq 


dH 
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tegrando ldp=lCsenq, ossia, dividendo per la costante dt, ~ ss ~J~ = Ctenq. 
Ed infine posti per q e i loro valori, (I— (I— e’»en’j)s 

Csen(x-y). Avvertiremo passando che gl’integrali della forma j j 

. , .. ... , .. » r A-+-Bsen*x i dx 

sono un caso particolare di quelli della forma / — — . , - — X - ■ 

r ' J C-^Dsen'x Jz(t_ e'sen'xy 

celebri per le belle proprietà che vi ha scoperte r Le-Gendre , il quale ha dato 
ad essi il nome di trascendenti Ellittiche, perchì in certi casi possono espri- 
mersi per archi d’ Ellisse. 

13114. Per i casi che non ammattono separazione resterebbe il ricorso al 
moltiplicatore M (1378 3.°). E realmente può dimostrarsi, che non solo que- 
sta molti piicatove ha sempre luogo per rapporto all’ equazione Adx-f-BdyssS), 
ma elio possono trovaraeoe infiniti altri della forma fM, tutti idonei a ren- 
dere integrabile la data, quando non lo sia da se stessa. Infatti si ponga 

£ ^ , e qualora si moltiplichi ls proposta per fM, avremo 

qM{Adx+Bdj )=. 0= ?M(~dx->rd ^= 9MQ~fc)dx : <SK)t 
fM ^ ) dx+^—^^rly^ z=dMfM differenziale 


J 


esatto : 


dal che si può 

anche concludere, che ogni equazione di prim’ ordine a due variabili è sem- 
pre di sua natura integrabile , teorema degno d’osservazione. Ma frattanto la 

difficolti di risolver l' equazione a differenze parziali 

•che determina il/, rende assai poco praticabile e di quasi ni un a risorsa nel- 
r attuale stato dell’Analisi questo metodo d’integrare, se pure o non si pre- 
senti M da se stesso , o non si usi per trovarlo una di quelle solite indu- 
strie , con le quali non di rado suppliamo tanto felicemente alla mancanza 
delle regole generali. 

1385. Se peraltro A contenga y al primo grado soltanto, e B non con- 
tenga che x, e quindi # * a funzione delia sola x, sarà sempre 

possibile trovare un fattore M, semplicemente funzione della sola x , che 
renda esatto il dato differenziale. Infatti poiché Al\ldx-\-hM.dj‘=z(S deve sup- 
porsi integrabile in forza del moltiplicatore M , ed M si vuole funzione della 

-■ '• ”* <‘ MS > (rf 5 ) = (tH • ■ l °* 




di 

dx . 

T. II 


• Ma essendo in ipotesi B ed M funzioni della sola x, sarà 

l8* 


r * 
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d“) =0, (£VS’ (SH? * ,r * ra ° dU "‘» ,, e 

„ , rfd/ «M\rfx 

“ 00<le lw r+ a ” ( ~)~B ’ P * r * prim “ deIle <lue con <lizioni assegnate, il 
coefficiente * necessariamente funzione della sola x. Frattanto integrando 

otterremo ovvero lM+lB=z 

r(ÌA± \ 

e tolti i logaritmi, MB=« \ci ’yj B, d’onde infine 8f=;~e J Xdyl B valor cer- 

s B 

calo. Sia per es. i dx-4-pd t—XAx con p ed X funzioni della sola x. Avremo A—y—X, 
ri r(dA\dx fdx < [dx:p 

" — P> onde J Mss— e , fattore che rende integrabile 

la data. Infatti posto dxszpdz, essa diverrà re*dz-\-e‘d y — Xe l dz—0, e inte- 
grando, j e* — J~Xe*dz=xC, cioè y=e~^ dx ' P (j?~lJ dx ‘ P + C^ Così se 

sia p=4 , X=x*, avremo r=e-'(/erxV*-l-0=(<355) Ce-r-t-a*—J^ 4 .J. 
Si noti che a quest' equazione si riducono t .* pydx — d r -+-X y *+'dxz=0 ; 
2.* pjrm-t-'dx—, md , +Xy*dx=zO ; 3‘ pX) «-Wx— X j •dy-yX' j Vx=U, col 
fare y-*=^u nella <*, ym-n+<— u nella 2.*, X' : X=X" nella 3.\ 

Dipende infine da questa stessa equazione l'integrale di > -y —' P — - | ... 

dx dx' 

id » y 

ov * a > ». e . «• *i suppongon costanti e che, sebbene non molto 

propriamepte , dicesi equazione lineare, perchè i coefficienti differenziali — , 

dx 

d* r d'y 

**• non T ' oltrepassano la prima dimensione. 

<386. Infatti se l’equazione sia di prim’ ordine, cioè n=<, avremo 

^ > ODde P= a tdy = !-—( JXe* -°dx+C), e mancando X, 

j-=Ce-* 

<387. Se l’equazione sia di second’ ordine , ovvero n— 2 ed y -+-—— — +... 

, dx 

l> , l'y Y , dy mdy 

Iatl ° P — 2^» ovvero mp — — — =0 (m è indeterminata), e som- 

. * ■ t 

mata questa con la data, viene I 0 /'-l-(a-4-/n)p— (mdy— hip) — zz=\ , ove snp- 

dx 

pongo (giacché l’indeterminata m lo permette) che un mPl° della prima parte 
y-h(.a-ym)p sia l’integrale della seconda mdy—bdp; dunque y-4-^a+m’'pxx 

y-J'jndy hdp)xxy onde a-Hm= , e JI.° m' L y-am-\-b=x 0, con che 

m m m 
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hp bel p 

avremo m. Farlo ora III- y-\-(a+ m'p=u=z: — . — , e perciò du=.djr— — -,ovve- 

m m 

ro mdu=mdy — bdp, ta I. diverrà u — —X , che integrata ei dà (t 386) IV. 

gr • m 

C/Xe — *- a dx+C). Quindi poiché dalla II. n. scono due valori m\m" 

in 

di rn, che posti nella IV. ne danno dne u', u " di u, la lena si scioglierà nell* 
àaa y+ =u' , y-\-(a-irm")p—u ' , dulie quali sì ha la V. j ssa 

(a+m'V— (tf-l-m 'V _. . , . . ... , a * . . 

, . Si osservi che qualora si ; bbia — , la III. non da- 

in ’ — m' ' 4 

rà che una sola equa/ ione, la quale peraltro essendo fra j ,p ed u, cioè Ira jr f 

ed una funzione di x, può sempre integrarsi (1386). 
dx 


ady bd l y ctPr . dr d*y tip 
• Se n = 3 cd - y+ 77 + inr> Ul " dx^’dx^dx^' • 


1388. 


. dV d< 7 .... , «<#7 i i 

perciò , 1 equazione diverrà y+ap-\-bq -{ — — —A, che somin. la con le 

dx 1 dx dx 

due mp — -~—0, kq — J-—0 ( k è una nuova indeterminata) dà l x . y+'a+m'p 
-(-( b+k 'q — ~ (mdy-\-kd p — cdq)=X. Frattanto poiché m e k sono indetermi- 
nate, le suppongo tali che soddisfacciano alle equazioni II*. y-{-(a+m)p — — X 

J(ntdy-ykdp) = r-J — ~ , III*. (b-+- k)q sa — — fcdq=z -. La II*. dà a+tn 

m ni m 

A <J c 

— — , e la Ili*, b k = — — * . Dunque am -\-m i z=k = — £ — — , cioè 

m m ni 

IV 4 . -f- bm-\-c = 0 , equazione che risoluta farà conoscere m 9 ed in 

conseguenza anche k. Si farcia adesso V*. j» p-+ (l-\-k}q~u , sarà — 

!.. . _ _ mdu ... « , rnnu 

r+kdp — ca<y;= — — — , e quindi la I a . diverrà VI*, u — — . — =X, e di 

qui u. Ma siccome la IV 1 . dà Ire valori m 1 , m r , m u% di m, d’onde se ne ha Ire 
altri k\ A", k in di k, e questi posti nella Vi 1 , ne danno altrettanti u\ u }ì 9 u ,lf di 
u; ia V*. dunque si scioglierà nelle tre VII 4 . )'^a-\~m t )p+(b+k , yq = u' 9 Vlll*. 
y-+-(a-\-m' , )p a +-(lHrk ,, )q—u ,, 9 IX*. y+(a~i-ni >t: )p+(ò-+ k' n )q^u u1 9 per mezzo 
delle quali eliminando p e tj si avrà immediatamente y dato per a', uf\ tt nl , e 
dei coefficienti costanti. Che se dalla lV a . si aLLiano due soli vi lori m\ m ,, di 
m , essendo il terzo egu i le all 1 uno o all'altro di questi due, si avranno altresì 
due soli valori u\ u J di n, e la V 1 . S'.rà risolutile nelle sole VII 1 , e Vili*, per 
mezzo delle quali eliminando *y, si avrà uu y equazione tra y, p ed u\ u!\ cioè tra 


' 

\ 
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jj ^ ed una funzione X ài x , che essendo lineare del primo ordine, è per- 
ciò sempre integrabile (4 38G). Se poi lutti i tre valori di m dati dalla IV*, sic- 
no eguali , non si cangerà in modo alcuno la V*. Ma siccome questa è tra y , 
d y d % jr 

», q ed u , cioè tra y, -r- , - ed X, è dunque lineare del secondo ordine, e 
' dx dx * 

perciò sempre completamente integrabile (4 337). 

4389. Or questo metodo, che a cagione delle indeterminate m, ec. introdot- 
te nell’ equazioni , si chiama dei Coefficienti indeterminati , vale nuche per 1’ e - 
quazioni lineari di qualunque ordine n simo , le quali sommale con un numero 
md r hdp pdn 

n— I d’equazioni mp — — — =0, hq —=0, £r— ' l — -- =0, cc., s integreranno con 

uX (IX (IX 

la stessa facilità: il giro però sarà in queste pili lungo, attese P equazioni n — 4, 
da cui debbon dedursi i valori delle indeterminate k , g, ec. dati per m, e quel- 
le del grado fi 11 ’" 0 , dalla cui risoluzione dipendono m l 9 m 1ì 9 m w 9 ec. , e quindi 

u’ y u", u'" t ec. Si avverta che se manchi y nell’equazione si potrà porre =z , 

dx 

d*r dz 

e in conseguenza — — -=~ » cc * Ma proponiamoci qualche esempio. 

I. Sia r — — — -—~2x : avremo a= — l , bz= — j , X=2x , ra'crl , m 1 

6dx fydx* 

z = — u'= Ce 1 M-2x-H , u ,l ~Ce — ^H-2x — -(4387), ed jrssCe — — Ce 9 * 

j o x | * , soppressi come inutili i coefficienti numerici delie costanti (4 254. 2°.), 
il che praticheremo anche negli esempj che seguono. Prendendo dal valor Lrova- 

dr d % y , , . 

lo di > quelli di — e — ^ , e tutto sostituendo nella data, questa e pienamente 
M dx dx * 

soddisfatta, il che verifica l’operazione. 

il. Sia r— — li -4- *^ ^ — — — =0. La IV* (4388) diverrà m} — 6m 2 4-4 2m 
J dx dx* dx i 

— S=(h=:(m — 2)\ Dunque m= 2, e l’equazione ha tutte le radici eguali. Poi- 
ché frattanto k=am-bm 2 x= — 8, sostituiti nella V*. i valori di ut, A*, a, b y u, a- 

4dy \d*Y J x . 

Tremo r : — | ^-Cc ‘ , lineare del 2°. ordine. In quesLu per determi- 

dx dx 1 

narc m avremo l’ equazione (i 387) m 1 — 4m-h4—0=^(m — 2)*, onde mz=2. e le 

2 d r \ x 

due radici sono eguali. Dunque (iVi) >' — 2 p= u, ossia J -- — n^e (C 3 X 

i x > x ‘ x 

Je 1 X Cr ’ </jr)=e ! (C — Cx), lineare del prim’ ordine, nella quale a= 

I 1 j 

— 2,X—t ì (C — Cx). Si avrà dunque (I38fi)^ ==e 1 ( / ( ) 


+C^e' X (Cx'-Cx+C'). 
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ut c- Stly , 7d ‘T MV „ 

IH. Sia > — -+- ;,vl ® dunque nr — 5m’-+-7 m — 3=0, 

equazione, le cui radici ineguali sono m'=1 , m ! '=3. Sarà dunque k'= — 4, k"— 

X 1 x 

— 6,u=C , c , u u ^C i, e'* , e la V*. si risolverà nelle due y— ìp-\-3q=zu', y — 

2^-4-«7=w ,r . Eliminando q, si trova r— px= I(3« ,r — n‘), ossia y — ^C"e 7 ? — 

dx 

Oe , lineare del prim’ ordine, nella quale aveudosi azxz. — 1, sarà y xxc* X- • • • 
P C'e X — C'e 


o 


-dx-yC^c* (C'x+C'e ì x +c). 


rv. Si debba sommare la serie infinita > =H r -+- — : -f-cc. Avremo 

1.2 1.2. 3. 4 


d* 


X 


x — x 


0 — ^ j — 0, e perciò y—Ce -4- C‘e . Per determinare le costanti si osservi 


che quando x=0, viene J=C+C=I, dy^xxC/dx — Ce X (ix)=z0 =<7— C; 

dunque C=C=\ , ed j=j(e +e X )=cos—xp — I (815). 

1390. Infine se la proposta Adx-\-Jìdy xx 0 sia ribelle a tutti i melodi prece- 
denti , ricorreremo al consueto compenso delle approssimazioni , ponendo y = 

dr 

I)-\- Ex-\rFx*-\-Gx*-\- ec. Qucs'a differenziata darà -f- =zF-i-2Fx-h3Gx 2 -f- 

dx 

A 

d’onde, sostituito in A, H il valor supposto di y , e il tulio man- 
dalo a zero, si avranno gli opportuni valori dei coefficienti. Per lai guisa dall’e- 
quazione di Newton dyxxdx — 3xdx-\-ydx-\-x * dx-yxydx otterremo v?=/H’ 

(D-\-i)x-\-(D — 1 )x a -h- — cc. 

1391. Sia adesso l’equazione di priiu’ ordine a tre variabili Pdx + Qdy 
-\-Rdz=zO. Poiché z è indipendente da x, y (1269), consideriamola come costante 
per rapporto a queste variabili. L’equazione si ridurrà allora a Pdx -4- Qdy=.Q , il 
cui integrale completo conterrà una costante, che potrà esser’una funzione q?(z)di z. 
Differenziato quest’ integrale anche per c, risulterà un’equazione che, tolti i rolli, 
avrà la forma Pdx-+-Qdy-\-(S — T^(z))dz = 0, e paragonala colla proposta darà 

S—T 9 '(z) = R, e y(c) = Jdz 9 \z)= , ove la quantità sullo il segno 

J j 1 

dovrà esser nulla, o semplicemente funzione di s, qualora sia inlegrabde la pro- 
posta. Cosi avendo ydx(y-\-z)-\-zdy(x-+-z)-y-ydz(j— x) =0, porro ino }dx( y 
-hz)+zdy(x-\-z) = 0, e integrando, — /( = f(z). Di qui *dy(x- f- 

z ')~ J rjdx(y-y-z)-\-} dz(y— x — (x+;)(^--t-c)fi , (i)) = 0. Dunque S — Rx= 0 ; per 
conseguenza y(z) =xC, ejr(x-\rz)~C(jr-)-z') sarà i’ integrala della data. Ma se sia 
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proposta 0, troveremo 5 — R z= xlx—y t onde quest* equazio- 
ne non è integrabile. Se Pintegr izione di Pdx+Qdy = lieve isso difficoltosa , 

potrà tentarsi quella di Pdz+Rdz=O t ovvero di Qdy+Rd z = = 0, eguagliando la 
cosi trite a ^( » ) nella prima , a p'x) nella seconda. 

4392. Si terrà 1* andamento stesso per l’equazione a quattro variabili Pdr- f- 
Qd r+Rd -+-*Ww = 0, integrando primi Pdx-\rQdy'-\-Rd~ = 0, come se fosse 
cosi mie w, e chiamando f'v) l’arbitraria dovuta a quest’ integr le , che differen- 
ti »to e paragonalo in seguito con la proposta larà conoscere ©(&>)• Ed egualmente 
si tratteranno l’ equazioni a un più gran numero di variabili. 

4393. Per 1’ equazioni differenziali d’ordine superiore al primo e noti li- 
neari, non si conosce attualmente verun metodo generale d’ integrazione, e que- 
sta teoria è pur troppo imperfetta finora. Poniamo alcuni pochi casi, nei quali, 
supposte due variabili sole, e usando qualche artifizio, riesce integrare. 

Y'dx — x*dy x 

— — - — - — ; = ) : fatto — =;; onde x.= > z, edx=rdi 

» J dx* — Ix > dxd ) ) y 


I. 




~i~zd i li ha — — — ,=1 ; quadrando, riduceudo alio nesso 


do- 


dz 


Fdy 


nominatore e separando , viene • — , 

‘ V nv-ir) 

II. d > m — ’ii’ r= Wi", ove è costante dx : fatto djx=zdx , si otterrà 
X- — ’dzxzldy. 

R 

III. ydx' — mdj’ — n yddrxxO , ove dx è costante: fatto dx=zd i y r— , on- 

. . . n mzdyz n . , ,, , nydrdz 

de 0=(dj dz+zd'r)y > ■-) : — V cioè nydd i = — mdy » — , 

’ n z 

ndz 


viene Fdjrpj‘m — ■— " ( e dxzxttjrp > *l/~- — . 

25 2(/ldjpy m —’+0 

nr c ■ f dy d'r\ t dì d* r dp 

T \ dx dx*/ dx 1 * dx * dx 

=/(ar,/i), equazione di prim’ ordine, che integrata ne darà una dello stesso or- 
di* 

dine fra x ep, cioè tra x e -r-, che pure integrata farà conoscere r. Sia per esexn- 
dx 


*P 

cìx 


. / dr*\ T d* )■ dp (f-f-p*) 7 .. .. , 

pio I H — : 1 — ■ ■ ■ A: si troverà - 7 - — ■ - - e per il primo integrale 

\ <fx*/ dx» dx X 1 

P 


, dp +p*) 1 


(1347.1°) —'^- 7 ^= /f+C. Fatto JZ^-y-Cx. F, si avrà per l’integrale 

. Fdx o - (xM -Cyix 

secondo r=r / — yC: onde, se X=— , sara i = / — — — ■■■■/, ■— 

J V (<_*'») Àx J P(a--— (x’-f-C;*) 

_ / dr d*y\ dx 

-+-O. Nel modo stesso si tratterà pi * , — J — 0, eguagliandola . 

\ dx ux 1 > tir 


•dx 
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V. 1/ equazioni di second’ ordine, omogenee rapporto ad x, r ed ai diffe- 
renziali dx,dj,d*r valutati per una dimensione, possono sempre ridursi al pri- 

«no con le sostituzioni y ~ux e qxz=. *- , che atteso djxpdx e dp-r-qdx— - 

x 

danno —==——= £■: co»', ajrdx 1 —Ixdxdjr+g r * d * r=0 diventa au—bp+ 
gu'qr=0 = au-bp+gu x z, onde 

£“* £ — u h ;> — art (yr — u gu»’ 

equazione del prim’ ordine , die «e possa separarsi (come nel oso di a=£), «e- 

, //jr //« 

parer» anche 1’ altra = 1 Anzi tali equazioni si ridurranno, sol che sieno 

x p — u 1 9 v 

omogenee riguardo ad j , d , 9 d*j, qual* è j d % J—d jr * —Xydxdt 0 ; poiché 
Uuop— j^s=uy,q=J^=j~., onde d, =u dx,dp~ydx=^udj-yydu, = udir 


dx~ 
7dx — r/« 


.T 


, essa diventai/ dx* —p' dx x — .V pdx^ssOanc— u'—uX, che dà 


du 

u * d*—{u * -4 -u )dx — du, onde — — Xdx, equazione separata , elte tepara aneli* 
J -^udx. 


VI. Se sia r 3 3 £T , _ t -*JT ffc 

dx’ 7 dx dx x ‘ dx dx x> dx ~ <£*♦’ ’ 

verri I*. * = Jj i «'• *=./ «d r =/>d* =/^- ; IIP. x = j^, tìy 

x=/pdx= JdxJqdx = IV*. x = J~,ed ==/pdx= /dx Jqdx= 

» ■ ai r jj I df* i dr .* r 

jaxjaxjrax— J J e c., formule integrabili se p sia funzione di j , q 

di p, r di q, s di r , ec. Così per l’equazione 1 =s ~ x cioè i =qr a 

c/x* dx* ' 

1 i 4 4 

r ~ la ln “ di *~.f n d <l Jq'dq ss ~q'+-C, ed ^ = — <?M- 

* 

\Cq x +0'=^^^ ) — + C(2x_0-hC". 

Riprese anche le formale ^—p, ~-=xq, — x=r,ec verri I*. =pdp 

dx dx dx dx 

=,ir. Jr-=Mr. e-£- H#r. - 

nf/j , 1 - 7 ’ =Jrdp, qxz “ÙL -xji V'df , * = / « come sopra, >=» 
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r P tl r . 
J P 2 Jrdp * 


III*. —rdrxzsdq, yr*— Jsdq, r ='^T =t /2 / s ^7> *=••• 


(~ q —, e conte sopra, , = / ± [lll^ f . .fi.. ■ f— ffi-- , ec., for- 
|^2/ j </<7 ^ r ^ r J p2J rdq *■ J/ 2 Jsdq 

mule integrabili , se q sia funzione dij’, r di p,s di q , ec. Cosi per 1’ equazione 

£-£•**«* e * a «*•<»*=/ j7(^c) = ° 340) 

l (P+V(P * -+-Q) —lC=xle, Ce*—p=\ ( p 1 +C), p~Ce x —Ce-* , ed jr= 


/ 


^ (P a 4-C) 


VII. Infine se l’ordine della data sia rc , e si abbiano w equazioni non iden- 
tiche d’ordine inferiore, eliminando i differenziali, come altrove si eliminarono le 
costanti (1272), avremo un’equazione tra le variabili x eày 9 che sarà l’inte- 


grale finito della proposta. Si è di già praticato questo naturalissimo metodo in- 
tegrando le lineari (1385). È poi da osservarsi, che qualunque equazione dell’or- 
dine n ha sempre un numero n d’integrali primi dell* ordine n. Infatti polen- 
dosi da un’equazione finita dedurne n — 1 differenziali dell’ ordine n 1, tutte 
diverse fra loro per una qualche costante (1273) j se col mezzo delle respettive 
differenziali si elimini da ciascuna questa costante, svanirà ogni divario, e risul- 
terà da tutte un’ equazione medesima dell’ ordine 71, che avrà dunque per inte- 
grale immediato ciascuna delle suddette equazioni. Cosi dall’ equazione ^— ax 

differenziata ed eliminatane prima a poi b t provengono le due altre 

y X 'l '—I r bx * = 0, 2 y —^-!-—ax=0, dalle quali differenziate e spogliale dello 

J dx dx 


loro costanti deriva 


l’ 


lady 

unica 2 y ; — 

dx 


X ^ r — 0, che in conseguenza ha l’una 
dx 1 


e l’altra di esse per integrale. 

4391. Del rimanente i solili metodi di approssimazione sono di non piccolo 

soccorso anche nell’ equazioni d’ ordine superiore. Con questi Eulero integrò 1 e- 

d*Y ..... . . n^y . zi 

qua/.ione ■ '~ 4-ax")c=0, da cui dipende 1’ altra più generale ~j x ( <y 

=0 coi coefficienti P, Q variabili. Ma la brevità a cui siamo necessariamente 
tenuti, non ci da luogo a diffonderci in tali riceiche. 


Integrazione dell’ equazioni a differenze parziali 


439>. Abbiamo già trovato (4272) come l’ equazioni a differenze parziali si 
formino. Vediamo adesso come possano integrarsi , o per qual mezzo si giunga 
a stabilire il rapporto finito delle loro variabili. 

4 396. Cominciando dal caso più semplice, sia 1’ equazione del prim’ ordine e 


)~iV=0, ove M, 2V son funzioni di x, y, z; e l‘\ 
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z )= 0 nc sia il richiesto integrale. Dunque z =f(x, j ) , dz = .... 

^^^( ,218 ) ; e tx = °’ e ‘I uazione ’ c,ie confrontata con la 

proposta, dà M= N^z~~ , ossia Mdx — dr = 0, Ndx — d:—0. Si sun- 
dx dx ' * 

pongano P =a, Q = b gl* integrali completi di queste due nuove equazioni, a, b 

essendo le opportune costanti arbitrarie. Potremo dunque dedurne i valori di x , y 

dati per z, a , b , che sostituiti nelP integrale F(x, jr, s) =0 , lo cambieranno in 

funzione delle cosLanti a, b e della sola variabile z. Ma allora z risulterebbe co* 

stante ( 227 ); dunque dopo la sostituzione non resterà in P(x,y 9 z ) neppui la va* 

viabile z, che dovrà svanir da se stessa: onde P integrale cercato sarà funzione 

deile sole costanti a, b } o dei loro valori P y Q , e potrà rappresentarsi con 

F(P, Q)=0, o con Qz=p(Ì 5 ). 

Esemp. Debba integrarsi ( + «V * +T * )=<>• Avre. 

mo ìli —— , AT= 4-§(/(x 1 + r 1 ) ; e in conseguenza — il y—0 

x X x ,Y 

-\-gy(x * -+-jr * )dx — dzz=0. La prima integrata dà ~—az=P. La seconda divicn 
dunque — azdx-P- J/ (i+u *)_xd;=0 , che integrata dà ((381. VI) r= 

. Mì-ii^a. » ( a, 

-(?)■ 

n .. , ( dz\ 71% 1 '/ (lz\ mz - ìli Y' Ì11Z 

S, voglia integrare j__. =0 . Sarà A/= — , A=_ ; o„- 

de rTx ~~dx~ 0 ’ T~7r~ °' La p,ima si ril,uce aJ ' d’onde si ha 

" " mdx fi- 

V — lx*=ila, ossia yz=ax" ; e la seconda ad — — — 0, che rende lx m Iz 

m 

, cd x m =xiz : dunque axx.Pzx.rx ", e bzzQzzxclz — ■ zz^Pjzx^— ^ 

X» 

1397. Se M xx 0 e sia ^ = A 7 , l’equazione A/i/r — r//=iO darà > = 

\^nx y 

n = Cost. Perciò nell’ altra equazione Ndx — dzxx 0 dovrà supporsi costante y • 
onde esprimendo con J*Ndx P in legni le parziale per x di Ndx y avremo — i 

~i — J*Ndx, e poiché Pxzy, sarà ; = J x Ndx+yy} cioè /’ equazione ^ — J =N, 

T. Il ,o ‘ X 
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* 9 ° 

o»>eN e funzione di x, y, z, t’ integra come se fosse a differenze ordinarie , pur- 
ché vi si riguardi y come costante , e in luogo della costante consueta si ag- 
giunga la funzione indeterminata fy. 

4398. Con la stessa facilità s’ integra P equazione a quattro variabili C — 

^ = .ZV. Poiché suppostane V integrale F (x , y f z, u)=0, e 

quindi Z=f(x, r , U), dz = (£y X + (t)dj +(J)^ ^=(£) + 

( — Yj — h ( —A — ; il confronto di questa con la data darà , 

djr/dx \dujdx dx dx 

A’=— . Supposti P=a, Q=b, R=zc gl’integrali di queste equazioni o di altre 

che ne dipendano, potran dedursene i valori di x, y, u dati per z, a, i, c, che 
sostituiti in F(x, y, z, u)=0, per la ragione stessa data già sopra, faranno sva- 
nire anche z, e daranno per l’ integrale richiesto F(<i, b, c)=zF{P, Q, li) —0, os- 
sia R = f(P, Q). 

Es. Sia (2z — 2 > — (d ~) — — 2 y ^ ) — t =0. Dunque 




• , M= 


x-t-2z*—2yz 


, N= 


2 - 2 r ’ 2z-lj ’ - ~2z-2} ' ,S “* *“ conse K uen “ ( 2s 

— 2 r)tly-\-dx=zO , (2: — 2y)rfu-t-(j-t-2i* — 2 y z)tlx — 0 , (2z — 2 i )d:—dx—(l ; 
d’ onde dz-y-djr = 0, du-yxdz-\-zdxzzzO, 2ztlz-+-2rdj — dx — 0. Dunque Pz=z 
Qzxu-i-xz , R— z’-i-y' — x, e per integrale cercato * — x= f(z-y-y , 

u-hxz). 

1399, Passando all’ equazioni lineari di second’ ordine , sia da integrarsi P. 

ove g ed h sono costanti ed R è funzione di 


a, y. Pongo II*. ® indeterminata), e differenziandola pri- 

ma per x f poi per y , moltiplicando i differenziali respeltivi per y , — — — , 

dx nid , 

c sostituendo nella I*. i valori di f- — ^edi ^ , essa ( se si faccia III*. 

W*/ WyV 

G — m =0) diverrebbe IV a . T-r - )h ( —r~ R Ma qui bisogna os- 

m \ dxs m \ dyy 

servare die la III*, dà due valori m 1 , m lì di m, c che ; cangiato dunque 

m in m l nella II*. e IV*., avremo le due equazioni di priIn , ordine ••• 

nt , ^-j-^z=.Fy ^ die daran luogo ai due sistemi d* equa- 
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rioni a differente ordinarie (1396) t°. m'dx— </>=0, Vdx—>lz xx Oj 2 ni'dx 
— dì =0, Rdx—dVxx 0. Dall’ ultimo abbiamo^ — ni'xxxa, V — JRdxxxb ; ondo 
(ini) V—J Rdx- i-y( v — m ’.r), purché in /? si ponga y— a-y-m' 'x, il che cangerà 
R in funzione della sola x. Il primo darà y — m'xzxa), z — J V dx=b' c z= J Rdx 
-hf(y — mix), purché in V si ponga y=a'y-m'x. Sostituendo dunque il valor di 
I’, e osservando che Jdt rf(y — ro"x) =/dxf(a’+m'x — m''x)— , f(a’y-mx — 
m !l ar)='y( JV — m"x), cangiata 'y in y, z= Jdx JRdx-hy(y — m"x)y-f(y — rn'x), 
purché nella prima integrazione si ponga y xa-\-m v x J e nella seconda r— n'+m'jr. 
Che se m'xzm", sarà J dxf(y—m‘ l x')zx: J dxz(a'-\-m‘x — m"z)x=Jdx?a , x. xfa 1 
xxxf(y-m'x'), z— Jdx J Rdxy-xy( y — m'x)-+f(y — m’x). 

1400. Sia adesso ^ - — j ^Vr- /f y y B 0* c ’* r = 0 , coi cocffìcicn- 

a J 

ti A, B, C, /''‘funzioni di x, y. Suppongo s= c §, c chd a, 6 sieuo funzioni 

di x, y, determinate dalle due condizioni 1*. ( — — ^+7? = 0, 2*. ( — ‘ ' ■ 

\dx s \dxdjy 

— — V « .oppure dalle due altre 3*. ^~^y-AxxO , 4*. 

^ ^ e Introdotto nella data il valor sup- 

posto di :, e in luogo di ( — — \ 1’ uno o l’ altro dei due valori — ( - — V — 

\dxdy/ \ dy J \dx ) 

dati o dalla 1*. o dalla 3*. condizione, troveremo nel primo caso C—Alìy- 

e nel secondo CxxABy-^-j — Onde se tra i coefficienti A, li, C della propo- 
se 

sta sussista uno di (piceli rapporti , essa sarà integrabile , ed avremo zsze 6, ove 
se avrà avuto luogo il primo dei due rapporti, dovremo fare a — ■ / x Bdx+f( vi, 
valore dato dalla prima condizione (1396); se il secondo, dovremo porre — 

f'*' Ady+y( x) dato dalla 3*. ; quanto poi a 6 si avrà o dalla 2*. o dalla 1\ con- 
— Jxzu, nella 4*. Jx=u', con chela 2 J . di- 
verrà CCf* J-ì-A^ux Ve , e sarà (1396) 6 = J x iulx+j\y ) , e 

dalla 4*. avremo — Ve ,e €=/ ^ u'd ) -yJ'(x). 

Bs. Abbiasi (^)-^(£) + (~7)T= 0j °' C " 

verifica il secondo dei due rapporti Ira i coefficienti. Dunque poiché — 

I y dy 

~ e V =0, avremo dalla coudizione 3 a . a = — — -f -v(x)=— /(i— » )-t- 

x — y * x—y 


Digitized by Google 



a <)2 

. , ®(x) , /'ria \ «'(or) < /■rfu'X /©'(x) 

• 1» coniegueni* = . e (jj) + (J^ - 

2 \ 

— )u'=0. Questa integrata ((396) dà lu'^z2l(x — y) — ly(x'yt-lF(j'), cioè u'= 
r J s 

(*— r) %F (r) n » / <r(*— r)* F (r) . /v n ^ 

^ Dunque S = / +/(x) = ((256)— (/ d> X 

(ar— /)*F( > )4-/(x)),e z=-~(/^djr( k x— j) % F{ r>4-/(x)). Se si fa F(y)=zO, 

/V ^ 

avremo l’ integrale particolare i=; : . 

(40(. Quando non sussista alcuno dei due rapporti , si riduca la data alla for- 

m;i { —^T x — ~ } + b ({ <r>)+ Az )+ (s-Gìy^y^-^ 0 ’ 

che fatto (±-)+Az=z' e C-(^)-ABx= M, diviene S(£) +£z'+ 

V 

2-4- ^=0. Db questa differenziata per^*, e sommata col suo prodotto per A , ri- 
sulta una nuova equazione della forma ( 'Vf- A* (*-?-') -+- V-C 1 - 

V dxdjr s \ dx/ \ d y / 

-4-f /ì =0 simile alla proposta, e di cui si tenterà coll* istesso metodo l’integrazio- 
ne, la quale, se riesca, farà conoscere z\ e per conseguenza anche s. Se poi non 
possa effettuarsi l’ integrazione , la trasformeremo alla maniera medesima in uua 
terza , e cosi di seguito , finche non si giunga a qualche equazione, che resista agli 
stabiliti criterj d’ integrabilità , la quale, come ha dimostrato il Sig. La Place , de- 
ve necessariamente incontrarsi , qualora la proposta sia integrabile. 

1402. Ma sia — = 0, cioè non resti nella proposta (1400) che 

il solo termine (~). Sarà dunque (~.)=0, e posto (*. 

avrà 2*. (- — — ) = )= 0' Nella 2*. ÌV = 0 ((397) ; dunque integrando si 

avrà vz=f( j). Nella (*. 2V =« ; dunque z djf{y)+f(x). 

y 

Facendo perciò dyy( y *), avremo infine z = F( ? )-H/"(ar). 

1403. Frattanto basta che si sappiano integrarci’ equazioni precedenti , perchè 

lo stesso possa farsi dell* altra più generale (j — y ^-4- 

7==0. Infatti se w, 8 sieno due funzioni di x f y tali, che 
si abbia !•■(£) Va/(£)(^)+Jv(^)*= ° f r.(^y+MX .. 
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( — ( 7-') =0, e si calcolino e >’ introducano nella data i valori 

dxJ\djrJ \djS 

. .. fd %z \ f d*z \ fd*z\ 

dei coefficienti differenziali \ j * ) 9 ec * ^ at * P cr nuove 

. / d* z \ [ \dx/ ì /d * Z dfù\ 
variabili (1264), avvertendo che (7^) = { — / = (ST* A7x) + " 

(S)(£) > come dei pari GS>)= (SX£> ( aa>X£) 

\djduJ \dw*s\djrs~*~ \drod(J /\djr) > M J dQ/Kdf ) 1 dadb ' 

li)'"** J,, (ià) +i '(£) + ' i>, (a) +<? ‘ +7 '“ 0 ' 

*(Sx£h' '(( eX5> (sX^GxS)--*'- 

eguagliano il primo membro della dati» toltone Qz-j-T', e cangiata z in w per L\ 
in 0 per P' ; ed è chiaro , che per render questa nuova equazione simile alla pre- 
cedente (1400), basterà dividerla per M\ e introdurre nei coefficienti i valori 
di x f r, dati per «, 0, dei quali potranno aversene un* infinità dalle equazioni 

(£)=&<■- 

JV)) dedotte dalle due condizioni 1*. e 2*. 

Esemp. Sia (i—.y+.jr* Sarà AfcO, N=j*,L=0, P= 

_ /dto\ /dto\* , / dQ\ /dfì\4 

y,Q~0, 7=0: onde primieramente \J~ x J —X \jT s~ ,> \dxJ = ~ * (j"/ -1 ' 

e perciò (1 402) a»=p{xj^— 4-f7y) , b~f(x\' — < — lj"). Sceltele più semplici 
forme di queste funzioni porremo w=jrJ / — \-\-ly , 0 =j:J/ — i — lj ; quindi 
fdo)\ /<i0 \ fdoì\ i /dd\ /</* w\ /d*Q\ 

Kr>* (r .) =- =-(5 ) - (— >°= 0 r.) 

/rf*w\ 4 /d* 0v 

( - — )— — — ss — ( - — 1. ónde A/ '=—4; L =P'—Q, e la trasformata divie- 

\dy'J jr* Vrfy»/ 

ne (7 -- ^ ^ = 0, che immediatamente dà (1402) : = p («)-+-/'(0)=:p(xJ/ — t-H/y) 
•+r/t x K — 4— (y)=(822)p(/Q cusx- 4-j V — 1 .se/ir))-4-f(l(ycosx—jy — 1 senx)). 


Soluzione particolare delle equazioni 


1404. Sia if=y(x, y, o)= 0 un’equazione finita tra x, y, a : è chiaro che se si 
difierenzj avremo un medesimo risultamcnto o vi si riguardi a come costante, o vi si 
tratti come variabile, purché iu questo secondo caso si preudauo infine per nulli i 
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termini introdotti dalla .supposta variabilità di essa costante, cioè si ponga 

/tlu\ /V/®\ 

V/ossO, o più semplicemente ^yy= 0 . 

<405. Nasce di qui che qualora si abbia un’equazione dilì'erenziale di prim* 
ordine a due sanabili , di cui y, n)-= 0 sia V integrale completo (4 255) , 

non solo potremo assegnare ad a qualunque valor costante ci piaccia, senza che per 
questo cessi la verità dell* integrale , ma quelli ancora clic risulteranno dall’equa- 
zione ^ = 0 , che generalmente verranno espressi in funzioni delle variabili x 9 
\ fla/ 

>•. 1 / integrale proposto oltre al perdere in questo caso la sua qualità di completo 
neppur cadcrà tra gl’ iniiiiiti integrali particolari , clic si banuo dall’ eguagliare a 
ad una qualunque costante ( ivi ) j onde ha preso il nome di soluzione particola- 
re. Abbiasi per esempio f / (x * -+-jr *) y- — — x=0, il cui integrale comple- 

lo, fallo x 1 -\-y 1 =xz * , si trova esser 9 = x 1 — 2 a y—a 2 ^0. Dunque ^ •y- j-=.— 

2a — 2 )*= 0 , c quindi as=~jr 9 valore che posto in y, dà la soluzione particolare x*-h 
j die, senza esser compresa sotto l’integrale completo, soddisfa intera- 

mente alia data. 

<406. Se l’equazione differenziale sia di second’ ordine , ed abbia in con- 
seguenza q>(x, y 9 a } £) = 0 per integrale completo, potrebbe per avventura sup- 
|>oi si che per dedurne la soluzione particolare , bastasse porre insieme le due e* 

quazioni ^ j- ^ = 0, ^-~^ssz0, Ma si deve avvertire, che le costanti a,b f riguar- 
date come variabili, oltre i coefficienti ^y^^ , introducono ucl differen- 
ziale secondo anche ( ~~~ ^ (1276), e converrebbe che tutti fossero 

V da 1 / V db 2 / 

nulli , perchè salva restasse l’ identità del differenziale, cioè dovrebbero due sole 
indeterminate soddisfare a quattro equazioni , il che è generalmente impossibile. 

<107. Procederemo dunque diversamente , osservando in primo luogo, che 
da y(x, j'y a 9 £)=0 risulta (<266) b=f (x,j\ a) j onde dal differenziale di ^ =0 

per a, b t avremo ( 4 272) <*. ^-yt^ -f- ^ yj^^ =0. Inoltre 1’ equazione 
primitiva ? = 0 di 2 *. ( S) + CJX £) s= ' ° = ^ x ’ (È)’ 4 >> e 

» /i®'\ a/^'V db\ 

di qui 3 . ^=0» e c °l **tczw> di queste tre equazioni e 


/db\ 


della finita 7 s 0 , eliminale a, b 9 ( — y , avremo un’equazione di prim* ordine 
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spogliata affatto di costanti, e soluzione particolare della proposta. 
a 

Esemp. Sia <p=j— — x 1 — bx — a * — b'=.0, da cui per mezzo di iI’y — 0, < i’y 

„ xdy X'tl'r fdy xd'y\ d'y% 

=0 (1269) proviene f-g* ^T~ - *? ) ~ d7^°’ cU 

ciò avrà p per integrale finito. Dunque = — — 2«, ( — x — ‘Ih j 

eia 1*. diverrà — — 4-2a+(x-I-2i)(— 0. Inoltre — — ax — ò, ^'-^^=1, 

e la 2*. darà p'= _o*_M-(^)=0. Infine (S )=“< ■ ‘ 

dalla 3 a . avremo x-4- ^—^==0. Falla l’eliminazione proposto, troveremo (1-4- 

x a )^ — c ^ e Mr ^ »°lu** one particoln 


lare 


di prim’ ordine della dato. 

1406. Ed è inutile avvertire che a questo medesimo risultomento avrebbe condot- 
to l’ ipotesi di aj=.f(x, y, 6), non potendosi cangiar V essenza del calcolo, qualun- 
que delle due costanti si prenda per funzione dell’ altra . Noteremo piuttosto che 
la soluzione particolare di print’ ordine , considerato come eqnazion differenziale, 
può avere aneli’ essa delle soluzioni particolari , le quali rispetto alla data si chia- 
mano soluzioni particolari doppie . Queste provenendo dal trattarsi non solo come 
variabili, ma ancora come indipendenti le costanti della prima e della seconda 
integrazione, coincideranno con ciò che si avrebbe dall’integrale fluito, ponendo- 


vi i valori di a, b dati dalle due equazioni ©■ 


ciosebben soddisfacciano alla soluzione particolare prima, non soddisfanno peral- 
tro alla dato differenziale di second’ ordine. 

Del resto il Sig. La Grange, a cui è interamente dovuta quest’ importante teo- 
ria «Ielle soluzioni particolari dell’ equazioni , dà dei mezzi per ritrovarle anche 
nel cast» che l’ integrale completo non si conosca. Noi non ci occuperemo di que- 
st’ indagine , e passeremo piuttosto a qualche applicazione delle precedenti doltriue. 
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■ufi 

Applicazioni dei. Calcolo Integrale 
Quadratura delle superficie 

1 4 ° 9 * Sia la curva AM con le coordinate AP=a:, PM=^ t 
e vogliasi l’area S del settore APM. Presa sull’asse AN la por- 
zione Vp=*$x e condotta l’ordinata pm*=y' , e da M la Mr pa- 
rallela ad AN, avremo l’area mistilinea PMm^=d6’ (i2i3), e 
l’area rettangolare PM rp—ydx, difTerenti fra loro di tutto il 
triangolo mistilineo Mr/n. Ora è chiaro che questo triangolo 
tanto più impiccolisce quanto più si approssimano l’una all’al- 
tra le due ordinate PM, pm, ossia quanto si rende più piccola 
àx; come è chiaro altresì che quanto più impiccolisce &r tanto 
più impiccoliscono le due aree. Dunque a misura che le due a- 
rec impiccoliscono , tendono ad eguagliarsi l’una con l’altra, e 
quindi hanno ueccssariamentc limiti eguali (1206). Ma limite di 
oS è dS, e di yOx è visibilmente^-^, dunque d 9 =ydx, e 
quindi S=fydx. Ponendo perciò il valor di y dato per a:, che 
deve aversi dall’equazione della curva (896), e poscia integran- 
do, avremo il valor cercato di S. 

E qui pure può, come altrove, osservarsi che alla stessa 
importante relazione dS—ydx ci avrebbe del pari e più flui- 
damente condotti il principio infinitesimale. Infatti supposte in- 
finitamente vicine le due ordinate PM, pm, l’area < 15 =PiMm/; 
si convertirà in un trapezio che avrà per misura ( 634 ) 4P//PM 
-¥-pm). Dunque dS= \dx(y- i r y [ )=\dx(y->ryy-dy')=ydx-\- 
\dxdy. Ma {dxdy è un intìuitesimo di second’ ordine (1207), 
e perciò (1211) deve togliersi in faccia ad ydx infinitesimo d’ 
ordine primo , dunque dS=ydx, e come sopra S— Jydx. 

1410. Si noti 4°. che seie coordinate facciano un angolo obliquo 9, sarà *S== 
seny Jydx (1314) j 2°. che lo spazio compreso tra due coordinate > 1 verrà rap- 
presentato dall’ integrale definito (\36ò) fy'dxto fydx} 3°. che differenziando con 
dx costante, si avrebbe d*S=dydx, d’onde S=f Jdydx , purché s’ integri pii tua 
per?', poi per x, e si sostituisca il valor di y avanti di integrare per x ; 4°. clie 
inliue condotte AQ, MQ 1 espelli vqjn ente parallele a PM, AP , e riflettendo che 
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AMP:=/rrfx= (1263) xy— fxdy, ed ijbAPMQ, aiwo fxtljr— AQMP p jcj 
— AMP=AMQ. 

1 4 H. Indipendentemente dal principio infinitesimale e da quellu dei limili 
può giungersi alla importante equazione jtlx col noto principio delle tre se- 
rie (808). Si chiamino S, S i due settori APM, A firn; saranno S &x=tp(x 

-hòx)— (I26t) 6 '-+- - dx -+- — -^tfx’-l-ec. , cd iS 1 — A’ = PM m/>~- 

(?x-H — Jx*-|-ec., e supposta dx tale clic in tull i la lunghezza Pii dell’esse A» 
dx la: r* 

non cada alcuna ordinala massima o minima, l’area PIVI mp risullcrà visibilmente 
maggiore dell’ uno e minore dell’ alilo dei due rettangoli P/^XPM^-^^x, P/^X 
dy x d* y \ 

v-t— j-tfxH — — Jx 9 -Hcc. ). Or poiché queste due espressioni 

dx 2 dx A s 

cominciano con lo stesso termine ) ox, dovrà altresì cominciare col termine stesso 

. dS„ _ 

anche il valore deli’ area PMmp (808), e sarà quindi -yóxx=j ox , d’onde *S'— 

dx 

Jydx. 

i4i2- Passando agli esempj, nel circolo / y dx= A Q M P = 26) 
( 910 ) J dx)/ (a 2 — x 2 ) , cioè riducrndo in serie il radicale (ai(i), 
moltiplicando per dx, e quindi integrando ciascun termine del 

F od M i„(, 2 5 7 ),AQMr=c+s*-à- r&--i.^kr - 

3,5x9 

2 * 4 ti 8 9 u 7 — ec. Fatto x=o, sarà AQMP — o, e però C= o: 


pmzxy 'Sxxxd xl 


x' x 5 

dunque AQMP = <zx — — — — — - — ec. Fatto x=a., viene il 

* 6« 4Ua’ 

quadrante BMQA; e poiché AMl , =~y'{a 7 — a; 2 ), si ha il set- 
tore AQM— AQMP — AMP==y -+- ^ -4- ec. 

i4i 3. Nell’ellisse fydx—(<6/\) J — x 2 )= ~(u.r — .. 

X* X 5 

FTn — Yi — ec ’ Q ui,,<li » paragonando il circolo all’ellis- 
se, si trova CB'NP :CBJiP:: a: b:: Ab'ab 1 : AB«A :: PN : PM:: 2(3 
SPN : SPM ::SAN : SAM; ed essendo ABWV=a-~: sarà ABtti 
—nlìTt, cioè l’ ellisse eguaglia un circolo del diametro me- 
dio proporzionale tra gli assi. 

2 X 

a 4 1 4- Nella parabola J jdx— (y4^) J dxY px=‘~f/ px 
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i Nell’ iperbola tra gli asintoti x y~= efydx 

— J — — =iClx-\-C. Se x— AU =a, allora lo spazio Q'ADliN 

=rt 2 /«+C; dunijuo BDPM=a*/x — aHa-aH—- Quindi se a* 

— 1 , sarà BDPM=£r, logaritmo naturale dell’ascissa AP-=x; 
ed ecco perchè chiamatisi iperbolici i logaritmi del utodu- 

lo 1 ( 4 54 ). 


2C3 


4416. Nella cissoide yxx 


rj/x 


p(a— x) 


(t 003), c Jydxxx. AKMPA= / x ‘ dx( a 


— x) J . Ola /x f dx(a—x) 1 =ACONP (4412) ; e se M riduca /x J dx(a — 

1 ® I I T T * 

*)* a Jx 5 dx(a — x) 1 , si troverà (1343) J xl dx(a — x) f = ^x (a — x) T -+- 
5 __ i 5 ___ 1 1 I 

4 Jx 1 dx(a — jt) 3 . Dunque Jx 1 dx(a — x) 3 =3 J x T dx(a — x) T — 2x(#x — 

t 

x*) T , ovvero APMK A 3 ACONP — 4ANP=^3ACONA — ANP. Dunque, poiché 
quando r— a, il triangolo ANP svanisce e il segmento ACONA si cangia nel semi- 
circolo ACNB, lo spazio indeli ni tu mente lungo MKABQ è triplo del semicircolo 
genitore. 

1417. Nella cicloide BMA, xdyx>dx\ (2ax— x*)(!329): tna xdy^MQ.QQ*, 
onde Jxdyzx . BMQ (141(1 4°), e Jdx\< (2ox— - x*)= BOP; dunque tutto lo spazio 
BIVI AD eguaglia il semicircolo BOC, e lo spazio cicloidale è triplo del circolo ge- 
nitore- 

2f-7 1418. Nella logaritmica x=Aly (1023), i dx—Ady t e JydxzzdìAPTNLxxAy 

-1 -C: ma quando jz=4z= AB, lo spazio ABMP diventa nullo; dunque C=— A, e 

ABMP=^(/ — 1)= al rettangolo OIQM. Se si fa ^'=0, si avrà lo spazio indc/ì> 

nitamcnLc lungo BXYA= — Az= al rettangolo PQIT. 

1419. L’ espressione Sz=Jydx suppone la curva a ordinate parallele. Per le 

268 curve polari c spirali, condotti i raggi vettori CM=:* , Cm^r 1 , e chiamati S, S 1 

i settori ACM, AC//i, ed x l’angolo ACM, o l’arco o ascissa BM che lo misura, 

dS A d*S* 

ox*-4- ec. Ur si 


avremo come sopra (1411) MCm= &— &=d»S= — dx 4- . 

r v dx 2 dx 3 

prolunghi l’ arco BM fino in r, e si descriva con l’altro raggio C m 1* arco mr } ; a- 
vremo due settori circolari MCr= (637) ^y % dx, mCr'zrzjy' a dx= yJx( y-¥-j X 
d 3 V dY 

fìx- \ 2 j % i’Jx*-4-ec.)*= j y’Sx-yy — — <?x*-+-ecj e poiché il primo è visibilmente 
minore, l’altro maggiore dell’area MCni=d^, sarà dunque per il solilo principio 

dS 

j o a— Jv 11 tj'x, iVotuie dS=: ì y 2 dx ed S=yf) % dx. 
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<420- Cosi nella parabola la cui equazione polare è (951) J — 


2 99 

p 

4 cos * !rX 


AFM=S =Uf'dx= F —J- 


dx 


ssia latto x—1f, AFM= ~ / r 

lo cos4(f 

( 136 0 y -A- )) = ( V^?(^r-^ 2 ))-C 7 87 - 29 * 30 ) 

f~( , J tatig ì !p-{-tangtj.')=z^ = ^.tang'\x+lang^x), senza costante perchè con 
x=Q deve visibilmente aversi &=0. 

4424. Nella spirale d' Archimede , ove ** (1027) avremo S=sj/y*dxxz 

J ! [ f x *dx— — — senza costante, perchè con x=0 si ha S~0- Fatta jt=27T 

87T 1 3.8?r 4 

avremo «$=|a* 7 r valore totale dell’ area compresa fra l’intera prima spira e il 
raggio CA. Quest’area è dunque £ della superficie del circolo GFBA. 

4422. Volendo estender la stessa ricerca al caso di una seconda spira , dovre- 
mo integrare da x— 2rr, valore dell’ascissa al punto ove comincia la seconda rivolu- 
zione del raggio, fino ad x=47t, valore dell’ascissa al punlo ove finisce; poiché sic- 
come il raggio nei secondo ravvolgimento ripercorre di nuovo tutta la superficie 
già percorsa nel primo , è dunque chiaro che l’ integrale qualora si prendesse da 
x=0, conterrebbe due volle l’area abbracciata dalla prima spira. Operando nel 
suddetto modo troveremo (4363) iS=|.a 1 7r, e se da questo valore si toglie \a*n 9 
area occupala dalla prima spira, rimarrà 2a‘ 1 n per quella interposta tra la prima 
e la seconda , che sarà dunque doppia del circolo GFBA. 

4423. In generale l’area interposta fra le spire consecutive ed (m-M)"*® 
si avrà prendendo l’integrale di j J y 2 dx da x=2 ivk fino ad jr=(«-4-4)27r, e sot- 
ti 2 7T 

traendone quello da — 4)2;r fino ad xzx2nn. Ciò darà i$= — ((n-+“4 )’• — «’) 

a 2 7r 

— («’ — (n — t) 4 )=2na 1 n. L’area richiesta cresce dunque esattamente nel rap- 
porto medesimo del numero delle spire. 


F.261 


Rettificazione delle Curve 

1424 * Poiché (i3io) ds=y r ~{dx 2 -\-dy i ), sarà l’arco AM 2fi9 
=s= j f/ (dx 2 -\-dy 2 ). Posto dunque il valor di dy dato por 
tjucllo di dx e concluso dall’equazione della curva, e (piindi 
integrando , avremo la lunghezza lineare s dell’ arco AM. 
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F. 202 1 Esempj. Nel circolo (i 3 o 8)<J,£M-J^ 2 =— 


/\m| n UUX , rtv -T" i.3i s 4.3.5x? 

QM=^/— , — (a 1 6) x-4- 2 — -F 2 ; 4 - ^ + 2 - i( . 7a6 -+• ec. 

261 4426. Nella parabola, AM == Jdjp ^ ^ ’+^') =: 

(1339 Facciamo J—0 , sarà 

c-*;h> ^r(,‘+;K a C*K* ir: > > 

269 4427. Che se col centro A e col semiasse maggiore B A =4^ 8 * descriva un* 
ipe.Lola equilatera BN', lo spazio ABN'Q sarà Jxdy (HiOA°)j= J"el ) (y * -+- 

^»)(930); dunque AMs= — Jd) 2 -4-^-^= — XABN'Q, e però AlVIX \p=- 

ABN'Q, onde fa rettificazione della parabola dipende dalla quadratura dell * 
iperboht , c reciprocamente. 

270 4 428. Neirellisse, supposto il semiasse maggiore =4, sarà =5* (4— x 2 ), 

e fatto 4 — 6 2 =e 2 (946), si ha BM sszfdxj/~ — =i frr~z r X • • • 

' J r 4_x 2 x *) 

f t e 2 a:* c*x* 4.3e 6 x c \ ~ dx e 2 r x 2 dx e* 

V ~2 ~2A ~ 2AA “ ' J/^l—x*) - J J J/(l_*»") — £5 * ' " 

.. xhix 1.3e° f x f dx ..... 

i — — ■ Ir ec.: e riducendo er integrali di ciascun termine 

•'Kl— x’) 2.4.6-'' p(l— x») ’ b b 

_ ■ „ / e* 3e‘ 3*.5e 6 

a Jdx{i—x*) r (1334) =DN , si avra BMa=( 4 -- , 6 ~ — 

ì'.S'.le* \- rfx . , „.i/l 3e* 3*.5e< \ 

2 * .4 * .6* .8* eC ')-fy (1 x» ) + * X ^ { r ’ \2> + 2».4 1 1 2 * .4* .6 1 "*"*' / 

t / 4 3.5e* 3.5* . lei \ 

+eVr’(l— x*V\ h -4-- rr 4-ec. W-ec. 

^ ^ ; V2.4* 2.4*.6* 2.4*. 6*. 8» ) 

La rettificatone dell’ iperbola si ba quasi collo stesso metodo , e può vedersi 
nelle Memorie di Berlino an. 1746 e scg. la manieradi ridurre alla rettificato- 
ne di queste due curve gli integrali d’ un grau numero d altri diifeienriali. 

1429. Nella seconda parabola cubica, y^^px* (1011); dunque & ~~fd}' X 

f xx*p M-t-— )*+£ (1260.2°) , perchè qui «=0 ed m=l; faUo _r=0, 

V 4 pJ 27 V ips s 

si ba C=— ~ pj e l’arco, preso dall’ origine, Iu 6 ene ‘ 

tale le parabole px*— ', che ( preso per k un numero impari comincian- 
do da 3 ) danno > 500 tulte rettificabili, a- 


do da 3 ) danno t=x/df\J \ / ’ 

2 A— 3 

vendosi iuciascuna (1260. 2”) n=0, m ~ = ^ j c c— 2~ 


son tulte rettificabili, a- 
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1430. Nella cicloide, dyz=dxj /~ ^ ■■ . ) (1329); dunque 5= Jdx^~ — p. 260 

sBMs2J''2ox92B0; e fatto x=2«, s=BMA=2BD; onde l’ intera curva cicloi- 
dale è quadrupla del diametro BD (1 333). 

<431. Nella logaritmica xzzzaly (f023), ydxxzadj , s= f~ y ) : 

posto y 0" M -*>=», «1 avra ~ =77^ , ed s= =z+~ l —, 

(1346)=z-4 =z+al (^- ' 1 )— V(y* +a » )-4-af X 

r \ /<h-V (a»-hr*)^ , c 


f. 


i+H/’+a 1 ) 


O * +“ * ) — «f(^~ 


espressione di un 

arco di logaritmica, in cui C è facile a determinarsi (ili 8). 

2 7?y 

4432. Nella spirale d'Archimede dsszP r (djr*-\-j'*dx * ) (4 314); ma jr= — 274 

a 

2 r -, / a* v 

(4 027), dunque 5=COM= — J djJ/ ^ — - V Descritta una parabola CN' 

a 2 tt 

con pzz: — . Fatto CQ=CM= r, e condotta 1’ ordinata QN’, sarà CN 1 = — [d j X 
7 r a 

v C^~ hr “ ) (1426); dunq ue CN'= COM : onde regna dell’ analogia tra que- 
sta spirale e la parabola. 

1433. Nella spirale logaritmica, ove y=Ae*' c (1047), e quindi fatto A—i, 202 

ydxzz cdy, sarà dsx. dj y ( 1 — 1— c 1 ), ovvero, per esser c= tangCMT (ivi), ds — 

dy y 

■ (787.14*) ; dunque s= — j^=MT atteso il triangolo MCT retta n- 


cosCMT v 1 cojCMT" 

goto in C (1026). Non si è aggiunta la costante perchè y = 0 dà evidentemente 
s=0. Apparisce frattanto di qui che questa spirale quantunque faccia un’ infinità 
di giri intorno al centro (1047. 1 >> ), pure ha una lunghezza finita, la quale nel caso 
di coìCMT= J, ossia CMT=60° (781.2°), equivale al doppio del raggio vettore. 


Misura delle Solidità 

i 434 - Un solido S da misurarsi s’immagini decomposto in 
un’infinità di piccoli strati paralleli : chiamando t la base d’uno 
di essi, dz l’ altezza, o una parte infinitesima della sua distanza z 
dal vertice, tdz ne sarà il volume (74°)» che essendo il diflb- 
renziale del solido dà duncpie S—Jtdz. E si noti i°. che se il 
solido è di rivoluzione, t potrà esser circolo , di cui chiamato 
y il raggio, avremo t=zj 2 n (6^7), e (piindi S—n Jy^dz ; u°. se 
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sia piramidale dell’ altezza a e base b, onde (7 16) b : t :: a 2 : z 2 , a- 
v re ino *S= ~ [z 2 dz= ove z—o dà S=o e C= o. e 

dà per l’intera piramide S—~ (744)- 

3°. Poiché (4409) t= J ydxxz J Jdydx , sarà dunque fc= Jtdz= J Jydxdz 
:==/ ’/ Jdxdydz , purché rapporto alle integrazioni si osservino le avvertenze date 
altrove (1440.3°). 

i 435 . Nella sfera y 2 =a.ax — x 2 ; dunque per la solidità 
di un segmento sferico in cui z—x, si avrà S—nj^iac — x z ~)dx 
—Ttx 2 (a — jx) (776). La costarne non ha luogo, perchè con x 
=0 si ha S=o. Fatto x=2 a, si ha per la solidità della sfe- 
ra N=|a 3 7: (7 7 3 ). 

j 430 ‘. Nell’ellisse J r 2 =^- t {2ax — x 2 ); d’onde, operando 

come per la sfera, S— b —~-{a — jr). Fatto x=2<z avremo 

per l ’ ellissoide intera S=$ab 2 n ; dunque il solido generato dalla 
rivoluzione dell’ellisse intorno all’asse maggiore sta alla sfera 
circoscritta ::b 2 :a 2 , ed è inoltre -f- del cilindro circoscritto. 

4437. Si chiama ellissoide tdlu/iqata quella che abbiamo considerata, ed el- 
lissoide compressa quella che è formata dalla rivoluzione dell* ellisse intorno al 
suo asse minore. E facile il trovare , che anche quest* ultimo solido è y del cilin- 
dro circoscritto. Dunque 1* ellissoide allungata sta all’ellissoide compressa •: ab 2 : 
a a b :: b : a. 


1 438 . Nella parabola y 2 —px-, e fatto z—x si avrà per un 
segmento paraboloidale S—V. J pxdx— ^y- = * - ■- , metà del ci- 
lindro circoscritto. 


In 

m 

mnj/ a 


tutte le parabole ym^xna” 1 -* ( 4044), e fny % dx=z 

2 m — 2 n JJ 1 2 m — 2n 2 n 

x mitxya x mnry 1 

2//-4-W 2/I-H/7» 1 


e perciò il solido starà 


al cilindro circoscritto :: m 

4 439. Similmente se P ipcrbola , la cui equazione è y m X 9 ss «*”4"*, gira intor- 
no all* asintoto CP, prendendo CD= A D=a, il solido descritto dal trapezio ADPM 


avrà per espressione — ^(a 1 — e perciò supposto 2 n^m , il solido 


descritto dallo spazio indefinitamente IdngoOADX sta al cilindro descritto da AEGD 
::m : 2 u — ni, c nell' ipcrbola ordinaria è eguale a questo cilindro. 
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Superfìcie dei Solidi 
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4440. Se la superfìcie da misurarsi si divida in un’ infinità di piccole zone 
prima parallelamente al piauo delie xr, poi parallelamente al piano delle j'~> si 
troverà decomposta in infiniti rettangoli coi lati diretti nel senso delie coordi- 
nate r, x, ciascun dei quali potrà considerarsi come piano , e sarà 1' elemento 
della superficie cercata. « 

Per determinarne l’espressione rammenteremo primieramente che Parca d’una 
figura comunque inclinata sopra di un piano eguaglia quella della sua projezione 
divisi! per il coseno della sua inclinazione 6 (f 4 25) -Frattanto se dal punto A, che F. 273 
prendo per origine delle coordinale, si conduca AG normalmente al piano della 
figura , c da G la GT perpendicolare a quello di proiezione , che suppongo es- 
sere il piano delle xy , fatta AG=r, e supposte x, j , z le coordinate di G, avre- 
mo GT=z, e senTAG= — = cosG. Ma in primo luogo (4 074) r=p'(x*-h 


j *+;’)- e perciò * 1 -hy * - 4-1 ’ — r 1 = 0 , (1272) x+^~^==0,y-t-s(~\=:0 } 


dunque — = 


; ; . Inolil e se S rappresenti il nostro rellau- 

^ O+Cji) +( Jy) ) 

gole elementare clie , come osservammo, ha i lati nel senso delle x e delle y, 

S 1 sua projezione sul piano delle xjr dovrà eguagliare il prodotto dxdy dei dif- 
lercnziati di queste variabili : dunque sostituito I’ uno e 1 ' altro valore avremo 

infine )’ ^'^ Lrcnzla ^ e di sccond’ ordine , 

che integrato due volte darà la superficie cercata. 

4444. Se il solido c di rivoluzione, generato dal poligono AMBO, in cui AM 274 
=$, MP=/, può aversene più speditamente la superficie. Poiché immaginando- 
la divisa in infinite zone M/rt 1 con sezioni normali all’asse del solido, ciascuna ^li 

queste rappresenterà nn cono troncato, la cui superficie (761) 2jr(2y-J-d/-)X'. _ =se 


2n yds sarà l’ elemento della cercala, onde avremo S=2n fjrdsxi ((3(0) 2jr Jndx. 
Dunque nella sfera (( 308) SxxIutzx, e fatto xx=2 a, sarà S— -la 1 r superfìcie totale 
(764). 

(412. Nella parabola S= (052) 2n Jdxy (px 4- ~ J =: *■- J/ (px-+-*-p*^ 

4-C ((260.2°). Sia *=0, sarà C=—T^. 

(443. Nell’ellisse, fatto a il semiasse di rivoluzione, che sarà il trasverso nel- 
1’ ellissoide allungata e il coniugato nella compressa , e posto nei due diversi casi 
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±n’-t-A’=c’, si avrà (968 2°) n=~ i f/~ e però se la 

F. 275 intorno ad AA o intorno ad EE, si avrà ~~ Nel pri 


a curva giri o 


•o , descritto col raggio CD= un arco DBN, la superficie fatta da AM intor- 
no ad AA sarà (1412) — — ABNP; ma nel secondo, determinala C col porre 

*=0, sarà (*+V(£+* *)) • 

1444. Nell’ iperbola fatto a il semiasse di rivoluzione che può essere o il tra- 
sverso o il coniugato, e posto « 1 4-i » =e * , si avrà (986) n=- 

2/ e però se la curva giri o intorno a CA o intorno a CO, si avrà ~ fdx X 

v a * J 

• Nel primo caso, determinata C col fare xz=a, la superfìcie cercata 

• s,tin\? fe77X i /' Y aK \ » „ a*Ì7T ex-hj/ (e*x * — «<) 

.ara (1339) (**——)-**»' ~l — — , ma nel secar.. 

do, determinata C con fare x=0 , sarà ^ x 1 - — /^^4- 

K-9 1 ))- 

Cenni sor. Calcolo delle Variazioni 


1445. Oltre quel genere di Massimi e Minimi , di cui parlammo (1304) , 
un altro ve ne è più elevalo, che ha data origine al Calcolo delle Variazio- 
ni. In quello si cerca il massimo o minimo valore di una funzione, che è da- 
ta; in questo si vuol la funzione, che fra tutte quelle di un genere determinalo 
è massima o minima. Così il problema di determinare nel circolo la massima 
ordinata, riguarda il primo genere; ma quello di trovar tra tutte 1* isoperi metre 
la curva della massima area, appartiene al secondo. E vero che ambedue i ge- 
neri dipendono dagli stessi principj , e che alcuni problemi spettanti al secondo 
posson trattarsi anche coi metodi del primo ; ma tali soluzioni son per lo più 
assai complicate e poco naturali. 

4446. Sia BD una curva, che abbia per asse la retta AE fatta AP=x, 
PM=s=y(x), se si prenda PT=<fx, e si conduca P ordinala TV, sarà PMVT 
ss zdx (4409), ABMP=f:dx, che va a zero se x=0, e diviene ABDE se 
xi=ra. Chiamisi // Pare» ABDE; dunque se, stando ferma l’ascissa, z varj in 
più o iu meno di una quantità iufìnitcsima M /*, e sia 6 la caratteristica della va - 
riazione, come d lo è della differenziazione , avremo M/==€t variazione di s. 
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t&fiV =6zdx variazioni di srf*=PMVT, BC/TVI = JCzdx somma degli elementi 
M/iV e variazione dell’arra ABMP, aBCtòxxSil variazione dell’area ABDF— //. 
Quindi se H debba essere un massimo o nn limimi) , bisognerà che- Pare» BCKD 
si annulli, e sarà g/f=6ABDF.=g /zrfxfcff (t3Q4) , preso l'integrale da r=tl 
fino ad x=a. Pi qui si atra la relazione tra x c z, t> requisitine alla entra , 
ebe ha la proprietà del massimo o del minimo. 

1447. Il calcolo delle variazioni deve dunque insegnarci a trovar la varia- 
mone di U o il valor di 6/f, che andando poi w zero determina il cercato mas- 
limo o minimo ; ed eccone i titanio' i principj. 

1. ® Poiché t, *’ divengono s-pgr, z’-pgf, e t’==sz-prfz ( 1 2 1 1 ) , dunque 

gz'=gz-pgdi, e Gdz=Gz — Gz=dGz (tw), cioè la variazione della differenza 
d’una variabile eguaglia la differenza dilla sua variazione. Perciò scrivendo 
dz invece di z, sarà €tb*zz=dGdz=d*Gt e di nuove scritto qui di in luogo 
di *, verrà Sd'zxXdSd* taXd'€dzxxd ì -.i ; e in generale gd"z=d»g z, o preso 
m<n , Gd*txzd m Gd lt ~*'z . * * 

2. ® Supposto u= JXdx , sarà, variando, gu=g/zrfx, e difterenziàndo 
dnxzsdx; dunque 8du=?dGltp:6zdx , e integrando, gu= /grt/x=g J-dx, 
cioè . la variazione dell’ integrale _/xdx eguaglia l’ integrale della varia- 
zione di zdx. Perciò scrivendo Jz invece di z , avremo /g f :dx=g J J zdx— 
JJGtdx, ec. 

3. ° Cangiandosi * in z-v-dz nella differenziazione, ed in :-a-gz nella varia- 

sione, non Ostante la divertita tri le differenze e le variazioni , si ha la va- 
riazione di z come se ite ha la differenza , purché in luogo dì dz , dv si 
scriva 6 z, Gy, e si faccia x costante), coàt' la variazione dì z==ux’ t -pfxy’ 
sarà ga=ax*g_j-p2ix >&?j ec. ^ , 

1418. Dunque g(rrfx)=dxg;-Pzgdx : ma gdx=dgx=Ó ( dunque g(adx)= 
dxGz, e /S(vdx)==ydxg;z=6y(-(fa:)(l447.2.' > ).Pari»nente sp zx=¥(x,y t p,</,«c ), 
dy d*y d^y „ Gdr . ■> tfgv 

* pss &'< so d?’ r =5?' " ri '° 6 p=Tx 

. Gd\r d'€y g d>y d'Gr 

6q -^dt~l^ ’ 6r= 4x\~lx^’ “v 2 ‘° e(zdx)=dxSz=dxQf!y+ 


dxRGp-t-dxSGq+ec. = QdxGy+RdG r -4 


Sd*è 


dx 


-pec. j 3.® JG-dx — GJzdx 


(1447. l^&zJQdiZjr+JRdG) -p -- fc ec ma JRdG rz=.RGy—JdRGy 


(l263)=/fg>- — 

J dx. 

dSGy r d*S6y j 
dx ~~ 


SdG> 


dx 


dx 


SdGy 

dx 


parimente 

dSSr 


f 


Sd*?, y sdt r 


dx 


dx 


rdSd^y 

J <ix - 


dx 


rd x $dx% r 

f- J — — , ec.; dunque %Jzdr±= 


Jdxt, + ec.)+g y (iU. ■£+**.) 

T. II. 


d?,y „ 

• f 'd7 (,s -‘ e '- )+< 


ed 


9.i i 
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^ # , . i . % 

avremo il massimo o minimo richiesto le porremo Q- 


dR d'S 
■4* 


-, . -, — ec. = 0, 

, v dx dx % 

« se, dopo aver integrata quest’equazione fra i limili xzxO, x=u (1446), e dopo 
aver aoddiifatte le altre condizioni del problema, giubgeremo a determinar le co- 

dS * . 

stanti rimaste disponibili in modo che si abbia R — -)-ec.=0, <S — ec.— 0, ec. 

dx 

, jp . 

V integrale di Q — (-ec.s=0 preso indefinitamente ci darà frattanto, siccome 

é chiaro, il rapporto finito fra r ed j, o l’equazione della curva cercala ; le co- 
stanti determipate nel modo prescritto ce ne faranno conoscere i parametri. 

dR 

Quindi la sola equazione Q - Hec.=0 somministrerà quanto bisogna al- 

dx 

, • , 

l’ intento , qualora non altro si abbia in mira che di cpnoscer la qualità della 
curva la quale gode della voluta proprietà del massimo o, -minimo, ricerca alla 
quale unicamente ci limiteremo negli esempj seguenti. Avanti però osserveremo s 
4* che le quantità Q, R, S ec. equivalgono precisamente ai coefficienti dei dif- 
ferenziali parziali di % per y,p, q ec.; 2.° che se z non contenga differenziali 

dR 

oltre il primo ordine, l'equazione' si ridurrà a Q — =0, che moltiplicala per 

dx 

djz=pdx darà QdyxxpdR : e poiché si ha dz—Pdx+Qd ) -k-Rdp , posto il 
valore di Qdy verrà dz=Pdx-+-d(Rp), e zxxRp-y- fPdx+C. Egusgliato questo 
valore a quello dell’equazione per la quale vico proposta la ricerca del massimo 
o minimo, si otterrà un’ equazione difTerenziale fra le sole variabili x ed yr , 
che integrata darà quella della curva richiesta . 

I.® Qual’ è la curva, in cui fzdx= I 1/ . . ■ é un massimo o un roi- 

J y . > 

nimo? Poiché -~zzp, verrà |/(rfx 1 +dy , )=^dxl/(t-f-p») , onde z=t''ÌÌJL e 
dx r y 

dunque P=0, R^ - P -- 


Vr(*+p')’ ez KrO -+/>*) 


VA<+p*) Wr 

4 | 

valore che confrontato coll’altro già trovato *—y — , darà luogo all’i 




r 


equa- 


4_4_p» 17* i 

z ione \/ — +C, d’onde Vr(<+P*)= £=<?■ Di qui, resti- 
tuito il Valor di P—"j ~ , facilmente trarremo dxxzd yj / — , ovvero posto 


C*-o> 


x—m — u, yz=C‘ — w, avremo du=<fw j/ , equazione alla Cicloide (1333) 


curva cercala. 

II.® Fra tutte le curve isoperimetre trovar quella in cui l’area J ) dx (H09) 
é un massimo • un minimo. Giacché l’espressione della lunghezza di un arco 
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è (13(0) jy {dx'-+-dy')—Jdxy ) ( I.")j e questa per la natura degli 

isoperimelri nou varia, avremo 6 J : ma anche f, fydxz=0 (<446), 
convien dunque combinare insieme l’annullamento delle due vai-iasioni, il che si 
otterrà sommandole, e quindi eguagliando a sero la somma. Dunque il problema si 
ridurrà a trovar quella curVa, nella quale J zdx= Jydx-\- Jdxy (f +p 5 ) è un mas- 
simo o un minimo. Si avrà pertanto zesty+y (*~hp‘)j 6r=8jH — - — , onde 

yo+p*) 

à =y ^y (C-r)V(*+r)=', 

d r vo— (C— >,)*) , Ari c—y) 

— ' e ^-yx^c-'jy'y dmK * ue ime e rando ’ 

9 cioè (C— ^) a ==f — (x — C) a equazione al circolo 

(944), curva richiesta. 

V . ■ ' . . I ' * 4. 

III.® Era tutte le curve isoperimetre trovar quella il cui solido di rivolu- 
sione ha la massima o minima superficie 2?r Jy\' (dx'-ydy' 1 ) (1 44 4 ). Trascuralo 
27T che è un numero costante, e fatta (/ (dx'-j-<Ìy')=dxy dovrà essere, 
come nell’antecedente problema, Jfzdxxx/ydxy ')-t-/dxy (1-t-p 1 ) un 
massimo o un minimo; dunque X=(f-h1)y (1-hp*), Sxx^Syf/^i-i-p*)-^ 

a. „a. 

c =v£fy f=B=4^«>+0--c-). . 

equazione alla curva volgarmente detta la Catenaria t perchè una catena flessi- 
bilissima se sia sospesa per le sue estremità , si conforma in questa curva. 


Del resto come nel metodo ordinario dev massimi e dei minimi (1304) , 
cosi nel calcolo delle variazioni è necessario aver qualche regola per distin- 
guere quando ha luogo il massimo e quando il mioimo. Ma per questa ricerca, 
che troppo a lungo ci pollerebbe , rimetleretóo Ì nostri lettori ni corsi piu 
dei nostro compiteli. Avvertiremo solo che nei piu dei casi la semplice sosti- 


tuzione di una nuova curva comunque diflereàte dalla trovata , basterà da se 
•ola a risolvere il dubbio. . ' 
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4449. Già sappiamo clic cangiato ('algoritmo d delle differenze infinitesime 
(f2t3) nell’algoritmo (T delle finite pnò aversi (S 2 20) 3y(x)=A3x-±-B3x'-\- 
Cdx'-+<c., essendo A, B, C, ec. i coefficienti delle successive potenze 3x, <fx‘, 
Ji’, ec. nello sviluppo di <f(x^z3x), e che posson determinarsi coi metodi già 
accennati nel Calcolo differenzialo (I28t). 

445Q.DunqueT?(x*)=nx»- , iJ l xH x^'dx'-h - -x’^thf'+ec. 

All’opposto preso a per 11 segno integrale particolarmente riferito a questo genere 

, n(n — (3 , i ^ 

di differenze, avremo x4 x"- 1 à x » -4- ec )=rje«-K7 . Sia Ji 

< . y X 

costatile, e i.° : dunque 'T$xz=z(i256') dx i T<~x, e o , <=*r— ; 2 ° n=l • 

• «. ; * OX 

Jf * X 

dunque a{2x3x-\-Sx 1 y^23xax+3x 1 eri xzx’ 1 , e 7/=-- — ; 3 ° n=3 ; 

1 r \ 2d x £ 

dunque <r(3x* (?x-h3jrJx*-l-f?x , )=3Ja;ff* l-4-3Jx* ux-HTxV^rrx 5 , e <rx*s= 
, ec. j onde se <Jx=l , verrà 7ls=ar, tx=ì(x* — x) , 


3c?x 


X * xJx 

'T H 6~ 


x*(x — I)* X 

o‘=tr — |x a -+-■}■ x' ; e parimente troveremo 7x’= -, tx'=— X 

■ j. «■ r 4 30 

jy • 

(6x* — 45x , -(-4Dx* — •) , TX 5 =— (2x<— 6x’-4-5x* — l), ec. aggiunta a quest’ in- 
tegrali 1* debita costante- 

4451, Ma debba differenziarsi il proiloltn j c^x(x— 4}(x — 2). .i(xv-«), supposta 
0 . Avremo(f2lS)J;^=(x-f-l)x(x— ì)(ew-2)...(x— n-lal)— -x(x-^l)(xi— 2).w 
(x— /t)=x(x— t)(x— 2)—(x— I|--|-t)(x-t-f— X-H«)^x(x— L)(x— 2)-..(x — ft-H)X 

x(x_t)^x— 2) ..(x—n.) 


(jt+i). Duhque ai x(x— 4X* — 2)...(x — n-H) t=— -- — 5: J -+C } 

e se si cangi il in n-H , avremo egualmente o^x(x— l)(x — 2)...(x— n) J = 
X(x — l)(x — 2)...(x — n — 0 


«•4-2 


-4 -C. 


4452. Si trova nel modo stesso 3 j x(x-H)(x-+-2)...(x-|-«) J=-(x-H)X 
(x-f-2)(x-|-3) . . . (x-4-«)(n-H) ; e <r{ x(x-4-4)(x-h2) . . . (x-f-n) J = 


(x — 4)x(x-H)fx-t-2)...(x-Ht) 
_ 


4-C. 


4453. Sia da differenziarsi v=2.r(2x — 4)(2x — 2) . (2x— n), supposta Jx— 4 : 
avremo 3 i =(2x-f-2X2x-H)2x(2x — 4) . . . (2x — «4- 2) — 2 x(2x — l)(2x — 2). . . 
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3oc) 

(J*-n-t-2)(Jr— n-HX2r-*»)=2*(24r-<X2*-2)...(Ji— *+aX(2,4-2)(2x+<) 
~(2x^n-+-4X2x-n))=2x(2x— 4)(2x_2)...(2x_n-4-2X4x-|-4nx_ni-4-,M-2) 
s=2x(2x — <)(2x— 2)....(2x— n-+-2X'»-HX'* ;r — »-+-2)} e quindi er(2x(2x— 4)X 
(2x_2)...(2x_«+2X4x_ n +2 )) . Qllindi can . 

giando n in n— 2, ff(2x(2x— <)(2x— 2)....(2x— n+4)(4x— n+4))= ■ 

2x(2x — 4)(2x — 2)...(2x— n-|-2) . 

1 — — j . Avremo egualmente 

4 4 

a ■ - -■-■■■ — . i y 

(mj;+a)(mj:+a+m)(mr-(-ii+2m)...(mj:+fl+nm) mi 

I_ * 

(mr+a)(Bu;-Hi+si) (mr+a+(« — f)m) 

4454. Abbiasi yx=a x -. sarà ùj'—fìa x =a x ^~^ I —a X —a x ~^~* a X =» x (a 4), 

ax 

c quindi aa*=:- — ‘•-hC. Sarà pure o(a r x) =r a*x =a r x(a — {)-+- 


a*+' ; d’ onde a& r xzx 


qxr—aa *- H (a — 4 )a*x — a*-4* • a»(ax— x a) 


a- 4 («—0* (a— !)• 


d-C. 


Cosi si troverebbe la differenza e la somma di a*x*, a»r', ec. 


4455. Parimente se sia —, sarà $ y — . 


4 


"■ ,=-C. 

„x-4-4 x 


a (a— 4) a x (n— 4) 


Co*— 4 4 

, e a — = 


Ca *~' — I 

•*~*(*-0 


x 

A 


Di q«d 


4456. Abbiasi y =dCa x . Poiché lCa X x=lC+xla, sari dbt=ZC-4-(x-H)/a— 
IC — xla—la. Di qui alaxxlCa x . 

4457. Sia^=/C^x— 4)(x — 2)(x — 3).. .3.2. 4 ; avremo 9 ya±/Cx(x— 4)(x— 2)X 
...4.3 .2 lC{x — 4)(x — 2Xx — 3). ..3 .2.4 =lx. Dunque alxxlC(x— 4 )(x— 2)(x — 3) X 
... 3.2.4. Cangiato x in x-4-a, tutti i fattori del secondo membro, ad eccezione del- 
la costante C, cresceranno di a, ed avremo <T/(x+a)s=fC(x-(-«— 4)(x-+-*— 2) X 
(x-4-o— 3)...(a-f-3Xa-+-2)(a-t-t). 


4458. Abbiasi frattanto pz= , e vogliasi cip. Poiché lp—l(x-\-a ) — ... 

*(*•+■*). sarà trZp=fff(x-i-a)_«rl(x+A)=/C(x4.«_4)(x-4-a^.2)(x-4-a— 3) 

(a+3)(a-4-2)(a-H )— l(x+&— 4 Xx-fA— 2Xx+Ù— 3) (A + 3)(J + 2XA-+-t)= 

/r .x-+-a — 4 x-f-a — 2 x-ha — 3 a-f-3 a+2 a+ 4 

x+*-4 X X X X * b+2 * «"h ; = lC *P’ in,r5 ° P er 

irp il prodotto degli x— 4 fattori che si formano ponendo x — 4 , r 2 , x 3, ec. 

in luogo di x in p. Che se p è un prodotto di due o più fattori p\ p n , ec. di pri- 
i ..... a-t-x n’-4-x 

ino grado e della forma ^ ^ - , — , ec. sarà alpx=.<jlp'p" ec. —rr/p'-^-irlp '■+• 
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3 io 

« = lCTf>'+lnp ,: -i-K.=lCnp'Xlzp u Xtc . , avremo cioè a lp moltiplicando fra lo- 
ro i prodotti parziali Cnp', *p",* c., e prendendo il logaritmo del prodoUo totale. 

1459 . Vogliasi la differenza e la somma di seux, e di cosi. Avremo Stenx 
tn{x+Sx)— senx= (7 96 . 80 *) 2 sen \ oxcos(x+ \ tix), ticosx=cos(x+tix)—cosx 

^_ 2 sen',tixscn(x+{tix). In altra guisa , à,enx=sen(x+tx)seMz=senxX 
Bo.tix+cosx.e.utxscnx = senx(co.tix-i)+cosxsentix; tco:x= cos(x^x) 
_ cosx = cosxcosSx _ ,enx,entx-co,xxxco,x(cos 3 x-i)-senxsentix. Di 
qui senxs=(costix—t)asenx+senà'x<rcosx, e cosx=(costix— l)<rcosx — sentixX 

( { -costi x^enx+sentixcosx^ 

ssenx ; d’ onde facilmente asenx 2(1— costi x) 

senti xtenx — ( 1 — cosóx)cnsx ^ ^ 
x 2(1 — costi x) 

1460 . Sia infine yx^fx funzioue qualunque di x. Sarà iy=<f(x-H)— <fx } e 

quindi integrando per parti ( 1349 ) Tf(x-H) = '?x+'T f x. «?*=?(.*- <) 

-+-<ry(x— 1 ), «r ? (x-l)=?(x- 2 )-H 7 ?(x_ 2 ); l?(*- 2 ) = T^-. 3 )+- ff K*- 3 )i 
rc ; valori che introdotti gli uni negli altri daranno J F af(z-l)+f(r-l>i -?(* 
_ 3 ) +ec . + f(x— n)+op(x— n),o semplicemente <ryx=p(x— l)-+-?(x— 2 )-H 

3 )_p.^(r 4 ) 4 -ec. -+y(x — »»), qualora non voglia estendersi l’integrale che 

fioo a d x=», nel qual caso Bf(x-n), che contiene la parte indefinita residua, non 
ha più luogo. Che se » rappresenti tutto intero il valore di x, in modo che x 
non possa esser >», sarà x-n= 0 , ? (x-«) diverrà costante , e l’ultimo dei due 

valori di <Tex darà 1 ’ integrale completo. Così avremo era =a +a -t- 

a I_ 3 -t-ec. +a»-l-a 4 -« 0 =( 372 ) , il che, ponendo G=- — , coincide 

con quanto trovammo sopra ( 1454 ). 

1461 . Passiamo dopo lutto questo a integrare l’equazione lineare di prim’ 
ordine /-py-X =* 0 , ove f =J+tf, epe A X son funzioni di x. Fatto 

t onde Sf=xtiz+z 3 r+tirtiz, l’equazione si cangerà in rz(j>- \)—rtiz—ztir 
_JrJM-X= 0 ; e se si. r*(p-l)-^r= 0 , ovvero 1 *. pr=*r+tr, verrà rà'z+ 

■y 

tirtil c=X, ovvero li*. Js=— . La 1 *. s’ integra riducendola a lp=.l(r+ 3 r)— 

/r=( 1215 ) ti (Ir), onde lr=alp,ed 

UIlVdaràJ»=^-s z=^=*p XCrì> 

, -p- 4 ( 2 x- 4 -l )=-0 che, introdotto il valor di ti/ xy' — J , si cangia in 

x i( 2 x-H) - , * r ~ { x — 2 x — 3 32 1 

hi H-^r=°> ,ara P = I^' P ~ * " x— ! x — 2 4 3 2 x’ 

pXltp== J- , X= J 2 £±\ ed y =l(^( 2 x+l))=( 1430 )J-ix. 

r ' x-f-i X-t“l J 

1462 . Se p=a costante, sarà - 7 /p=<;/a=( 1456 )fCa-r=( 1458 ) IC'np; diinque 


:e^ /, = ( 14 » 8 )e^ 7 I ^=( 444 . 3 '’)Cjtp. Quindi 

4-C', ed ) -np( v -l-C J. Così data 
rii V pX-rp ' 
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np=Ca X , pX*P—Ca Z+{ , ed y=. CuYr — +C')=“ I (’ — H-c). 

V Cu x -' ri 7 V n x+i ' 

X 4 

E se sia costante anche X=ff, avremo er- — gg — (4455)C — .. . • 

a x +' a x +' 

-S ed^Yc 1_ Vca 1 -^-. 

**(«-<) ^ /( e -,) 7 — 1 

4463. Sciogliesi con quest’ ultima formula j] bel problema già pro- 
posto altrove (487). Chiamata eia sorte, m il frutto semplice ed annuo di una li- 
ra, t gli anni in cui vuol consumarsi e sorte e frutti, ed s la somma costante 
da spendersi annualmente, supporrò che nell’anno x la sorte sia ridotta ad^* f 
onde tra sorte e frutti si abbia y(4-4-/7i); e giacché in quest’anno si spende s , 
la sorte nel seguente anno x-H sarà — * , equazione da cui si ha 

x s 

pz=az=m-+-i, X^g— — s , ed j H . Ma quaudo gli anni sono x=4 

m 

si ha la sorte >\=c, dunque c=C(m-H)-l- — : d'onde C= - ~ C , ed > = 

m m{tn-\- 4 ) 

— / (me — j)(m-H) -+-$ ì . Or tutto questo vuol consumarsi negli anni x=f, 

m t J 

e perciò nell’anno x=t-4-4 deve aversi ^'=0, sarà dunque 0z=(mc — j)(m-H) 

% mc(m-+- 4 )* 

-4-J, e di qui j= , somma cercata. 

(m-H)t— i 

4464. Del resto la formula yz=Trp(~- — \-C benché fondata sull’ipo J 

V pX*P ' 

tesi di ^x=4, può anche applicarsi al caso di d\r=m, purché prima d’ integra- 
re si ponga xz=mu. Infatti è manifesto, che allora si avrà <3\r=/7i=/?jd‘u$ e per 
conseguenza dn=4 . 

4465. Sia anche l’equazione lineare del second’ ordine -\-b$\yxxXj 

in cui a , b sono costanti, e dx=4. Applicando il metodo dei coeiiicienti in- 
determinati (4389), giungeremo primieramente all’equazione u — mOu= X, e in 


seguito all’ altra jr~ 


(a-4-m')u 1 1 — (a+/n' ')u : 


- , essendo m , ,m 11 i due valori di m 

ni’ — nv ' 

dati dall’equazione m 3 -\-am-\-b=zQ , ed «',u' r i due valori di u, che risultano 
dal porre i valori di ni in quello di u. Quanto poi all’integrale di u—màuz=:Xt 

si ponga il valore di «, conche 1’ equazione si cangia in il 1 — af4-4— ) 

\ m* 

H — =0; falla per comodo la costatile 4-4 =/*, e però ni , si avrà 

tu ni 4 h — 4 

(H6.) u =h*(c+(h-<y~) ; e se anche A' fosse costante , verrebbe 

Ch* — A' {ivi). 
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<466. Sia dal» una serie ricovrente (<24) con la scala q,-y-r, e se ne voglia 
il termine generale yi r*. Supposto y il generai coefficiente della serie ee. 
’yx* — yx*, j , ec. ed n il numero dei termini, la cui 
d iflerenza costante è dn=(, si avrà /"—qy^-hy (424.2°) : ma y'=xy-ySy , y^'cs 

1 , sy+2Jj-4-J* i y(4247)jdunque_y-+-^ — ' , che paragonata 

4 — r 

con l’equazione di sopì» (1465) ci dà a =— — — , i=- , X—0, m'= 

4 — < 7 — r f 

2(1 -q—r) 2 ( 1 — q — r) ’ m' m" 

u"=Ch»n, ed Cosi , d.U 1, «rie 4+2**+ 

m ~—m 

2x 1 -4-6*M-ec.=(x°-4-Ox-t-2* I -t-2* , -H5.r*-4-ec. con la scala di relazione 4,-f-2, 
sarà q=4,r=2, ss — y, m'= — m"=t, h'— — 1 , A"=2, u'=C( — 1 )*, u"= 
f72«, j=yC2«-f-'-4-yC(-— 1 )*j e poiché fatto n=0 , si ha dalla serie y=t, e 
fatto Bui, si ha y= sO, le due equazioni 4=JC*-4-y C, 0 =|.C — y C danno C 1 
= ì,C= 2 .ed n r»=yf 2 «-e- 2 )r». preso il segno — se» è impari. 

1467. Ma uno degli usi più belli che far si sogliono delle differenze finite ti 
riferisce al calcolo delle probabilità nei giochi d’ azzardo. Eccone qualche esempio. 

1“. Sono in un’urna m palle bianche, n nere. B scommette contro C, che 
sortiranno a palle bianche prima che h palle nere. Manca a B un tiro perchè gua- 
dagni , ne mancano x » C. Supponendo che le palle estratte non si ripongano nuo- 
vamente Dell’urna , si domanda la probabilità dei due giocatori. 

Saranno dunque m— a +1 le palle bianche, n — b+x le nere residue nell’ ur- 
na. La lor somma m— «+ f -|-n — b t x darà il numero dei casi possibili, e fatto 

a 

per comodo ni — <i-H=a, n — i= 6 , a-4-6=y, sarà 11= — la probabilità per 
6*+*x 

il caso favorevole a B, e ll'= — j— quella per il caso contrario (4 07). Or la pro- 
babilità di guadagnar la scommessa non si ristringe per B a quella unicamente che 
può avere di vincere il tiro. Perdendolo, siccome anche altrove si osservò (4f2), 
egli ha luogo di sperar nei seguenti : onde se sia y la sua totale probabilità prima 
del tiro, supposto ancora che questo gli sia contrario , rimarrà sempre con la pro- 
babilità ’y, che sarà Illusione di x — f, come y Io è di x , c varrà Vfl’ prima del 
tiro (iVi) ; quantità che aggiunta a f] formerò il totale della richiesta probabilità 

ins ., , £<-+-(6-4-*)' r . , /7-4-x\ a 

r di a. Avremo perciò y=n-4-' rii =• — ; ossia '»• — r\ - — 

y-f-x * 17 V fi+xS C-4-x 

= 0 , equazione lineare del prim’ ordine , che cangiato * in x-t-f, c perciò ’y in 

t, ed y in > ', diverrà y 1 — ^ - =0 Per integrarla più fa- ' 

cilmente particularizze i valori, c (accio /n=4, n=7, «=3, A=4, onde os=2, 6=3, 
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3 1 3 


y=5, con che l’ equazione diverrà y '— ■ - 
4-Nr 


:0. Dunque (H6l) X 


a j* a .a 

6-t-x ’ P 6-+-x ’ (5 +z)q4+*J ’ P * P (6-f-xX5-+-x) ’ %X»7» 

g(5-4-x)=^(x-4-9), ed r= l(x-4-9)-t-c). Per determinar la 

costante osservo che quando x=0 non resta a B alcuna speranza di vincere : onde 

jf9-Ljl j { 

anche yx=0 ; dal che infine r-= — '.Sia x=2, sarà allora y=—. 

J (5+x)(4-4-x) J 24 


11°. Determinar le sorti del Banchiere e del Puntatore al giuoco del Faraone, 
nei casi che con 2x carte da sfogliarsi , si trovino nel mazzo o una o due o tre 
carte puntate. 

Se sieno 2x le carte, si avranno (394) x(2x — t) combinazioni binarie , cioè 
nel primo caso 2x — 4 con la carta puntata, (2x — 4X* — 0 senza di questa. Ora 
il primo sfoglio o segue con la carta puntata o senza. La probabilità di questo se- 


condo evento è manifestamente (407) , quella del primo è — *■ . Succedendo 

x x 

il secondo evento il banchiere nè scapita , nè guadagna, e solo cangia la sua pro- 
babilità totale y, funzione di 2x, in ' y funzione di 2x — 2, che valutata prima del- 


lo sfoglio per le regole della probabilità composta varrà , y. Succedendo il 

primo, egli può vincere o perdere, secondo che la carta puntata viene a destra o 
a sinistra. Or qui le combinazioni non essendo che due, l’una favorevole e l’al- 
tra contraria , la probabilità che possa aver luogo la favorevole sarà dunque y , e 
questa moltiplicata al solito per la probabilità dell'evento, varrà prima dello sfo- 

— ■ Dunque la probabilità totale del banchiere prima dello sfoglio sarà ysx 


x — 4 

x 


y I — Ponendo x-H in luogo di x, e quindi y' per y ed y per ’y, ti a- 


2x 

x 


* T+i J ~ 2(7hh)~° ’ onde '< <46< > ^=x’ pX * p = x —i’ ° T^r 


Oy =(4450) —, ed r = — - — <rC^- Ma quando x=0 non resta altra speran- 
za al banchiere, e si ha y=0 : dunque C= 0, e quindi ys=T- 

Nel secondo caso le combinazioni totali saranno come nel primo; quelle con 
una carta puntata 4(x — 4); con due 4, senza le carte puntate (x — — 3). 
Quindi la probabilità che non venga alcuna carta puntata al primo sfoglio sarà 
(x-4)(2x-3) , . 4(x — 4) , 4 

x(2x— 4 ) ’ b *(*—<) x(2x— t) 

Non venendone alcuna, il banchiere guadagna la solita probabilità ’y, che prima 


Digitized by Google 


3i4 

<)( 2 l 3) 

dello sfoglio, varrà . ■ l jr. Venendone una, abbiamo già veduto che la 

x(2x — 4 ) 

probabilità per il caso favorevole è 7 , la quale prima dello sfoglio equivarrà a 

2(x_l) M . 

— ■ ^ -. Ma in questo caso rimane sempre una carta puntata nel mazzo , e 

X( ZX— 1 J 

su questa abbiamo veduto , che il banchiere , qualunque sia il numero delle 
carte , ha la probabilità j , dunque poiché questa valutata prima dello sfoglio 

monta a — ^ |y, sarà perciò la totale probabilità del banchiere fondata sul 

4(x- 1 ) 

secondo evento — — — . Infine venendo due carte puntate o un doppietto , il 

x(2x — 1 ) 

banchiere ha per le condizioni del giuoco la certezza di vincere y , sulla qual 


Dunque tutta quanta la 


vincita prèma dello sfoglio ha la probabilità^—^ . 

probabilità del banchiere in questo secondo supposto di due carte puntate sarà 

(x — ()(2x — 3) 8x — 7 

— 7\ • c,o4 > ‘ aUi * aoliti cangiamenti , j’— .... 


x( 2 jc_t) 
x( 2 jt— t) 


(x-HX2x-M)' / 2 (x-H)(2x-H) 

3 2 i 2x — 3 2x — 5 3 f f 


2 x( 2 x — t) 

8 x-H x — t x— 2 

0 . Avremo dunque tt pxx ■ . ■ 


x— t 


pXrep= 


1 


., o- 


(i+I)(2i-h) PX*P 


•4 3 2 2x— i 2x — 3 5 3 x(2x — t) 

8 x-H x 4x — 3 

= (4x — 3), ed troverebbe egualmente pei* la pro- 

4x— 5 

babiliUi del puntatore . 

F 2(2x — t) 

Nel terzo caso le combinazioni binarie totali saranno al solito x(2x— 1). 

Quelle senza le carte puntate (2r — 3)(x — 2) ; con uua carta puntata 3(2x — 3) ; 

eoa due 3. Dunque la probabilità che non si abbia alcuna carta puntata al pri- 

, (2x— 3)(x— 2) , ... 3(2x — 3) , 

no sfoglio sara ■ ■ ■ . che se ne abbia una — — — » che se ne abbia- 

b x(2x — 4) ’ x(2x— 1) 

a 

— . Seguendo il primo caso il banchiere non guadagna che la pro- 


no due 

x( 2 x— I) 

bahilltà ’jr di vincere nello sfoglio seguente , che prima dello sfoglio varrà . . 

- 2' r . Se segue il secondo, egli ha la probabilità, che la carta gli 

x( 2 x — t) 

sia favorevole, probabilità che abbiamo già trovata essere y , e che prima dello 
3(2x. — 3) 


sfoglio vale 


■ ; inoltre guadagna la probabilità sopra le due carte, che 


2 x( 2 x — t) 

rimangono , la quale per un numero 2 x di carte essendosi già trovala di sopra 
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4x— 3 . n , 4x— 7 

- ■ . — . qui in un numero 2x — 2 di carte Mi a dopo il primo stogilo — — — 

2(2x — I) " r r 8 2 v 2x — 3) 

3(4* 7) 

c avanti di esso ^ onde la probabilità intera del banchiere fondala sdì 

3(3r 5) 

secondo evento sarà — — . Seguendo infine il terzo , il banchiere guadagna 

x(2x — I) 

3 

la solila meli della scommessa , sulla quale ha dunque la probabilità ^ — , 

ed inoltre guadagna la probabilità y sull’altra carta rimasta, che prima dello 

sfoglio vale — — ; cioè in lutto il banchiere può avere sul terzo evento la 

h 2x(2x — <) 

3 

probabilità — — • Dunque infine la totale speranza del banchiere sarà y — 

(2x — 3)(x — 2) 3(3x — 4) 

75 r - 1 — 75 • ratti i soliti cangiamenti si avrà r‘ — 

x(2x — t) x(2x — 1) 

(2x — t)(x — t) _ 3(3x — t) _ 2x — 3 2x — 5 3 t _x— 2 x—3 

(2x-ht)(J r -H0 ' r “ °’ * P ~~ 2x — t 2x— 3 TT* x x— l' 

x — 4 _3 2_ _ 2 _ 2 X 3 

x — 2' 5 4 3 x(x— ))(2x — j)’/^ ‘t x(x-t-<)(2x-H) ’ ** pX^P 2 ^ 

«rx(3x-t)=-Ì(x’_2x.+x)= 3 - r (x_ 0 .. Dunque -fa x _ 

\ 3(x — t) 

J , cioè > giacché come sopra C=xO. La probabilità favore- 


vole al puntatore si troverebbe = 


3(x_2) 


«a MUHinvuic ot UUTC1 CUUC — — „ , . 

2x — { 

III. Sono io un’urna x-4-4 polizze coi numeri naturali 4, 2, 3, ec., e che 

debbono essere estratte da altrettanti individui , a condizione che chi estrarrà un 

numero ovvero otterrà un certo premio. Supposto si domanda se 

la probabilità di guadagnarlo sia la stessa tanto per i primi estraenti , quanto per 

gli ultimi. E ìerto quanto al primo estraente, che in x-4-< combinazioni possibili, 

avendone ni favorevoli edx-4-4 — m contrarie, la probabilità per la vincita sarà per 

m x-H — m 

lui "y | , e per la perdita — — . 

Quanto al secondo possono aver luogo due casi differenti , cioè 1°. che nel- 
V estrazione precedente sia sortito un numero ^ di m\ 2 n . che ne sia sortito uno 
=, ovvero ^m. Nel primo caso egli non fa che cangiare al solito la sua probabilità 

J>per la vincita in y funzione di xj che al principio dell’estrazione vale ^ 

x*+- 

Nel secondo caso sopra le residue polizze x ne restano per lui ni — 1 che potranno 
^ ilo vincete , onda per’quetlo evento avrà la proba bilità , e questa pure 
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valutala prima dell’ estrazione Taira Quindi la probabilità totale del 


secondo estraente per la vincita avanti l’ estrazione sarà y= 
m(m — 0 

*(*■+<> 
m(m — 1 ) 


>(r-H— m) 




■ , espressione che coi consueti cangiamenti diviene yt — ‘ 




(T-+-1XX+2) 


=0. Sarà dunque X= 


m(m — t) 


(x-+-()(x+2)’ 


P= 


x+2 — m 

X -+-2 


x-t-2 

» np= 


m(m — l)(m-2)(m — 3)...4.3.2.1 _ m(m— 0(m — 2)(m — 3). ..3.2.1 

(*-H)i(x-t)(x-2)...(x-m-+-2) ,/ ’ X * P “ (x+2)(T-H )x(x-< (x-2)..<x-m+3)’ 
X x(x— t)( x— 2)(x— 3)...(x— m+3 ) x(x— I )(x— 2)(x— 3)...(x -m+2) 

° pXltp ^ (m — 2)(m — 3)(m — 4)...3.2.< (m — i)(m — 1)(m — 3).. .3.2.1 

m(m — l)m — 2)(m — 3). ..3.2.1 j x(x— l)(x — 2)...(x — m-t-2) 

(1451); ed r= (x+ 1 )x(x — 1 )(x — 2). . . (x — m-t-2) 1 (m_l)(m_2Xm-3)... 3.2.1 

+C J. La costante si determina con osservare che quando x-H=m, non resta- 
no che m estratti tutti conlrarj alla perdita; onde la probabilità per la vincita si 
cangia allora in certezza , e diviene y=i. Ma la supposizione di x-M=/n, can- 
gia il secondo membro dell’ equazione in 1-t-C, avremo dunque l=l-4-C, e quin- 
di C— 0. Di qui è evidente la conclusione cha in generale y=z. ; onde la prò- 

Labilità del secondo estraente per la vincita, e in conseguenza anche quella per la 
perdita, tono eguali alle probabilità del primo estraente ; il che manifestamente 
porta a concludere che anche lutti gli altri avranno in egual modo in favore lo stes- 
so grado di probabilità fio dal principio del gioco. 
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AGGll/NTE, VARIAZIONI e CORREZIONI 


§. 794. Si aggiunga in ultimo : E poiché 2 n — | =2h — f-f- $ , «i nvrà 
dunque co*(2h+ j )7r=0 , coi(2n — 4-+- j )7T=0 j e in generale, qualunque siasi 
n o pari o impari , eo»(n+^ ) tt=0. 

§. 842. H metodo proposto in questo paragrafo per avere il valore di a', seb- 
bene indiretto, ha per altro il vantaggio di guidare ad una fornitila che assai facil- 
mente si presta al calcolo logaritmico. Ma volendo averne direttamente l’espressione 
analitica mediante una sua qualche funzioue trigonometrica, potrà osservarsi che la 
proporzione g' : g" :: sena’ : sena " dà g' sena' =zg' sena" =rg'sen[^ 180° — (a+a'))=s 
( 792. 5t .* ) g’sen(a-ha l )=z ( 788 38.*) g'senacosa'-hg’sena'cosa : di qui 

' , .g'sena 

e'r=.eseuaeota'-\-e'cosa , t infine tanea'= y ' , . 

° g" — g cosa 

§. 862. in Jìne. « dunque l'angolo sferico ec. » S'intenda dell'arco in- 
terposto fra quei due poli che cadono dalla stessa parte dei Iati, cioè ambedue 
o dalla parte destra o dalla parte sinistra. La proposizione è poi d'altronde ma- 
nifesta , in quanto che l’arco interposto fra i poli misura l’angolo degli assi, 
che come è chiaro , corrisponde all’ inclinazione dei piani , e quindi all’ an- 
golo sferico (859). 

§. 887. La formula finale di questo paragrafo peggiora le condizioni del 
calcolo ; poiché se l'altra coshz=eosg‘cosg 11 non è applicabile quando h risulta 

troppo piccola, molto meno potrà aversi il valor di h da oos\h= 

ove t'arco incognito è metà del supposto. Invece dovremo perciò procurarci a’, 
come abbiamo praticato di sopra, dalla formula tangg' stanga' seng" (885), 
e quindi h dalla formula seng'=&euksena' {ivi). 

§. 92l. Fra questo e il seguente paragrafo si ponga quanto segue. Coll’uso 
di questa scala, per dirlo qui di passaggio, possiamo formare un angolo di 

vJ 

un dato numero a di gradi , problema che tanto frequentemente occorre di 
risolvere in pratica. 

Si prenda una linea AD ( Fig. 252 ) equivalente in lunghezza ad un nu- 
tn ero qualunque n di parli della scala. -Ad una delle sue estremità D si alzi 
una normale indefinita. Si calcoli quindi col mezzo delle tavole il valor nu- 
merico di ntanga . Presa sulla scala e riportata sulla normale una lunghezza 
DC rqu iwlcnle al valor trovato, ai unisca A con C , sarà DAC l’Angolo ri- 
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_ ... Ì)C i.tiWea 

chiesto. Infatti il triangolo ADC da (846. 2.°) tangDACs^ ==— — ~ — = 

tango , e quindi DAC=a. 

§. 935. Terminalo il paragrafo si aggiunga: A questa medesima equa* 

lione si perviene, siccome è facile dimostrare, anche se il cono sia obliquo, 

purché in questo caso la sezione si supponga noe più latta comunque , ina 

normalmente al piano triangolare condotto per 1* asse perpendicolarmente alla 

base, il qual piano non potrà esser che uno solo. Qui poi potremo osservare 

che in questo caso se sia A=.D t e per conseguenza ^-+-2?=t80°~C, avremo 

‘ , cxsenU ...... cscnB 

* = — x*, equazione ad un circolo del diametro (91 0}, cioè la 

senC scnC 

sezione , al pari di quelle fatte par. «lietamente alla base, sarà circolare. I 

Geometri la chiamatiti subcontraria , ed occorre specialmente nelle dottrine 

della Prospettiva. 

§. 943. 2.® Dopo le parole <c l’iperboba sarà equilatera n si aggiunga : 
Potrà osservarsi di piu che in questo caso l’equazione dovrà mancare del se- 
condo termine, o del termine coll’xr; poiché nelle supposte ipotesi dovendo 
aversi p=tf , q=^p' ed essendo a-=b , risulta 2a'p % q y — 2b'pq~Q. Come del 
pari se gli assi della trasformala sono ortogonali c manca il secondo termine, 
sarà — 1 e 1* iperbola equilatera, inoltre, poiché i cinque coefficienti 
dell’equazione j % -trÀxjr-\-Bx y -+-Cy-\-Dx-+-F=.0 non danno luogo che a cin- 
que equazioni, colle quali possiamo determinare un egual numero delle sei 
quantità a, b t a, £ , p , q , uua di queste rimarrà dunque indeterminata , e 
potrà quindi darlesi un qualunque valore ad arbìtrio . Dal che si ha che in- 
finite potr^uno essere le ellissi e le iperbole corrispondenti alla data equazio- 
ne, differenti fra loro o in uno dei parametri , o iu una delle coordinate del 
centro, o nella direzione di uno degli assi delle coordiu-te. 

§. 997. La conclusione di questo paragrafo appella al caso più universale, 
cioè che l’ iperbola noti sia equilatera: se lo è , si dimostra all’opposto che 
ogni diametro è eguale al suo coniugato. Infatti dall’equazione b'=.a?tangtotang^ 
(987. 6 °) fatto a=b si ha tangtoz=.coty , d’onde &>=90 — f, valore che posto 
nella V. 1 (996) dà m=n. 

§. UH 2 Si aggiunga al termine del paragrafo : Se non che la parte ne- 
gativa o alla siuislra dell’origine non è eguale alla positiva, eccellochè nel caso 
di m=n, il che assai facilmente apparisce. 

§. 4 043 . L* anulisi, colla quale in questo paragrafo si scende a stabilir 

l’equazione y t (x)=— ~^ -- C — , per quanto rigorosa ed elegante, ha il difetto di 

scostarsi dal metodo generale che abbiamo sopra proposto (1041). Volendo attenersi a 
questo, si ripreuda l’equaiione ( 1 02 1 ) > ^o(i)=flr(,’.coi(1 x)-U|/ (2x— x ),saià 

y(x-4-w)iiorc.cos(1— x— w)-+-J / (3T-+-<»)(2^x— «). Ponendo arc.cos( 1-x-w)=r, 
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— •= — — . Io seguilo moltiplicando tra loro 


;h<) 

«iremo in primo luogo 1 — x — tt^cotz; il’ onde c=(823) jzr — (I — z — *>)-— 
J_ (i _ar_«) 5 - ” (< -*-•*) 5 - ’ - ec = ( 1 02 1 ) * w_ 

(cosa— a») — (cosu — ») 3 — — (cosu— tu) ’ — (cosa— tu) 7 —ec. A vre- 

mo in secondo luogo — x — u)=(i+u)^(l — x — co)^= ( 2(6 ) 

x“V+*c.)((2-x) i -j(2-x)~^cu-ì(2 -x) i tu'-ec ). 

Ora sviluppando ciascun» delle potenze della prima serie con arrestarci al loro 
secondo termine, l’unico che cootenga.u alla prima dimensione, troveremo 

» , 3 

per prima porzione del coefficiente di quesU quantità, 1 + —cos' a-t- — -cos*u~f- 
3.5 , ... 

cos^u+ec.zs uvt) — r , „ — 

2.4.6 y(l—cos u) sc/iu 

le due serie risultanti dall’altro termine, e limitandoci come sopra alle prime 
potenze di o, troveremo pel resto del coefficiente di questa quantità, " — 

Lf — = fl02l) . n.ccogliendo adesso le due porzioni del 

2J/(2-x) y (2x — x a ) 'spnu 

i-\-cosu 

coefficiente di w, avremo ®,(r)= . 

senti 

§. <065. X. Le equazioni fra > e 1 che qui vengon date per le diverse 
soluzioni particolari di questo problema, non sono propria mente tra le coor- 
dinate della curva richiesta. Perciò in luogo .di sostituii e il valor di x dato 
per z sarà meglio sostituire quello di z dato per x. 

§. <<46. « fd altrettanto accade rapporto «ile sezioni secondarie. » Che se 
anche c fosse negativa e si avesse z % x=ax' — bj* — c, è chiaro che siccome que- 

z' b % c . 

sta equazione si trasforma nell'altra x 1 =— *+•— r’+ — in lutto analoga alla prt- 

a a' a 

ma (4<38), così avremo similmente da questa una iperboloide ellittica, diffe- 
rente soltanto nella posizione. 

§. <<50. «...si chiama paraboloide iperbolica .» Si può concepire come gene- 
rata dalle due parabole primarie risultanti dalle sezioni fatte dai piani delle xz 
e delle yz (1149) immaginando che ciascuna si avanzi pnrallelnmenle a so 
stessa , in modo però che la superiore strisci sempre col suo vertice sull'uno o 
sull'altro r.>n\o dell’inferiore, e l’inferiore sull’un ramo e l’altro della superiore. 

§. 4 2< 8 • « dal che si rileva 5.° ec. » Questo teorema può esporsi di- 
versamente e in modo più opportuno, dicendo t « dal che si rileva clic, 
l’ultimo termine d’una serie formala da differenti valori di jr eguaglia la 
differenza della somma di lutti quelli che precedono, più il primo , se pur 
quatto non sia nullo . » 
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§. 4227. in fine. Non rari inutile rammenlare che dx ra ppreseota l'ele- 
mento lineare dell'arco che nel circolo del raggio 4 misura l’angolo z , a non 
quello dell’angolo x; e ciò in conformità dell'avvertenza fatta al §.809. 2.®. 

§. 4252. Agli eserapj riportati in questo paragrafo sarà bene aggiungere i 
due seguenti : 


X. Sia 


J/(4-*’) 


; troveremo dyz. 


dx 


XI. Sta r=l sara dy=— 

§. 4294. «InBne poichè’ec.» 11 valor qui dato peri puh ottenersi più fa* 

e’ e« 

cilmente sostituendo quello di f'(4— e*)=( 246 ) 4 — •- — - ec. 

* O 

§. 4399. a... purché nella prima integrazione si ponga ee. » E chiaro che 
l’introduzione del nuovo valore di x da farsi dopo la prima integrazione f ai 
riduce a cambiare a in a! ed m 11 in m 1 . 

§. 4449. Al termine di quello paragrafo si aggiunga : Se si cangino 
le coordinate angolari y ed x l’una in r, l’altra in 6, a seconda delle deno- 
minazioni già adottale al paragrafo 904 , avremo S=\ fr'dtì: e se con x,j si 
rappresentano invece le coordinate rettangole del punto della curva corrispon- 
dente all’estremità di r, avremo (ivi) r’^x'-y-y' , sentì——, costì— — , e 

quindi dsentìs=dtìco,tì=^r ± j d’onde dtì= r ls-L d :=: d J-' dr t ed 

r r costì rx 

, , n r'dy — rrdr r dy—\yd{r') (x'-‘ r y')dy—y(xdx+ydy') 

r au= = =• ■ — .rrfr — rdx. 

xx x J ' 

Sarà perciò S=s\J(xdy—ydx), valore dell’area espressa per le coordinale 

rettangole . 


FINE 
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